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Vorwort 


Die  nachfolgenden  vier  Abhandlungen  bilden  mit  Ausschluss 
aller  geometrischen  und  mechanischen  Anwendungen  eine  voll- 
ständige Theorie  des  rein  analytischen  Theils  der  Diiferenzial- 
und  Integralrechnung.  Sie  sind  dem  mathematischen  Wörterbuche 
des  Verfassers  entnommen  und  tragen  den  Stempel  des  lexica- 
lischen  Ursprunges  insofern  an  sich,  als  in  jeder  Abhandlung  eine 
gewisse  Abgeschlossenheit  sich  geltend  macht.  Es  entschuldigt 
sich  aus  diesem  Grunde  wohl  leicht,  dass  erst  die  vierte  Abhand- 
lung die  Functionenlehre  oder  Differenzialrechnung  enthält,  welche 
bei  systematischer  Anordnung,  wenigstens  mit  ihren  ersten  Ab- 
schnitten, zu  Anfang  hätte  gegeben  werden  müssen. 

Wenn  dies  Buch  für  die  ersten  Anfänger  nicht  bestimmt  ist, 
so  hat  der  Verfasser  dagegen  geglaubt,  dass  es  als  einigermaassen 
vollständiges  und  den  neueren  Arbeiten  ihr  Recht  gewährendes 
Handbuch  nicht  ohne  Nutzen  sein  werde,  um  so  mehr,  als  die 
meisten  Lehrbücher  sich  auf  die  Elemente  beschränken.  Man 
wird  wenigstens  bei  der  Durchsicht  finden,  dass  Vieles  darin  ent- 
halten ist,  mehr  selbst,  als  die  Seitenzahl  erwarten  lässt.  Dies 
ist  nicht  allein  durch  den  sparsamen  Druck  und  die  eigenthüm- 
liche  äussere  Einrichtung  und  Anordnung,  an  die  man  sich  beim 
Lesen  wohl  bald  gewöhnen  wird,  sondern  auch  einigermaassen 
durch  die  Art  des  Vortrages  zu  erreichen  gewesen. 

Die  erste  Abhandlung  enthält  die  Theorie  der  analytischen 
Quadratur.  Bestrebt  war  man  hier,  bei  der  Begründung  der  ein- 
zelnen Sätze  und  Betrachtungen  die  nOthige  Strenge  walten  zu 
lassen,  und  namentlich  auf  die  complexen  Grössen  die  erforder- 
liche Bücksicht  zu  nehmen.  Diejenigen  Abschnitte,  welche  die 
bestimmten  Integrale,  die  vielfachen  Integrale  u.  s.  w.  enthalten, 
werden  dies  zeigen.  Die  hier  gegebenen  Integraltafeln  (unter  Be- 
nutzung derer  von  Meier  Hirsch  angefertigt)  werden  für  die  Praxis 
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von  Nutzen  sein.  Auf  die  Begründung  der  Theorie  der  com- 
plexen  Grossen  konnte  hier  natürlich  nicht  weitläufiger  eingegan- 
gen werden,  und  ist  daher  manches  im  vierten  Abschnitte  Ent- 
haltene vorausgesetzt. 

Die  zweite  und  dritte  Atihandlung  enthalten  die  Theorie  der 
totalen  und  partiellen  Differenzialgleichungen.  Von  neuen  Unter- 
suchungen ist  hauptsächlich  die  Theorie  der  totalen  Differenzial- 
gleichungen mit  mehreren  Variablen  zu  erwähnen,  welche  von 
Pfaff  und  Jakobi  begründet,  hier  mit  mancherlei  Ausführungen 
und  Erweiterungen  gegeben  ist.  Unmittelbar  an  diese  Theorie 
knüpft  sich  die  der  partiellen  Differenzialgleichungen  als  eines  be- 
sonderen Falles.  Der  Verfasser  hält  dies  nicht  allein  für  den 
kürzesten,  sondern  auch  für  den  natürlichsten  und  durchsichtigsten 
Weg,  zu  den  vielen  Resultaten,  welche  namentlich  in  der  Theorie 
der  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  gewonnen 
sind,  zu  gelangen.  Auch  die  Arbeiten  von  Monge  und  Ampire 
über  partielle  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnung  fügen  sich 
in  diese  Vortragsweise  bequem  ein,  und  gibt  dieselbe  zu  manchen 
in  diesem  Buche  enthaltenen  Erweiterungen  dieser  Betrachtungen 
Anlass. 

Die  vierte  Abhandlung  gibt  in  ihrer  Einleitung  zunächst  drei 
verschiedene  Theorien  der  complexen  Zahlen.  Besonders  macht 
man  auf  die  letzte  von  Cauchy  herrührende,  aber  weniger  bekannt 
gewordene,  welche  dem  Begriff  der  Gleichheit  die  der  algebraischen 
Congruenz  substituirt,  aufmerksam.  In  ihrem  Verfolge  bringt  diese 
letzte  Abhandlung  die  Functionenlehre.  Man  ist  bestrebt  gewesen, 
Aelteres  -  hauptsächlich  auf  reelle  Zahlen  Bezügliches  —  mit 
dem  Neuern,  welches  die  complexen  Zahlen  betrifft,  zu  verschmelzen. 
Die  Riemann'schen  Sätze  sind  insoweit  aufgenommen,  als  diesel- 
ben in  eine  allgemeine  Theorie  gehören ,  und  sich  nicht  auf  spe- 
cielle  Probleme  beziehen  (das  sogenannte  Dirichlet'sche  Prinzip 
enthält  der  dritte  Abschnitt).  Mit  dem  Verfolge  des  Druckes  des 
mathematischen  Lexicons  soll  als  Anhang  zu  diesem  Buche  noch 
die  Variationsrechnung  besonders  abgedruckt  werden. 

Berlin,  im  Februar  t866. 

Der  Verfasser. 
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zialgleichung mit  einer  ungraden  An- 
zahl von  Variablen  313 

36.  Bedingungen,  unter  welchen  weniger 
Integrale  als  im  allgemeinen  Falle  der 
Gleichung  genügen  315. 

37.  Vereinfachung   des  allgemeinen  Ver- 


VII 

fahrens,  wenn  die  Ansahl  der  Inte-  18.  Erweiterang   der  Amp^re'schen  Me- 

grale   geringer  ist  als  im  allgemeinen  thode  387. 

Falle  319.  19.  Lineare  Qleichnngen  zweiter  Ordnung 

38.  Vortheile  für  die  Integration,  welche  mit    mehr  als  2  unabhängigen  Varia- 
sich   ergeben,   wenn   ein   Integral  be-  blen  388 

reita  bekannt  ist  320.  20.  Integration  der   partiellen   Diflferen- 
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1.  Einleitung  330.  Beschränkungen  unterliegt,   in   einem 
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510.  26.  Historische  Betrachtungen  567. 


I.    Analytische  QuadratureD. 


1)    Einleitung.  recten   Definition    der    Integrale   eiaigo 

Die  Auflösung  der  Differenzialgleichnng  ^»«f^""/  "««'>«'«.  "»d  «unftchst  die 

o            o  j^gQ^iti^t  derselben  mit  der  vorhergege- 

"y_^/-.\  bcnen  indirecten  zu  erweisen. 

wo   die  rechte  Seite  die  eine  Veränder-  2)  D^efinition  der  Quadraturen 

liehe  nicht  enthält,  wird  Integral  im  en-  ""^^^  Integrale  als  Summen. 

gern    Sinne,    oder    Quadratur    genannt.  Ss  seien 

Der  letztere  Name  ist  der  Geometrie  ent-  v.v    «»••••»     j.« 

nommen,   und  dies  kommt  daher,   dass  ^0,^1,^,.^.         Vu-Wn 

die   bezeichnete   Operation    zugleich    die  gewisse  Grössen,    welche  gegeben   sein 

von  denCurven  begränzten  Flftchenstücke  »ollen,  durch  die  recurrente  Bezeichnung: 

ergibt,    die  Aufgabe,    dergleichen    Flä-  y  — y     4=f(x  ). 

chenstücke    zu    bestimmen,    aber   schon  _.     ^   .        ''.''.        '    ,          „  »u 

von  den  Alten  mit  dem  Namen  Quadratur  ^^^  Grosse  ar^   ist  einer   anderen  Reihe 

bezeichnet  worden  ist.               »  bekannter  Grössen: 

Die  Regeln  über  die  Quadraturen  bil-  ^    ^    ^    ^    ,.,  ^        ^ 

den    mit    der   Differenzialrechnung    die  *'    *'    "    *'         *         * 

Grundlage    der    hohem   Analjsis,    und  entnommen.     f{x)   stellt   eine    beliebige 

geben  zugleich  das  Hauptmittel  zur  In-  gegebene  Function  von  x  vor. 

tegration  der  DifiFerenzialgleichungcn  ab,  Setzt  man  in  unsere  recurrente  Glei- 

welche  fast  immer  in  der  Zurückfuhrung  chung  für  p  nach  und  nach  die  Werthc 

auf  Quadraturen  besteht.  1,  2,  3  •  •  •  n  ein,  so  erh&lt  man  oflPen- 

Die  Aufgabe   der  Quadratur  oder  der  ^^^'*                   __       1 /•/     \ 

Integralrechnung  im  engeren  Sinne  lässt  Vi—Vo'tik^i) 

sich  also  nach  dem  Obigen  dahin  fassen:  y,  =yi+/(^«)=yo+/^*i)+A*«) 

„aus  der  gegebenen  Differenzialgleichung  y,=y, +/(*,)  =y,+/'(Xi)+/t*»)+/t*«) 

^=f(x)  oder  dy=f(x)dx  ^'  *    ^^ 

»^  also  allgemein: 

den  Werth   von  y  als  Function  von  x  y=y^-\-f(Xt)-\-f(x^)-\-f(xt)+'"f(x). 

zu  finden."  '                                                           J. 

Es  ist  dies  die   der  Diflferenzialrech-  Offenbar   ist  hierin   der  Ausdruck  für 

nung  entgegengesetzte  Aufgabe,  und  ver-  y,,    vollständig    bestimmt,    bis   auf   die 

halt  sich,  zu  der  erstem,  wie  die  Division  Grösse  y,,    welche  willkürlich   zu   neh- 

zur  'Multiplication ,    oder  wie    die  Sub-  men  ist,   wenn  Nichts  über  deren  Aus- 

traction  zur  Addition.  wähl  anderweitig  festgesetzt  ist. 

Indessen  kann   man,   und   es  ist  dies  Nehmen  wir  nun  an,   die  Reihe  der  y 

in   der    That  der   historische  Weg    ge-  sei   eine   continuirliche ,    d.  h.  jedes   y^ 

wesen,  den  man  dem  Wesen  der  Sache,  unterscheide  sich    nur  unendlich   wenig 

wenn  auch  nicht  der  Bezeichnung  nach,  y^^  ^jg^i  vorhergehenden;  es  wird  dann 

vor   der  Erfindung  der  Dififerenzialrech-  y  — «     ,,    eine  unendlich  kleine  Grösse 

"^".^r:;rotÄ'^UTnStrlt  -V  Weh  aud. /(.,).    Um  letzte«, 

tegrale  als  die  directe,  dagegen  das  Dif-  anzudeuten,  schreiben  wir 

ferenziiren   als    die    indirecte    Operation  f(x  ):=(x  —  «p_i)7(^p)> 

auffassen.      Indem    man  unter  Integral  .     .      ,'',,''.,      «,1    .          ji.  t 

den   Grenzausdruck    einer    Summe    ver-  ^'^  Ausdmck,  der  m  der  That  unendlich 

steht,  ganz  wie  durch  das   Diflferenzial  klein  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 

der  Grenzausdmck  für  eine  Differenz  be-  Reihe  der  x  ebenfalls  eine  conUnuirli^e 

zeichnet  wird  "*>  vW  *^®^  ^^  J®^®°  ^°  nnsrer  Reihe 

Diese  Auffkssung  ist  in  neuester  Zeit,  enthaltenen  Werth  von   o:  nicht  unend- 

nachdem  der  Begriff  des  Integrals  durch  lieh  gross   wird.      Diese  beiden  Bedin- 

Hineinziehen  des  Imaginären  eine  höchst  gangen  sind  übrigens  schon  hinreichend, 

frachtbringende  Erweiterung  erfahren  hat,  damit  auch  y^-y     1   immer   unendlicn 

von  der  grössten  Wichtigkeit  geworden,  klein,  also  die  Beine  der  y  continiiirlidi 

Es  wird  daher  nöthig   sein,  dieser   di-  sei. 


Wn  hal>en  nftmlich:  Nimmt  man  an,  daas  0=0  sei,  so  ist 

od«r,    wenn  wir   der  gewöhnlichen    Rp-  .  +rfa:'/(jf). 

KKiiOnng  gemäss  ^^^  Bezeichnung  hieinir  is»:; 

P      p-1      'f      f      p-1        p  y=#      f,(«)<Ä,    oder  =/      (f(x)dx; 

schreiben,  die  Indices  aber  weglassen:  ^9  ^0 

j        /  \j       A       ^y       /  \  '•  *******  untere,  x  obere  Grenze.  > 

dy=:(f(x)dx   oder    -r-vM-  tt.    .  .        ,.      ^ 

*  da?     ^^  '  Hierin    zeigt    die    Grösse   v    oder   x 

Der  vorhin  anfgestellte  Ausdruck  fttr  y  («*  Jt^ramt  auf  die  Wahl  des  Buchsta- 
ist dann:  ^^^  ^^^^  S^^  ^i<^^*  <^°)  «uter  dem  Sum- 
^  _  .  ,  ,.  r ,  /  \  ,  j  /«  \  .  ™*'**  0^®'*  Integralzeichen  nur  an,  dass 
f,-yo+*Jml*»r,y(xj)4-rf*,y(x,)  +  —  für  dieselben  nach  und  nach  eine  con- 

+dx(f{x)],  tinuirliche  Reihe  von  Werthcn  jr^j^Tp-'-jr 

P      p  zu  setzen  ist,  deren  erster  also  x^,  deren 

Wo  die  Bezeichnung  lim.  (limes,  Grenze)  letzter  x  ist.   Dass  nämlich  (f(x^)  eigent- 

anzeigt,  dass  die  Grössen  a*|,  dr„ .  ..  x  lieh   in  unserer  Summe  nicht  vorkommt 

In  continuirlicher  Reihe  aufeinander  fol-  «*  »'^«jheblich,   da  ein  Glied   y(j:,)rfjr, 

gen,  mithin  auch,  wenn  x,  und  x    einen  "*;^^  "^'Lr^rT   T  *   *"'*^r'.  ^^^ 
*    '  *  ^  P  y(*o)   endhch,   da    dx^^    verschwindend 

endlichen  Unterschied  haben,  ihre   An-   klein  ist.     D.  h. 

zahl  «lendlich  gross  ist.  „Ueber  das  Gesetz,  nach  welchem  jr« 

Da    der   Ausdruck   rechts    für   jeden   ^'*  ^^  *  übergeht,   ist  gar  keine  Regel 
Werth  von  x     das  zugehörige  y  ,also,    »estgesetzt ,    es  ist  dasselbe  also  bis  auf 
p  p  die  Continuit&t   der  Grössen  ganz  belie- 

da  die  Reihe  der  x  ins  Unencliche  aus-  big,  und  somit  nur  der  Anfangswerth  x^ 
gedehnt  werden  kann,  für  jedes  j-  das  und  der  Endwerth  x  bestimmt.*- 
zugehörige  y  gibt,  so  stellt  die  Reihe  Es  erleidet  also  auch  keinen  Zweifel, 
rechts  offenbar  den  Werth  von  y  als  dass  man,  selbst  wenn  die  Grenzwerthe  x. 
Function  von  x  vor  und  ist  also  die  und  x  reell  sind,  auf  dem  üebergange 
Auflösung  der  Gleichung  von  einem  Werthe  lum  andern  zu  ima- 

dy  gin&ren  Werthen  von  x  gelangen  kann, 

—  =:y(a:).  und   zwar  können  diese  Werthe  unend- 

_-     .  ^     _       ,.     ^.  _         ^      -       lieh  verschiedener  Art  sein.    Wir  erhal- 

fcs  ist  also  die  directe  Form  der  In-  ten  auf  diese  Weise  unendlich  viel  Wege 
tcgrale  als  Grenzen  von  Summen  geftrn-  ^«r  Integration.  Jedoch  wollen  wir  die 
den,  und  mithin  auch  die  allgemeine  Ausführung  dieser  höchst  wichtigen  Un- 
Möghchkeit  des  Integrirens  dargethan.       tersuchungen    vor   der  Hand  noch   auf- 

QN    n  ^      .    ,  ,       r    .  1      schieben,  und  annehmen,  dass  die  Grösse 

-«io?"V°''"""*u''5ri"'*Vu''''  *  ««f  d««»  ganienWege  der  Integration, 

n^j;;.'"f,t^'r''?^'f"^"*'v'"'-  •>'«>  '»»"rend  de.  UebVrgange.   Ion  x. 

Eine   solche   enthalt    mithin  jedes  Inte-  die  übrigens  nicht  ausschliesst,  dass  y(x) 

gral,  und  sie  ist  durch  irgend  eine  pas-  Auf  diesem  Wege  imaginär  wird, 

sende  Annahme  zu  bestimmen.  ^b  bleibt  dann   allerdings   noeh    das 

Setzen  wir  Gesetz,    nach  welchem   die    Grössen   x 

aus   einander   entstehen,   völlig  willkiir- 

C  für  y„  X  und  y  für  x    und  y  ,  lieh. 

p  P 

80  hat  man  Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  sei 

y-C-^l\m[dx,(f(x,)+dx^if(x^)+  .  .  .  '^=Vl"^*' 

Man  schreibt  abgekürzt  '^'^'f^'^^'   wo  *t  eine  beliebige,  natürlich  unendlich 

^  kleine  Constante  ist,  so  werden  wir  auch 

lf=fK')^^'  haben: 

Unter  dem  Zeichen  y  ist  also   der  all-  ^i=^o+«>  J^i  =  *o+2a,  .... 

gemeine  Ausdruck  für  y    zu  verstehen,  ^  =x,+jMr, 

«u  dem    die   willkührliche  Constante   C  ,         .                 ', 

addirt  ist  dx^-dx^  .  .  .  =dx  =:<r. 


aUo: 

»4: 


Ist  dagegen 


X  —rx     . 


und  r  eine  unendlich  wenig  von  der  Einheit  abweichende  Constante,  so  wird  sein: 


•*  I  —  'Xq^  JT  j  —  f    X^    •  •    »  X    —  w    ^0' 


rfXi  =rx^'-x^=:x^{r-l)ydxj=r^x^^rx^  =  rx.(r'-l), 

P  p-i  p~l 

....    dx^  =  r  x^-r       x^=r      x^(r-l), 

also: 


zwei  Werthe  des   bestimmten  Integrals,  die    allerdings  in  der  Form  Ton  einander 
abweichen.     Es  lässt  sich  jedoch  beweisen,  dass 

„Wenn  <f(x)  anf  dem  ganzen  Integrationswege  nicht  anfhört  endlich  und  con- 
tinuirlich  zu  sein,  die  Wahl  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  x  auseinander  ent* 
stehen,  keinen  Einfluss  auf  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  ausübt,  letzteres 
mithin  einen  ganz  bestimmten  Werth  hat.** 

Denn  sei: 

l^=lim  [(*,-*,)/■(*.) +  (*,-*,)/•(*,)+  •  •  •  +(* -*_i)/(*)J 
und 

F=lim[(y.-y.) /(,.)+  (y.-y.) /•(».)+  •  •  •  +(y.-y,_t)  /^C».)]- 

Setaen  wir  femer  fest;   daas  f(x)  flir   Sttmme,  alle  zwischen   x^   und  x    lie- 

alle  Werthe   zwischen   den   Grenzen  Xa    «^«j^«  nr^  41.  .um*        * 

.nd  *    coütinuirlich  bleib»,  du«  *   Ä" Jf^^!.  Zl-^'^m-'J"  T 

n  nothwendig  ein  beliebiges  Glied  x     der 

yi=*i»  y.=^«  einen  Reihe,  einem  y    der  andern  Reihe 


sei ,   so  stellen    U  und  V  beide  ein  be-   gleich  sein.    Wir  setzen  also 


stimmte«  Integral  Ton  der  Form  x  =y  >  x  t  ■=y  ,, 


r    f(u)du  ^*®  Glieder  x^  und  x^  sind  beliebig  der 

^9  ersten  Reihe  entnommen,  y    und  y  •  dem 

Tor.     Es   ist  zu   beweisen,  dass    beide  angemessen    aus     der     zweiten    Reihe. 

denaelben  Werth  haben.  Betrachten   wir  nun    die  Theile   beider 

Da  sowohl   die  erste,   als  die  zweite  Summen: 

Wenn  sich  die  Zahl  r'  an  r  ann&hert,  so  wird   sich  auch  ^'  an  q  uAhem,   und 
die  Ausdrücke 

/■(*^+l)»    /(*r+2)'  '('r-fS?    •  ••  ^V)' 
ebenso  wie 

^P+l)'    /^(.+2>'  ^^+3)  •  •  •  %''> 

werden  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit  immer   näher  rücken,   so  dass  man  für 
die  erste  Summe  auch  setzen  kann: 


ud  f&r  die    siweite  i 


Wegen  der  Voraussetzung  Continnität  beliebig  wablen  kann.    Man 

^    -_  ^              ^       ^  nimmt  es  natürlich  derart,  das«  die  Sam- 

r      ^^ '           «^      ^v'  mirung  der  entstehenden  Reihe  möglichst 

RDd  aber    diese     l>eideii  Orensansdrücke  «infach  wird. 

fleidi,    und     da      dies     von   den    andern  ^'^^^  Verfahren   ist  von  Fermat  nnd 

TheQen  beider  Summen  in  gleicherweise  Andern   schon  lange   vor  Erfindung  der 

gut,  so  bat  man  :  hohem  Analysis   eingeschlagen   worden. 

*    ^  In  den  wenigsten  Fällen  wird  man  das 

*^  —      *  Gtesetz   einer  arithmetischen  Progression 

womit  unser  Sata    erwiesen  ist.  zu  wählen  haben. 

4)     Beispiele     der  Ausführung       Beispiel.    Es  sei  zu  bestimmen: 

von  Quadr  atiar  en.  pb 

Aus    dieser     Betrschtung   folgt,    dass  ^=J     ^**« 

man  bei     den     Qioadrsturen   das  Entste-  '      ^ 

hunga-GeBetx     nnter    der  Bedingung  der  Wenn  man  hierin  setzen  würde: 

1/ =  «[(«+«)'+ (rt+2«/+(a+3ir/+  .  .  .   4.(a4.pi^)'], 

so  bätte  man  die  Summe  der  sten  Potenzen  einer  arithmetischen  Reihe  zu  finden, 
eine  Aufhalte,  die  nicht  gana  leicht  ist,  namentlich  wenn  s  keine  ganze  positive 
Zabl  ist.      Wir    setzen  daher 

alao 

l7=Cr-l)fl[(r«)'+r(r»tf/+r«(r»a)'+    .  .  .    +/""*(/ a)'], 

p 
wo  r  unendlich  wenig  von  der  Einheit  entfernt  und  r  azzb  ist 

Man   list    hier   offenbar  eine  leicht  zu  snmmirende  geometrisdie  Reihe,  was 
mch  a  sei,  nftmlich: 

I7=(r— l)r  a       [1+r      +r        +r.     -f  ...4-r  J 

=  -7+i :(r-l)rV»-* 


-1 


oder,  wenn  msn  r  =-t  r=  i/  -  setzt: 


a  f  a 


-G)J 


Der  Factor    -rs  '«*  8^®^^^ 


ein  Ansdrnck,  der  fftr  unendlich  grosses  p  offenbar,  da  (r-j^  =1  ist,  die  Summe 
l_l.|  gibt    Somit  hat  man: 
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5)  Einige  S&tze  über  die  Quadraturen  ergeben  sich  unmittelbar  ane  der  8«iii- 
menform. 
Es  ist: 


r:i 


''/i;4:)rf4:=(4ri-Xo)/i;4:i)4-(^,-a?i)A*a)+  .••  +(-^p-*p_l)/(^p) 


In  dem  letzten  Ausdrucke  ist  die  Bcihenfolge  der  x\ 


X    yX  .rX  ....        Xm^X^fX^' 

P       f— 1        P—* 

Da  nun  das  Zeichen  dx  der  abgekürzte  Ausdruck  für  die  Differenz  eines  belie- 
bigen X  und  des  Vorhergehenden  war,  so  ist  jetzt: 

dx^x    ^—x 

ZU  setzen,  also: 

—dx=x  — «     ., 
t      «—1 

wodurch  man  für  die  letztere  Reihe  erhält: 

-rf*  f(x)-'dx       r(x      )-   .  .  .   -dxj{x,):z^r  'f{x)dx. 
p      f  p-^     P-^  J   Xp 

Man  hat  also: 


/•*•  r^p 

f(x)dx^  -/       1{x)dx 
Xm  ^       X^ 


Xp  ^     X^ 

oder : 

r^f(u)duz=^r\u)du. 

V  «  ^  ß 

„Man  kann  die  Grenzen  des  bestimmten  Integrals  vertauschen,   wenn   man 
das  Yoiseichen  lindert.^ 

Ist  /■(«)  =  !,  80  erh'alt  man  sogleich: 

/dx=  b—tts 
b 

Aus  der  blossen  Form  des  Ausdruckes: 

r  f[x)dx=:(x^-a)f(x,)Hx^''X,)f{x;)-h  .  . .  +(-*,) /'(y)+(«,+2-y)/l*.+2) 

wo  y  =0?        ein  beliebiger  Werth  Ton  x  zwischen  a  und  ß  ist,  folgt  sogleich: 

«4-1 

r  f{x)dx  =  r^nx)dx  +  f  f(x)dx. 
Ja  Ja  y 

„Es  bleibt  aber  diese  Formel  auch  noch   richdg,  wenn  y  nicht  zwischen  a 
und  ß  liegt**    Denn  es  ist: 

nß  r?  PY 

1  nx)dx'-l  nx)dx^i  nx)dx 

Ja  y  ^    n 

oder,  wenn  man  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze: 

•/».. .  .      rr 


-f  n^)dx-f  f(x)dx 


ß 

setzt: 

*ß 


r^f(x)dx  =y  f{x)dx-\-J  nx)dx. 


was  offenbar  mit  dem  Vorigen  übereinstimmt,  wenn  man  ß  mit  y  vertauscht    Es 
fallt  aber  hierin  ß  nicht  zwischen  a  und  y,  sondern  über  y  hinaus. 


Nodi  ist  selbstrerständlicfa: 


M  4  /(  A 

d.  h.  „das  Integral  einer  Summe  oder     einander  entgegengeietst,  d.  h.  die  von: 
Differenz   ist  gleich    der   Summe  oder  a  ^ 


Differenz  der  einzelnen  Integrale."  ^C^^  ^^j  ^  _  r^'^  .    ,  .  ^ 

Femer,  wenn  c  eine  Constante  ist:  ^  n  ^  a 

Anch  ist  klar,  „dass  jedes  bestimmte  _.  ,       ■.      * 

Integral  einen  positiven Wertb hat,  wenn  *'"  ^^^  *"<>  "*•  Integral: 
f(x)   auf  dem  ganzen   Integrationswege  g^ß 

dasselbe  Voraeidien,    und  gleiches   mit  /    f{x)(f{x)dx 

ß^m  hat**    Denn  in  der  Formel:  ^  a 

/ß  zwischen 

fix)  dx  =  2{x  -0.      )/(*;  ^ß  ß 

«  *       #    1       r  j^i    ^^^j^  ^^^  M/    (f(x)dx 

haben  dann  immer  die  beiden  Factoren  ,            "                      ^  a 

9  — «        und  /(»  )  dasselbe  Zeichen,  da  liegen. 

•       *~*      .         '  Da  Jlf  und  iY  Werthe   von   f{x)   aus 
*,— *^_l  in»t  /J— «  zugleich  positiv  und  der  von  a  und  ß  begrenzten  Reihe,  un- 
negativ ist.     „Dagegen    ist  der  Werth  !!L^Äk*^'^  continuirUch   ist,    so 
eines  bestimmten  iJteVals  negativ,  wenn  "'''"  ^^^""^^  ^^**"^*^  «^^^^^ 
f{x  )  immer  dasselbe  Zeichen,  aber  das  pß 

en^egengesetzte  wie  ß-^a  hat.«  '^*?/  J^^^^ 

Sdjetzt  unter  dem  Summenzeichen  sein,  wO  x"  in  der  angegebenen  Reihe 
eiB  Ihroduct  ((*).y(*)  enthalten.  Hegt,  man  kann  aber  se ton: 

XMehmen  wir  aber  an,  dass  y(a?)  sein  ,_ 

2«eichen   zwischen  den   Grenzwerthen  a  a^  — «+*(/?—«), 

und  fl  nicht  ändert.  wo  c  zwisdien  Null  und  Eins  liegt,  denn 

Sei  dann  M  der  grösste  Werth  von  je  nach  der  Wahl  von  «,  erhalt  man 
f{x),  N  der  kleinste,  welcher  in  diesen  hieraus  für  x'  alle  zwischen  a  und  ß 
Grenzen  enthalten  ist.  fallenden  Werthe  von  x.    Man  hat  also 

Dann  ist  also  immer:  schliesslich: 

if-/(ap)  positiv,  N^f{x)  negativ.  pß  ,  .,,  .,      -r    .   /z.      mT''  /  n^ 

Es  haben  abo  auch  die  Grössen  ./  ^y(-yW^-=n«+*0»-a)]/   ,(a)dx, 

[ir-/(«)]y(«)  und  lN-f(x)]^{x)  jedoch  nur,  wenn  (f(x)  sein  Zeichen  nicht 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und   zwar  ändert.     Diese    Formel,     obgleich    die 

auf  dem   ganzen  Integrationswege  jeder  GrOsse  von  s  darin  noch  nicht  bestimmt 

immer  dasselbe  Vorzeichen,  da  (f(x)  das  ist,    ist    dennoch   zur    Berechnung    der 

seine  nicht  ändern  soll;  daher  sind  auch  Grenzen  bestimmter  Integrale  von  gros- 

die  Vorzeichen  von:  ser  Wichtigkeit. 

•;'  6)    DifferenziatiOn   der  Inte- 

[Jlf— /(a?)]y(dp)da?  grale  nach  einer  Constante. 

«  Es  sei  jetzt  ein  bestimmtes  Integral 

^^^  nach  einer  der  Grenzen,  oder  nach  einer 

*ß  in  ihm  enthaltenen,  bei  der  Quadratur 

Uf''f{x)]*f(x)dx  selbst  als   constant  betrachteten  GrOsse 

«  (Parameter)  zu  differenziiren. 

Offenbar  ist  nach  dem  Obigen: 


f. 


f(x)dx^l      f(x)dx^t  f{x)dx. 

a  •/   «  •^   xp 
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Sind  w  ^  X  ^^  zwei  anf  einander  folgende  Elemente  unserer  Befhe,  lo  ist 
aber: 

y        f{x)dx''j*  'f{x)dx    d^J^^\ix)dx^ 


X      .—3?  dx 

p+i    p  p 

was  man  anch  schreibt:  Es  ist  diese  Formel  allerdings  schon  aus 

.      /»xp+i  V  ^®'  ersten  Definition    der   Qnadratnren 

^(  /         /(«)<'«)•  abauleiten,  da 

Das  Integral   #  ({x)  dx  besteht  aber  ^ 

•^    ^P  war.    Wegen  der  Gleichung: 

nur  ans  einem  Qliede: 

(^+r  %)  /"^VP =*'i.+i  ^',+1^'  Z/')'^ = -/ V)-te 

also   da  (man  für  a:     .  anch  x     setzen   .      _  , 

*  ^+1  p  ist  dann  anch: 

kann,   da  diese  Ausdrücke  bis  auf  ein  ^ 

unendlieh  Kleines    einander  gleich  sind,  ^  (  C  rt  \j^\         rr  \ 

wenn  man   x  =ß  setit:  Äilj  ß'>'*)=-f(f)' 

P  ** 

«f/  /*^  \  Enthalte  jetzt  das  Integral  f(x)  noch 

7m  I    f^^)^)^f^)*  ®^^®  Constante  c,  nach  welcher  differen- 

^p\J   a  '  »ürt  werden  soll. 

Es  ist: 

ß  S  B 

f  f(x,f/)dx-r  f{x,c)dx=r  [/(«.i/)-/(a.,c)]Ar, 

also  wenn  </  unendlich  wenig  von  e  rerschieden  ist,  und  man  anf  beiden  Seiten 
durch  c'^e  diridirt: 

Ans   der  Vereinigung   dieser  8  Arten   des  Di£ferenziirens  ergibt  sich   noch, 
wenn  a,  ß,  c  Functionen  einer  vierten  Gkösse  u  sind: 

d/  rf„      .  .  \      *fadß   ,    ^  mda        bJ   ade 
ÄU  /''^>*^j  =  "d^  di  "*■  im  ^di         dS 


wo  der  Kürze  wegen  for   /    /(«,  c)  nur  /      geschrieben  ist.     Wegen  der  obi- 

•^    a  ^  a 

gen  Formeln  aber  hat  man: 

^«.,.,^)=/;%£!^.£.««««.)£. 

7)Üebergangyon  denbestimmten  ableiten.     Indess   nimmt  auch  der  Aus- 
Integralen  zu  den  unbestimmten:   druck  für 

Aus  einem  bestimmten  Integral  lisst  p 

sich  inuner  das   allgemeine  oder  unbe-  l/W^i 

stimmte  Termöge  der  Formel: 

/g%x  welches    anch   der  gegebene  Werth  yon 

f(x)dx=zC-{'  I    (/{x)dx  c   sei,   stets   die  Form  des  bestimmten 

^  a  Integrals  an. 


n 

Wmui  maa  niodidi  die  Oldchniic 


CziJ^({x)dx  =  -f  f(,)dx 


ftoflOst,  wo  alBO  l  als  Function  Ton  C  ni  bestimmen  ist,  so  erh&lt  man: 

Es  fragt  sich  mir,   ob  die  Oleicfanng:  wo  C  gegeben  ist,  so  hört  /(Jl,  C)  nicht 

tf^it)  :=  C  '"^''  ^^i^^^^^^S  ^^  >^n,  nnd  diese  Fnnction 

jf^                      7v  /—    >  1^1  eine  Variable  J^  nnd  mnss  daher  für 

^  irgend  einen  Werth  yon  l  Nnll  werden, 

„n\  —  r  frg)dx  ^^  ^  diesen  also  wird 

gesetxt  wnrde,    immer   einer  Anfl6snng  ^'°* 

fthig  ist.  Es  ist  jedoch  wohl  an  bemerken,  dass 

Dies  ist,  wie  leicht  zn  sehen,   immer  der  WerUi  von   k,  welcher  diese   Glei- 

der  Fall,    wenn  y.(Jl)    eine    eindeutige  chnngerAllt,  imagin&r  sein  kann.  Somit 

Function  ist.  sind,  um  diese  Betrachtang  yOllig  durch- 

Ea    gibt    ninüich  immer    wenigstens  luffthren,  noch  die  Untersuchungen  Hber 

eiaen  Werth  yon  A,    für  welchen  eine  Quadraturen  in  imaginären  Grenien  n6- 

eindeutige  Function,  also  auch  thig,  die  wir  bis  jetzt  unterlassen  haben. 

^        ,     •'  8)  Einführung  neuer  Variablen. 

der  Null  «eich  wird,   und  es  mnss  so-       ^     .     ^^     ^         .       i.         .vj« 
mit  ftr  ^esen  Werth  yon  Jl,  y(X)  =  C      I>»  ^  besetz,  nach  welchem  sich  die 

sein,    (lian  yergleiche  Über  diesen  Oe-   _..,         .     ,       «^       i     P^r/  \j 
genstai^d    die  letzte  Abhandlung.)     Ist  Variable  x  in  dem  Integral rj     f(x)dx 

aber   qU)   eine   mehrdeutige  Function,  ..^  vi*«.*-^  i. 

so  wiSl  sich  dieselbe  immer  aus  einer  »J^^ert,  gai«  behebig  ist,,  so  kann  man 

Qleichunff*  '       '  ^  Function  einer  andern  Vana- 

^^*       f(l  n)=iO  ^^^  y  denken,   Ist  dann  «=9(y),  so  hat 

herleitea  lassen,    wo  f  eine  eindeutige  ...       .  . 

Fnnction  yon  l  und  u  ist,  und  i«  =  y(A)  lW  =  Wf) 

SU  setzen  ist     Setat  man  hierin  ii=  C»  and: 

=^.-^)  y^,^S,J^  ^.)+^^)  =/;>)^V 

Oder  wenn  maa  ftr  y(y)  wieder  x,  f{x)       BeispieL      Suchen  wir  i.  B.   das 
Ittr  v<y)  schreibt:  Integral: 

IMe  Grenzen  y^  und  y    aber  sind  so  zu  so  setzen  wir  ap=:y— a,  also  ir=<^;  es 

'^  ist  dann: 

bestimmen,  dass 

wild.  ^ 

Dieser  wichtige  Sats  lehrt  die  Inte-  .  .       ,  ^    3f-«+« 

gnde    durch    Einftthmng    einer    neuen  ^_^ 

Variablen   umformen,   nnd  ist   tHüt  die  '^' 

wirkUcbe  Ausf&hrung  der  Quadraturen  y-^4-a 

Ton  grotser  Wid&tigkeit.  wird. 
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also: 

Der  Werth  dieses   bestimmten  Integrals  ist  nämlich  in  Abschnitt  (4)  berechnet 
worden. 

Ein  andrer  wichtiger  Satz   für  die  Berechnnng  der  bestimmten  Integrale  ist 
der  folgende.    Sei  wieder: 

/    /!(*)*«  =  («i-«.)/(*i)+(«t-»i)/(*,)+  •  •  •  +(« -*     ,)/(*). 
wo 

ist,  so  kann  man  dafür  bei  andrer  Anordnung  der  Glieder  auch  schreiben: 

-  [/ic«;-/(vi)]  Vi' 

oder,  da  für  jedes  Element  X|,  x,  .  •  •  auch  das  folgende  gesetzt  werden  kann, 
wenn  f(x)  continoirlich  bleibt: 

Ja  '^     ' 

also 


fix)  dx  =  hf{b)^af{a)  -  /        xdf(x) 

a  ^   Hfl) 


oder,  wenn  man 

/•(*)=y.  /■(«)=*..  W=y, 

schreibt : 

/    ydx^ly^—tttf^—j    ^xdy. 

Beispiele.    Es  sei  zn  bestimmen  das  Integral:    I    lg(ap)</ar,  so  ist: 

pb  p\gb 

I     \gxdxzzb\g(b)  —  alg(a)  —  i        xdy^ 

wo  y=:lgx.    Da  aber 

dx 

ist,  so  hat  man: 

/lg  6         ^6 
xdyzz  I    dxzzb'-a, 
Iga         J   a 
also: 

I    lga;<ii;=:61g  6— alga— 6+it. 
a 

Beide  letzten  S&tze  vereinigt  geben  noch  folgendes  Resultat  Es  ist,  wenn  man 

^SM  -  a.'(x^ 

setzt : 

^(xV(x)rf*=/         /"WrfyWii^WyW -/•(«>/(«)-/  ^,  ^ y(*W*), 
a  •/   y(a)  «^   f{a) 
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wie   man  eiliUt,    wenn  man  in  der  letzten  Formel  tf(x)  für  x  gesetst  denkt. 
Aber  es  ist 

m /.» 


wo  wieder 


ist,  also: 


aix)dnx)^l    qix)r{x)dx, 


w=^ 


'  f(.T).,.'(x)dx-miii)-f(.')f(<')-r  <, 

a  **    a 


Es  sei  nun 


SO  ist  offenbar: 

die  untere  Grftnze.     Jl  ist  bier  yOUig  willkfibrlicb ,  da  darüber  Kicbts  festgesetzt 
war,  also: 

y*  t(x)^x)dx=f{b)f  yK.x)ix-f{a)f'y^x)dx-f\f'rfix)4X'(x)dx. 

üebrigens  ift  troti  der  Willk&rlidikeit  Ton  X  derWerth  des  rechtMtehendenAmdrudu 

Stets  derselbe,  wie  auch  X  bestimmt  werde,   da  I    f{x)\p{x)dx  yOllig  bestimmt 

•^   a 
ist    Dies  ist  anch  direct  zn  erweisen.    Denn  setzt  man  ^  für  A,  so  wird: 

/x  g%X  g%x 

\Jj{x)dx  =  I     \p(x)dx+  I    yf{x)dxj 

und  wenn  wir  diese  Wertbe  in  die  vorletzte  Formel,   nachdem  daselbst  A  fdr  ^ 
geschrieben  ist,  einsetzen: 

f  n')V<')^  =  mr  ^x)dx-f{a)r%{x)dx-^r   ^{x)dx[f(b)-f(a)] 
Ja  J   l  J    X  J   u 


Es  ist  aber: 


J  {y^^*^*'"^y  t/,(x)dxy(x)dx-j*  j^""  tfix)f{x)dx 

J  ^  Ja  J   a;J   X  •^/u 

/X 
\p{x)  d(x)  offenbar  constant  ist,  und  seine  Grenzwerthe  x  selbst  nicht  ent- 


halten,  und  da 


r  f(x)dx  =  f   df{x)  =m-f(fl) 

üt  Setst  nun  die*«  Wertbe  in  dea  letiten  Audnick  von  /    f{x)yi(x)äx  ein,  lo 
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erhält  man  offenbar  denselben  Werth  wie  voriiin,  da  eich  /«  ganz  herauf  hebk| 
wie  dies  zn  beweisen  war. 

Beispiel. 

Sei   #    xhtxdx  zn  berechnen. 


l^ach  dem  vorigen  Beispiele  ist: 

/x 
\gxdx'=ix\gx—x-\-\^ 
1 
da  lgl=0 

ist.    Also  wenn  man  x  für  f{x)^  IgC-^)  f^r  7(^)  setzt,  nnd  A=:l  nimmt: 

/xl^xdx^b^bXgh  —  h+l)^!    («lg«— Jr4-l)rfa?, 
1  *^  1 

da  hier 

ut. 

r* 

Bezeichnet  man  also   #    slgx<fo  mit  CT^  so  ist: 

l^=6>lgÄ-6«+6-lf+/    («-l)dr=6*lg*-6«  +  *-C^+l**-*-*+l 

=  6Mg6-l*»+i-ü^ 
oder 

2r=i«lg6-i*^+l, 


ITr:/*  «lg«ite=4*>lg6-lA*+f 
•    -^   1 


Bei  allen  diesen  Betrachtangen  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  die  ContinnitiU 
des  Ausdruckes  unter  dem  Integralzeichen  auf  dem  ganzen  Wege  der  Integration 
vorausgesetzt  wurde. 

9)   Untersuchungen  des  Falles,  wo  die  Variable  imagin&r  ist 

Wir  setzen  noch  immer  Continuit&t  voraus,  wollen  aber  jetzt  den  Fall  be- 
trachten, wo  X  imagin&r  werden  kann.    Sei  demnach 

»=:a?+yi, 
so  wird  man  immer  haben: 

y*'rt»)A=(»i-».)Ä»i)+(»i-»i)/(»,)+ — +<%-vi^/'^V' 

Es  kann  sich  in  s  aber  x  und  y  gleichzeitig  jedes  nach  einem  beliebigen 
Gesetze  &ndem.  Liesse  man  bloss  x  sich  indem,  bliebe  aber  jf  constant,  idso 
=  «,  so  wftre: 

Es  ist  dies  Integral  offenbar  nach  der  reellen  GrOsse  x  allein  genommen, 
nnd  f{x+a%)  ist  eine  Function  von  «,  also  gelten  die  in  dem  Vorigen  gegebenen 
Regeln  über  die  Integrale  reeller  Variablen  ganz  f&r  diesen  Fall,  namentlich  auch 
der,  dass  x  sich  zwischen  x^  und  x    nach  einem  beliebigen  Gesetz  Andern  kann. 

Aehnliches  wftrde  eintreten,  wenn  sich  y  allein  Änderte.    Es  w&re  dann: 

y*V(»)*=»[(yt-8f#)/(«+yi«)+(ya-sri)A«+srA+  ••  •  +(y,-y^.i)/(«+if^% 
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alfo: 


und  da  y  reell  isti  kann  dies  Integral  aach  wie  das  obige  behandelt  werden. 

Nnn  soUen  sich  endlich  x  nnd  y  gleichzeitig  ilndern,  es  ist  also  znnAchst  eine 
Besiehung  zwischen  x  nnd  y  festzusetzen.    Wir  nehmen  an 

wo  «c,  7(11),  ^n)  in  den  Grenzen  der  Integration  reell  bleiben  müssen. 
£s  ist  dann: 

offenbar  nämlich  hat  das  Integral  die  Bnmmenform: 
K9(«.)-y(«t))+K^(*i»)-^t#.))]  A».)+[W«.)-7(«,))+W«a)-^«i))]  /(•.)+ 

—  +[y(«)-y(»))+i(v<«)-^,.   ))]/(* ). 

P  P    *  P  F— »  P 

nnd  es  ist: 

Dm  ftbrigens 

iaty  kann  man  aneh  schreiben: 


•0  ••0 


Diese  Formel  entspricht  genau  der  ersten  sein  sollen.    Versteht  man  unter  x  und 

im  Torigen  Abschnitte  entwickelten,  nur  y  rechtvrinklige    Coordinaten,    die   auf 

ist  hier  bewiesen,  dass  sie  auch  fttr  ima-  ein  gegebenes  in  der  Ebene  befindliches 

giiwres  «  gilt  Coordinatensystem  bezogen  sind,  so  ent- 

Da  übrigens  jetzt  u  als  unabhängige  spricht  jeder  Werth   von   s   einem   be- 

Vaijable  zu  betrachten,  und  diese  Grösse  stimmten  Funkt  in  der  Ebene,  dessen 

in  den  Grenzen  der  Quadratur  reell  ist,  Coordinaten  x  und  y  sein  sollen.     Gibt 

so  finden  auch  hier  die  Gesetze,  welche  man  also  x  und  y  alle  möglichen  Wer- 

oben    entwickelt    wurden,    Anwendung,  the,  so  stellt  »jeden  FuiÜLt  der  Ebene 

wenn  Continuitftt  stattfindet.     Es  kann  vor. 

also  ti  sich  nach  einem  beliebigen  Ge-  Die  Grössen  «  und  ß  dagegen  ent- 
setze ändern,  vorausgesetzt,  dass  das  sprechen  zwei  bestimmten  Funkten  in 
einmal  gewählte  9(11)  nicht  discontinuir-  der  Ebene,  deren  Coordinatenwerthe  be- 
licfa  wild.  züglich  a,  b  und  e,  f  sind. 

Sollte  also  ein  Integral  durch  Aende-  gi^d  a,  ß  und  z  reel,  so  ist 

rung  des  Integrationsweges  seinen  Werth  h—f—v—O 

ändern,   so  kann   es  nur  daran  liegen,  »— /^-.y— u 

dass  man  in  den  Gleichungen  x^(f(u)  in  setzen.    Der  Werth  von  s  entspricht 

und  y=^u)  gleichzeitig  die  Functionen  einem  Funkte  der  Absdssenaxe,   wo  ja 

^  nnd  ^  ändert  in  der  That  y=:0  ist,  und  das  Integral 

Ehe  wir  dies  jedoch  untersuchen,  ist  p9 

es    zweckmässig    diesen  Betrachtungen  #    f(po)dx  ist  so  zu  verstehen,  dass  vom 

eine  geometrische  Deutung  zu  geben*  ^   a 

Das  Integral  sei:  Funkte  a  nach  e  hin  der  ganze  dazwi- 

g  schenliegende  Theil  der  Abscissenaxe  zu 

rfs)  <U  durchschreiten ,  für  jeden  Funkt  x    der 

a  Werth  (x  —x    .)  f{x)  au  berechnen,  und 

wo  also  %^a,ß  im  Allgemeinen  compleze  ^Ue  diese'  Wwthe  zn  addiren  sind.  ICan 

Chrössen,  l^non  gjg^  in  dem  Falle,  wo  x  immer 

M  =  x+yi,  a:=a+U,  ß=:e+fi,  reeU  ist,  sagen,  dass  sieh  die  Quadratur 


/: 
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ttber  einen  Thtil  der  AbidgMiuuce   er-  entnrichL    Dieu  W«gi>  lind  e.B.  ÄIB, 

■trecke.  AmB,  A*B,  ApB,  AqB  •  •  •  Anf  jedem 

Wenn   aber   o,  ß,   *   ancli   complexo  Wege  wird,  ToraoBgeiebt,  dua  auf  dea- 

GrOuen  sein  können ,    ta   stellen  n  nnd  lelben   die   t'nnction    /"(•)    continnirlich 

fi    beliebige  PoDkte   in  der   Ebene  dar,  bleibt,  dai  Int^ral  rölUg  beBtimmt  Min. 

und  es  ist  von  s  nach  f  anf  einem  be-  Ob   beim  Debergange   Ton  einem  Weg« 

liebigen    continDiTlichen    Wege,     der  mm    andern,    alio    i.  B.   Ton   AlB   bis 

also   immer  eine  Linie   sein  wird,   fort-  A»B  sidi   der  Wertb    des  Integrala   &n> 

cnschreicen^  nnd  dieser  Weg  bdsst  dann  dert,  soll  bald  nntenncbt  werden. 

der  Integraüonaweg*).     Ofienbar  geben  Welche,  andi  die  Werthe  ron  a  nnd 

die  Qleichnhgen  ^  ^gi^^^  ,„  ^^  ^^^  ^^^  IntegraÜons- 

x^^i^),  jf^^h),  «ege  immer  eine  grade   Linie   bilded, 

die  Gleidiuag   dieBer  Linie',   wenn   m«n  "<^=''«    ^"^    ^J"  ^''^^   geht,    deren 

darans   k   eJiminirt.      Wa»   die    Grenten  Cot>rfinatonirerth*  a,  b  uni  e,  f  Bind. 

anbetrifft,    so  wird   diese  Linie  immer  Die  Gleidiong  dieser  Linien  wird  sein: 

durch  die    iwei  Punkte  gehen  müssen,  „_j      x—a 

deren  Coordinatwerthe  a,  b  nnd  e,  f  sind.  ^ — r  = 

Demgem&as  sind,  wenn  die  Litegrations-  ("''       '— n 

grenzen    gegeben    sind,    die  Fiüictionen  nnd 

7(11)  und  ifi(v)  m  wUilen.   OfFenbar  kann  ^a                „e                        j^ 

man   andi  H  =  «BBlien,  nnd  die  Glei-  f  f{t)d»=  1    /(s+yi) (l+tx)'*'- 

cbnng  y=tK')  annehmen.  •'  «            •'   a 

Fig.  21.  «1  iit  nlmlich 


ergibt.  Da  aber  rermOge  der  Gleichong 
der  graden  Linie; 

Es  gibt  also  (wischen  twd  gegebenen  y=*+;zri(*~*^ 


Funkten  ^nndfi  (Fig.  21),  deren  Coor- 
dinaten-Werthe  o,  h  nnd  e,  f  sind,  nnend-   ""^ 
lieh  Tiel  Int^nUionswege,  welcher  jeder 

/? 


/y.=(uS)/VH<.. 


Es  ist  klar,  dass  jede  gegebene  Cnrre,  Als  widitig  aber  erwUmen  wir  noch 
etwa  ^  Halbkreis  n.  b.w.,  an  die  Stelle  den  fall,  wo  diese  Linie  in  sich  selbst 
der  graden  Linie  treten  kann.  inr&ckkehrt,  also  a  =  ß  ist,  wie  dies 
I.   B,   bei   einem   gansen  Kreise,    einer 

:  di.  Hrn.,   .ul  an   di,  Wnh.  SL.^''"«?''!'""??  "*S  Sf.  'Z 
.  '      .   .        ....       ^      brochene  Lime  sem,    wo   sich  dann  dM 

irm  der  Glüchnngen 

*=?C«)t  »  =  ¥<•)  ö^«'  »  =  /^*) 
vrthrend  des  Wqee  anders  innji. 
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^/^x«.    ei         j      T^.          *.      .*-*  Function  f(x)  diBOontinnirlich,   so  bran- 

10)  EinflmssderDiscontinuiUt.  ^^„    -^  der  Nahe  dieses  Punktes  die 

Werde  jetst  für  einen  Pnnkt,  der  sich  aofgestellten  Regeln  des  Integrirens  nicht 

auf  irgend    einem   Wege  swischen   den  mehr  richtig  zu  sein«     Es  kann  nftmlich 

Grenzen  der   Integration   befindet,    die  in  diesem  Falle  die  Reihe 

auch    aufhören,    continuirlich    su    sein,  worin  cf  und«  gar  nicht  Torkommen«  Die 

Dies   findet  statt,    wenn    die    einzelnen  Discontinuitftt  von  f{k)  Übt  also  keinen 

Elemente  (x  ^x      )  f(x)  endlich    oder  Einfiuss  auf  das  Integral  aus,  und  man 

miendlich  gross  werden.  Namentlich  der  ^*?°  ^"f^^^«  «?«"  so  behandeln,  als 
Sala,  das?  das  Gesetz  der  Aendemng  ®*'«'"*^  *^^^®  »^1*^'*«  ^^*''- 
Ton  X  den  Werth  des  Integrals  nicht  Wird  dagegen  der  Werth  der  Summe 
ändere,  hört  in  der  Nachbarschaft  dieses  von  d  und  «  abhängig,  so  ist  keine  In- 
Punktes dann  auf,  richtig  zu  sein,  da  tegration  auf  diesem  Wege  Aber  den 
beim  Beweise  des  Gresetzes  oben  continuir-  Pnnkt  k  hinaus,  d.  h.  auf  einem  lÄnien- 
liches  Fortschreiten  vorausgesetzt  wurde,  stück ,  welches  den  Punkt  X  enthiUt, 
Indess   ist    es  nicht  unbedingt   noth-  möglich. 

wendig,   dass  diese  Reihe  an  dem  be-  Beispiel.    Sei  zu  untersuchen 

zeichneten  Punkte  auch  der  Continuität 

entbehren  mnss,  da  der  Factor  x  — «    ^  /»+P  dx      /•'*"''.  — i..  ^ 

«     *-i  /       -7==/       («   *<fa); 

dodi  unendlich  klein  ist,  und  daher  mOg-  «/    ^ay  x  •*    —a 

HcherWeiw  die  DiscontiinitU  Ton  /i;,;  „  ^^  ^   ^■^^^  p„,jji^,  ^^^  q^,^„ 

wieder  compensiren    kann.     In   diesem  sein,  und  x  immer  reell  bleiben,  d.  h. 

Falle  gelten  die  Regeln  des  Integrirens  es  soll    die  Integration   zum  Wege  die 

noch  immer.  Abscissenaxe  haben.    Offenbar  wird 

Um  sich  nun  zu  überzeugen,   ob  das  ^ 

eine  oder  andre  stattfinde,   also  ein  In-  --^=  00  flir  «=0. 

tegriren    auf  diesem  Wege  möglich  sei  Y^ 

oder  nicht,  hat  man  folgendes  Mittel.  Man  nimmt  daher: 

Es  sei  y^/(»)rf»  zu  untersuchen.  f^^x-^dx^f^    x^^dx. 

Der  Integrationsweg  ist  eine  bestimmte  ^                   "^^ 

Linie,    auf  welcher   sich   zwischen  den  Wir  hatten  Abschnitt  (4): 

Endpunkten  a  und /}  ein  Pnnkt  Jl  befindet,  ^              ^       ^j^i      s+lv 

derart,    dass   f(J)  discontinuirlich   wird.  C  u  du=:        ^^        ""**       ', 

Statt    des   obigen   Integrals   imtersuche.  J  ^           '+1 

man  dann :        ■  .  , 

/j^_^                 ß  also,  wenn  s=:— |  gesetzt  wird: 

wo  (f  und  cTerschwindend  kleine,  zwischen  «^    ^a 

a  und  ß  liegende  Grössen  sind.    Ist  der  '       ^ 

Integrationsweg  die  Abscissen-Axe,  so       P^    ^ — ^dx^ 2ii^ 4^. 

sind  d  und  s  positiv.     Wird  nun   der  J   ju^            —       VP 

Werth  dieser  Summe  von  d  und  s  un- 

abhängig,   so  kaon  man  offenbar  auch  Offenbar  aber  ist,  bei  nnendUch  kleinem 

<f=s=0  seUen,  und  hat  ^  «»^  «> 

r''A.)*=/*V)A+/*V)*,  (-"^* =•*=<>• 

•/   a            •/  «            •/   jL  also: 
und  auf  dies  Integral  hat  folglich  die  Discontinuitftt  von    -t=  keinen  Einfiuss. 


f->r_ 


Ein  Intc^nrftl  tod  der  form 


1- 


3  J  nnd  j  unendlich   kleia  lind ,   /(l) 
t   aber  disconünairlidi  ieC,  heiaat  nadi  Cmi- 
chy  stngaUrei  InWgraL 
Würde  man  des  Integral 


E»  irerden  aber  ~  und  (— if)~^  ftr 
nnendUch  kleines  i  nnd  (Tnnendlich  grau, 
mithin  der  Wertb  des  lotegrali  ron  ^  nnd 
«  abblnpig.  Man  kum  alio  bei  diesem 
Integra]  aar  einen  Theil  der  Abadsaen- 
>xe  ala  Integrationaweg  nehmen,  wenn 
der  Pnnht  z  =  Q  anf  demselben  nicht 
liegt. 


■vo  A  nnd  ß  poiitive  reelle  GrCsseo  alnd, 
nach  Äbichnitt  4)  ohne  Weiteres  be- 
rechnen, Bo  erhielte  man: 

alao  einen  vellig  bestimmten  Werth. 
Deraelhe  gibt  alleidingi  einen  Aiu- 
drack  (Hl  daa  beseichnet«  Integral,  nur 
darf  man  dasselbe  nicht  aber  den  Punkt 
x  =  0  erstrecken.   Da  i^mlicb  die  OrOeae 

-j  nar  ffir   x  =:  0  diacontinnirüch  wird, 


Punkt  — a  anf  der  Absdasenaze  big  in 
die  Bähe  yon  dem  Worthe  Nall  fort- 
'  schreitet,  dann  aber  eine  beliebige  Aus- 
weichung c  td  von  der  Abadasenaxe 
macht,  ao  dass  der  Pnnkt  Null  amgan- 
gen  wild.  Der  Weg  aß  kann  dann  wie- 
der aof  dem  positiven  Theil  der  Abecis- 
senaze  fortgesetit  werden.  Dieser  Aas- 
weg kann  eine  beliebige  Linie,  ■.  B.  ein 
Balbkreia  oder  eine  gebrochene  Linie 
sein.  Dieser  Weg  nnd  llbriftens  auch 
jeder  andere,  der  von  — a  nach  ß  (Uhrt, 
mit   Ananahme   eben   der  Abscisaenoze, 


11)    Aenderong   des    Integra- 
tionswegea. 
Wir  betiacbteu  jetat  das  Integral: 

Damit  dies  im  Allgemeinen  einen  Sinn 
gebe,  ist  unter  y  irgend  eine  Function 
Ton  X,  olao  if{x),  die  man  gani  beliebig 
wUilen  kann,  su  verstehen;  Tür  jeden 
Werth  von  x,  alao  aneh  für 


gibt 


-^-.*^) 


als  Ausdrack  für  ' 


wird  dann  auch  y  und  n^thin  das  ganie 
»i'  Integral.  Dieser  wichtige  Gegen-  Integral  bestimmt  sein.  Wir  wollen  übri- 
stand  wird  sogleich  weiter  ansgeÄhrt  gens  a,  ß,  x  und  y  als  alcta  reell  tot- 
~"'^"  1,  nnd  annehmen,  das*  immer 


foi.    Ea  in  dann: 

+ 

+(•,-*_,) «',  •s',)+(r,-J,_,) 


i=((,  sr  =  7{n)  nnd  a  =  (!,  y  =  ti(ß) 

htbeu.  Sei   £C=y    (die  Ordinale  toh  C,',io 

Bei  jiCfl  dieie  Linie  (Fig.  23),  deren  wird   derjenige    Pnnkt    von  ACB     C 

QlddiDng  bIm  3  =  1/(3!)  iit.      Qehen  wir  welchem    dieselbe   Absciste   ali    C    n- 

mui,  indem  wir  die  Fonn  der  FnncÜon  kommt,    eine   Ordimite   u   +h     haben, 

f(«)  Indern,  meiner  iweiMn,  deienten  „_,     ,             '        » 

nnendUch   nahen  Linie  ACB  über,   die  '"'"^"   ""°  CC  =  4^    Eetst.     Die  OrOMe 

J^»*>di^^rf'»°^Enapnnkte  hat;   iO  i«t  4^   wirf  nnendLch  klein  lein,   und  «ich 
a  Pnnkt  in  Pnnkt  ftndeni;  k.  nnd  k 


Sti  w'  da«  Integral  auf  der  Linie  ACB,  lo  iit  alto: 

+('.-*  .)/I'..!f.+*.I+(y.-y,+*.-»,)A[«.,y,+A.l 
+ 

udda 

n  MiMD  ict,  10  hu  man : 

+'Vi  V>'^ — *,-i 

+  („-y.)%^*"+(,.-„/^^.....- 

+(>,-».)r,(»„»,)+(*.-»,) «-..».)+  •  •  ■  ■ 

da,  wenn  nun  Conlümitlt  Toraaiietat,  die  OUcder  (» -A    |)sf\  8«««n  ^  a 
äani  Qlieder  in  n'-h  TSnchirindeii. 


J 
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Man  hat  also: 
u 


Die  Grösse  A  unterdem  Int«^alzeichen  bedeutet  den  in  der  Summe  jedesmal  zu 
x^nndy   gehOngenWerth  h. 

Der  Ausdruck  ansserhiab' des  Integralzeichens  gibt  bei  andrer  Anordnung: 

-*.[r.(*„y,)-^.(ar„y,)]-A,[/,(r„y,)-A(*.,y,)]-A.[/'.(«„y.)-A(*.,Sf.)] 


also 


J  «,     ^'^        •/  y,     ^y     ' 


Das  üebrige  hebt  sich  weg. 

Es  wnrde  diese  Form  der  Entwicke-  bekannten   Bedingung,    dass    der  Aus- 

lung   gewählt,    um   Betrachtungen    der  drack: 

Variationsrechnung,    welche    hier  aller-  du-ffa:  .Ad-rA-f  (r  «\As 

dings  auf  kürzerem  Wege  zu  demselben  .       „      ^^  ' ^ tf*+Ai(*. y)dy 

Resultat  geführt  hätten     zu  vermeiden  e>'i'^ol^«^ßaige»Differenzial  sei,  erfüllt,  so 

Die    Grösse    h    bedeutet    die   Zunahme  ^^  ^^^  ^^^  ^®^  Integrals: 

von  y   bei   der  Veränderung   des  Inte-  f»ß 

grationsweges ,  und   ist  daher  unendlich  /     [f{x,y)dx+f.(x,y)du] 

klein,  im  üebrigen  willkührlich.  -^   « 

Wir  stellen  jetzt  die  Frage  :  völlig   unabhängig    von   der  Gleichung, 

„Wie   mftssen  die  Functionen  f(xt  y)  welche    x   mit  y    verbindet,    vorausge- 

und  f^(x,  y)  beschaffen  sein,  damit  der  setzt,  dass  die  Integrationsgrenzen  die- 

Werth  des  Integrales  u=:/{fdx  •\-  f  dy)  ^^^"^   bleiben.     Es    braucht  dann   die 

von    dem   Integrationswege    unabhängig  Entfernung  der  Curven  ACB  und  ACB 

ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Grenzen  fest  ^^^^^  unendlich,  kleine  zu  sein,   sondern 

sind?**  kann  beliebig  werden,  da  manvon^lßC 

Offenbar  ist  die  Bedingung  dafftr-         ^"^T^  ^"^  •f^''®'"  '^''^''f''^  ?.^«^  ^«» 

«tuuguug  unxur.         im^  gQ  weiter  auf  continuirlichem  Wege 

w'— w=0,  bis  ACB   fortschreiten  kann,   auf  dem 

^^®'  ganzen  Wege  sich   aber  der  Werth  des 

^f(.^f  y)  _  ^(f^)  Integrals    nicht    Ändert,     vorausgesetzt, 

^y      "       dx     1  dasß  Aa:,y)  und /'j(a?,y)  überall  zwischen 

da   wegen   des   willkürUchen    h  nur   in  If^f,  "''^.^^'?  ,^"^  ^^^  ^««««^  ^»^«^ 
dem  Falle  das  ganze  Integral  verschwii-   »«^^»ij.  continuirlich  bleiben 

den  kann,  wenSjedesElementdesselben  ^ri^^LY^^*'''''    Schluss    aber 

verschwindet.  T/^t  ^*^''^iv7„®^^ 'i*^^  ^^J^^j?®" 

-  ,      ^.      «  iiCÄ  und  -ACä  ein  Punkt  befin- 

Ist  also  diese  Bedingung,  welche  übri-   det,     in    welchem    f(x,  y)   oder 
gens  vollständig  identisch    ist   mit  der  f^{x,  y)  discontinuirlich  wird." 


£■  k«im  dann,  selbst  wenn  die  obige  SeUen  wir  »hei  y  =  ar>  +  a,  »o   wird 

BedingnngBgleiehnog     Mr     den     ganzen  daa  Integral; 

übrigen  Banin  herracht,  bei  Ueberacbrei- 

ten  dieaei  Fnnklea   aicb    der  Werth  des  pß 

Integrals  ändern.  /    (ipx*+2gx)ix  = 

El   ist   nämlich   bei   allen   diesen  Be-  " 

tracbtangen  ConiionilAt  ToransgeseUt. 

Beispiel.    B^sei  pß*-pa,+,ß*-p,.. 

/Tar,  «,)^2w, /.(ar,»)  =  i'    ■  ??°"'    *^'^    ^'«   Endwerthe    von   ,, 

n,y<l     6Ty,i,[x,y)     a-  ,  welche  >:  =  «  nnd  i=jj   entsprechen,   fn 

■o  Ist  offenbar  beiden  Integralen  übetein stimmen,  ist  in 

also  uDsere  Bedingung  ernUll.  nnd 

In  dem  Integral:  tui=pa*-^q, 

/p  iwei  Oleichnngen,  ans  denen  sich  p  nnd 

{2xyJx+x*ds)  q  ergeben,  nbnlich: 


y  =  ax,  nnd  erhalten;  '""Zs   """^   '~~ä^' 

ta2>i££  =  ir^*— oa*.  Diese  Wertbe,  in  den  Anadrack  fBr  du 

letzte  Integral  eingeaetit,  geben  aber: 


/: 


{4pa:«+2j»)<fc  =  ^!i^^^{„»+jJ.+„^)  =  «j,._ 


also  offenbar  denselben  Werth ,  welcher  wo  f  nnd  f^  Functionen  rou  z  nod  u 
unter   der   Annahme,    daes  y  =  ax   sei,   sind,  welche  die  Bedingnngsgleichnng 
gebmden  wnrde.  ^,        .. 

12)    Anwendung  des  eben   ge-  ^  ~ 'd^ 

fnnd«nen  Satzes.  erfUlon.      Befindet   sich  dann  innerhalb 

Fig.  21.  desTJmfanges  ABCD  tmd  anf  demselben 

kein  Paukt,  wo  f  oder  /,  discontiDair- 
iich  wird,  so  geben  nach  lorigem  Ab- 
schnitte beide  Integra tiooswege  dasselbe 
Besnitat. 

Es    ist    nna   aber    anf    irgend   einem 
Wege: 

«=y  (fdx+f,Jy)=^j"'(fdx+r,dy), 

wie   bereits    in   Abschnitt  (5)   dargethan 

wurde.     Da«   anf   irgend   einem  Werthe 

ADC  berechnete  Integral  gibt   also   den 

entgegengesetzten   Werth   des    anf   dem 

BiäABCD  eine  beliebige  geicbloseene  nmgeüeiirten  Wege   CDA  genommenen. 

Cnrre,    bei    welcber    wir  jedoch    nicht       Erstreckt  man  also  das  Integral  über 

etwa  Continnitftt  der Kriunmang  Torans-   den   Weg   ABC    nnd    dann   aber    CDA 

MUen,    so   dass   dieselbe  aus  behebigea   („„    ^ie   Ordnung    der   Buchsuben   die 

Cnrrenstüoken,  oder  auch  graden  Linien   ßicbtong  anzeigt),  d.  h.   über  den  gan- 

auaammEngesetzt.  sein  kann,   also  z.  B.    ^en  Umfang  ABCD,  ao  wird  der  Werth 

irgend  ein  Polygon  bilden  kann.  des  Integrals "MnlL 

Theilen  wir  dieae  Cnrre  in  zwei  Theile 
ASCwaiADC,  und  erstrecken  über  die-        I.     „Wenn    die    Bedingungsgleichung 
selben  da»  Integral;  hf      df.  »     j_  t 

A .    ,  ,  ,  ,  T-  =  -k^  erfallt  Ist,  so  ist  der  Aiudmck 

ii=J{fdx  +  fid!f),  dg       dl 


y?/ar+A*)l>bw  eine  beliebige  gewAloi-  H.  „Wenn  In  lrB«nd  eu 
■ene  Cnrre  entreckt  immer  gleich  Sull,  begremwii  Rinme,  und  uJ  denen  B«- 
Ula  lieh  anf  dieier  Cuire  und  in  dem  grenrang,  f  nnd  f,  nicht  dinondnairUcli 
Ton  ihr  begreniMn  Ebeneiutüclco  keine  »"d.  «>  «»  ^m  über  die  InMer»  B«- 
Ditcontiaiiitlt  findet."  greninng  eritrecktelntegrtiy^ic+^i^t 

E.  kuin  inde.fl  ein  FlAchenitück  anch   S^"''^   ^^  Snnune  der   Mf  die   inneren 
mehrfach    begrenit   «ein,   wie  z.  B.   dai   Begreniungen  entreokten,  wennman  »Ue 
«wi.chendengeichIoMenenCur»enAßCi),   ""  Bleicher  Richtnng  dnrchmiut." 
EFGH,  fTLJf ff  liegende.  Sind  anf  diesem       Noch  wollen  wir  aber  bemerken,  daie 
wir  TOransgeieUt  haben,   dssi  /"nnd  f^ 
Big.  25.  ala  eindeutige  Fnnctionen  betrachtet  wer* 

I  den  können,  oder  wenigstem,  wenn  lie 

I  mehrdeutig  sind,  als  lolche,  die  in  den  be- 

I  trachteten  Mamen  nicht  von  einem  Werth 

in  den  andern  Dbergefaen  können.  Wllre 
letiterei  der  Fall ,  go  konnten  die  ftber 
HA  nnd  ÄH  ergtreckten  Integrale  mög- 
licher Wei*e  Terschiedene  Wenhe  von 
f  nnf  f,  Binfassen ,  nnd  gfch  folglich 
nicht  wegbeben,  wodurch  die  obigen 
ScblOsae  falsch  werden.  Es  wird  dieser 
Fall  gogleich  niher  in  erwlgcn  lein. 

13)  Dai  in  den  beiden  letilen  Abicbnit- 
tenQeiagle  findet  sogleich  Anwendung  anf 


a  der  Form 


a  die  Linie  AH,  FN,  LC  lieht,   , 


/;«* 


i  =  x  +  yi  eine  eomplese  OrOue  ii 


dM  Integral  /(fdx+fidf)  nnd    der   Integretiontweg   iwitchen   den 

über   den  Umfang  ABCLKNFEBA  Grenaen  «  nud  ß  beliebig  genommen  ist 
.  Die   Punkte,    wo   /1[i)   diioontinirirlich 

ist,  nennen  wir  DiscontinuitAtspnnkte. 
Ober  den  Umfang  AHGFNMLCDA  wir   woUen  aber   innlchit   noch  da«- 

erstoecken.    Beide  Integra tionswege  wer-  jenige,  was  die  mOgliche  Mehrdeutigkeit 

den   einielu   Null    geben,    selbst   dann,  Ton  f{i,)    anbetrifft,    in  Betracht   dehen. 
wenn  in  den  Fl&chenatDcken  UEFG  nnd  ■ 

NKLM  »ich   Punkte  finden,   wo  /"oder  Eine  Fnnctlon  wie  V*     hat     allerdings 

f^  seine  Continnitit  verliert,  denn  dieee  "  Werthe.      Beim  Inlegriren   ist  jedoch 

Kftume  werden  bei  jedem  einielaen  der  '"^    Allgemeinen     nnr    ein     beitimmter 

beiden  Integration swege  nicht  übenchrit-  Werth  Ina  Auge  in  fMivn,    Ist  auf  der 
teu.   Vereinigt  man  aber  beide  Beaultate,  ',— 

■o  heben  »ich   die    in  entgegengeeetiter  nntorea   Orense   «   avcb   fas^    gege- 

Kchtnog  dnrchschrittenen  Sacken:  ^''^i   ■<>   >*>   dsi  Wunetwerth  rSllig  be- 

HA  nnd  AH,   NF  nnd  FN,  CL  nnd  LC  »'""'^ 

fort.    E,  bleibt  da.  über  die  Wege  =  Da_ntaIlehi«AlJge»Ä» die. Werthe 

ABC,  LKN,  FEH,   HOF,  NHL,    CDA,  ron  V^  fBr   jeden   Fnakt    »»§   Banmei 


ÄBCDA,  LKNmL,  FEÄCF  genommene  ben  (wi«  a.  R  die  Mde>  Werthe  +« 

Integral  Obrig,  welches  also  gleich  Nnll  Ist  nnd —htou  ^z,  deren  Unterschied  =:3h 
Dnrchmiiit  man  aber  die  beiden  leli-  ist),  so  kann  man  anf  dem  gansen  In* 
ten  Umfinge  LMNKL ,  FHGEF  in  ent-  tegrationewege  nicht  Ton  einem  Werlh» 
gegengeeetater  Bidining,  so  wird  die  innt  andern  Dbergehen,  weil  sonat  Di>- 
Summe  der  ihnen  entsprechenden  Inte-  eontinnltät  eintreten  würde,  bei  weldier 
grale  gleich  dem  aber  ABCD  genomme-  die  Gesetie  des  Integrireni  Im  Allge- 
nen  sein.  *  meinen   keine    GUtigkeit   mehr   haben. 

Es  ist  klar,  dass  die  ganze  Schlnss-  Es  ist  also,  wenn  der  Werth  von  /(*) 
weise  völlig  richtig  bleibt,  wenn  statt  der  mehrdentigen  Function  anf  einer 
der  iwei  inneren  Begräuinngen  deren  Grenze  gegeben  ist,  die  Firaction  fBr 
mehrere  staltfiindcn.    Also:  das  Integriren  keine  mehrdentige  mehr. 


nur   «wei  PtUe.  «=r«M»,  g-rünq, 

a     i^nnkwn    lUtt,  - 

i  scontimiirlich  ist.  -  t=x+yi=.rt"  , 

^r^tioQ  überhaupt  „ 

vwierigkeiten.  ,-     i  k* 

'rfa:t  *H^1'  wiri  ^^  8*''™  ™°  '**"'  Pnntte  A  MM,    wo 

uob^chadet     d«  L^"   '"■    "^    °'''""*°   ^"^    I««"'"" 

«Jer  FoDCtioD    id  "*™  '<">    K';  deraolbe  wird  alio  kiq; 

und   dies  ist  hIsO  ^_   j 

Punkt  anf  dem-  ^m  den  Ereis  ABCDA  m  darcblanfen, 

t   dann  eioe  Mehr-  musa  man  ^.  von  0  big  in  foTMchrsiten 

tlica   bei  IniegTft-  lauen     Thut  man  dies,  so  kommt  maa 

LiiUte.  gehen,  wohl  für  y  =  2n  auf  Fnnkt^  inrUck  und  hat 

ineu   die   letz  leren  >!><■ 
:>ppelte,    dreirache  ^i  =r^  t"*  =  ~r^ 

it  fUr  x  =  0  einen  also  in  der  Tbat  den  enlgegengesalal^n 
hier  alle  Wnrzeln  Werth  desjenigen,  mit  dem  man  begon- 
L    werden.    Andere   nen  hM. 

lioBc  Wurzel  nicht.  Der  Gnind  i«  leicht  elniuiehsn.  Wenn 
^  man  vooLiniejUC  durch  conünnirlicheo 

Uebergangtu  ADC  gelangen  will,  mnss 
man  das  ganie  Innere  des  Fl&eheuelüclu, 
also  auch  den  mehrfachen  Funkt  über- 
schreiten, wobei  sich  der  Werth  loB 
/1[t)  Andern  kann. 

„SelbstveriUndlieh  ist  letaierei  eine 
Möglichkeit',  aber  keine  Kothwendig- 
koit." 

Wii  nxadien  Ueraoi  aber  einen  wich- 
tigen Sdilnsi  auf  das  im  Torigea  Ab- 
schnitt Geugte.  Befindet  lich  i.  B. 
innerhalb  NKLM  (siehe  die  Figur  2Ö.  in 
Abachnilt  13)  ein  mehrfacher  Fnnkt,  lO 
,    „     .  wurde  einmal  die  Strecke  CL,  dann  nai^ 

TS™  ?ir-  ■  "W!  i  '1*'»  ^'f'**  durchschritten  war,  ancfa 
"^  i:  A  ^^\  '  iC  lurOckgelegt,  nnd  angenommen,  daa* 
Jr  Punkt  0,»o]"nn  ^j^  ^j^  ^^^^  ^p  ^^^  p^  weghoben. 
enn  man  den  um-  g^  ^^  ^j^^  aber  jettl  nicht  richtig,  weil 
eitet,  mui  nut  einem  .  ^^  ^^^^  Durchschreiten  Ton  LKNM 
f^x)  nach  A  «nruck-  ^^  pnnction  mit  einem  andern  WerthB 
von  dem  man  ane-  ^^^^  ^  iniUckkehren  kann,  als  der  mit 
,  welchem  hegoiman  wurde;  dann  Ist  du 
das  klar  macnen.  Qber  Ci  erstreckte  Integralen  nicht  mehr 
,_  das  entgegengeietata  Ton  dem  ttber  CL 

yt.  enDeckte.     Soll  also  der  In  13)  bewie- 

de  einen  Krei«,  des-  sene  Baia  allgemeine  QOltigkeit  haben, 
r  Anfangspunkt  der  so  ist  hinnunfBgen,  das  sich  innerhalb 
ier  doppelte  Punkt  de»  gaoMD  Baumei  ABCD,  also  des 
<  ist  Sei  r  der  Ba-  ron  der  inaiem  Begreninng  eingeachloa- 
so  wenn  u   der  Cen-   senen,    kein  mehrfacher  Funkt  befinden 

'  darf. 

QDg  auf  complexe  Grossen. 


,,  {,)  i*  =f^if  {x+r^'^+i-/  (*+j™)''y]- 


Damit  alto  du  in  II  und  IS  Oeatgt«  Be^nmng  genomnieii  gleich  der  Summ* 
AnwoDdoDg  finde,  miua  nutnt  der  Wertbe  dieaei  Inugnlt  rsr  die   in* 

/■=«(*+ll»J  und /,=»«(i+«l  "*"'   BagreninngeD.      Wenn   man  aUa 

/    n'-MF»;  »n"  li     ^n'l-r/  ^^g^  ;„  gleicher  Bichtang   (inrch.diiei- 

MUen.    K»  wird  dann  tet^  ^^^  ,i(.ii  ^j^  jen,  mehrfach  bagrem. 

df      dy.(T+yi)  V,  _  it'v(j:+yi)     t«n    Flichenstttdt    kein  DiicontinniUM- 

g^  ~        ^u ""    "dl   ~  äi~~~'    P<^kt,     innerhalb    der   ganien   buiem 

'  Begreninng  aher  auch  kein   mehifachar 

Gamilslte  alio,   wenn  die  Bediognngi-   pa„^^  befindet. 

Ee  i»t  wichüg,  die«  letetore  Be- 
diagnog  noch  etwa«  xa  modifidren. 
Mehrfache  Fanlcte,  die  sich  inner- 
halb derjenigen  geachloaaenen  Cnrren 
befinden,  welche  die  inaeren  Begremma- 
gen  bilden,  können  den  SaM  dämm  tin- 
gfllEig  machen,  weil  dann  noch  ZnrSd- 
legnng  der  enCgprecbenden  Cnrve  die 
„.        «,  .  V  ,        i       TU-  -.  Function   in   einem  andern  Werthe  ge- 

D-MS  Glaichnng  wire  ohn«  Wciterea   ^  ^^       ^,   ,-^  anflnglicb  baue, 

nehbg,  wenn  .  «Ine  reelle  ConaWnte  j^^%^  j^^'b^j  keiner  der  innem  Be- 
wl«.  Für  >  =  >'— 1  bedarf  Bis  einer  groninngen  der  Fall,  ao  bleibt  der  Sati 
n&hern  Erwägnng.  richtig.   Es  llsat  aich  also  denelbe  anch 

Coochf  hat  dargetban,  dasa  diese  Be-  >o  ausaprecben ; 
dingangagleicbnng  eriulll  sein  mnsa,  da-  m,  e.  Das  Integral  auf  die  äniiere 
mit  eine  Function  v  (t)  sich  in  irgend  Begreninng  oratreckt  iat  gleich  der  Summe 
einem  Gebiete  Ton  Werthen  ron  t  nach  ^^  j^  ^^  ionem  Segren^tingen  xn  er- 
ganieu  Polenien  entwickeln  lasse.  Er  streckenden,  wenn  A)  in  dem  mehrhch 
nennt  die  FnnctioaeD,  die  aie  erftUIen,  begrenzten  Fl&cbenetQck  sieh  keine  mehr- 
ponogene  Functionen."  (Siehe  hierüber  fachen  oder  Discontinnitatspankte  befin- 
die  letne  Abhondlong).  den,   B)  beim  Cmkreisen  einer   der  in- 

Da   aber    alte    Fnnotionon    complexer   nem  Begreninngen  der  Werth  derFanc- 
Variablen ,    die  ans  den  Elementen  nod   tion  nicht  g<4nd6rt  wird. 
it^  Integralrochnnng  ^  e^ben,    den       B.i.piai.     pie  Function  -  hat  k.i- 
Cbaracter  monogener  ITnnctionen  haben,  i 

ao   kann   man   diese  Oleicbnng  ola   das   nen  mehrfachen  Fonkt,  wohl  aber  einen 
Crilerinm  der  Fonctionen  Sberhaopt  an-   DiscoDtianilUspDOkt,  *=0,  also  den  An- 
nehmen ,    nnd   sie  als   immer  gdttlg  be-   fangeponkt  der  Coordinalen. 
tnehten.   Ea  findet  dann  das  in  11  nnd 

13  Gesagte   in  Verbindnng  mit   dem  in  ^ie    27. 

13  Gegebenen  ohne  Weiteres  Anwendung, 
nnd  fahrt  in  folgenden  wichtigen  8&tien 
Ober  Qnadratiiren  auf  Terschiedcnen  In- 
tegrationswegen ,  aber  zwischen  densel- 
ben Grenaen. 


I.   Bncht  man 


das  Integral   f   f(i)dt 


»nf  iwei  verschiedenen  Wegen,  wo  /"(i) 
eindeutig  und  mntinuirllch  ist,  so  kön- 
nen die  Besnltate  nur  dann  rerechieden 
■ein,  wenn  sich  innerhalb  de*  von  bei- 
den begrenitea  Fl&chenstückes  Disconti- 
nniUUa-  oder  mehrfache  Punkte  befinden. 


n.  Daa  fiber  einen  geschlotseneB  Um-  _. 

fang  erstreckte  Integral //(i) da  istNnll,       Erstrecken    wir   das  Integral    /  -i 
wenn  aich  innerhalb   desselben  nnd  anf   .  — -  •'   ?-  . 


contianitUapnnkt  findet. 


punkt  der  Coordinaten  hat,  anf  der  posi- 


nL  Ist  ein  mehrfach  begrenater Baum   tJTen  Seite  der  f  liegt,  nnd  dessen  Ba- 
gageben,  so   'Mj([f)dt  fttr  die  ftusere   dina  gleich  r  aei. 


J    *        J  0    re»'  -^    0 
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Et  ist  dann  zu  setsen:  15)   unbestimmte   Integrale. 

• 

jr=rcos9»,  y=rBiny,    »=a?+yi=:rc^*,        !>*   jedes   unbestimmte  Integral    sich 

nach   Bestimmung    der   Constanten    als 

dtzzdx-^id^zzrie^^tUf'j  ein  bestimmtes  betrachten  l&sst,  so   er- 

r  ist  nÄmlich  constant.   Die  Begrenanng   »^««^*  «?^    die   Anwendbarkeit  des   in 

erstreckt  sich  von  ^?J^    vorigen   Abschmtten  Gesagten   auf 

_  alle  Quadraturen. 

y  -.0  bis  ^=n;  Zu  genauen  Untersuchungen  ist  das- 

man  bat  also:  selbe  unentbehrlich;  es  war  deshalb  nö- 

thig  mit  den   Qmndzflgen  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  an  beginnen. 

Wir  verlassen  dieselbe  jetzt  auf  einige 
Zeit,   um  uns  zu  den  unbestimmten  In- 
Erstrieckt  man  dasselbe  Integral  eben-  tegralen  zu  wenden, 
falls  von  A  nach  C,  aber    auf  dem  auf  y*  p* 

der    negativen    Seite    der   y    liegenden       I>»    I  f{x)dx=zC'hJ     f{x)dx  ist,  so 
Halbkreise,  so  ist  von  7=0  bis  y  =  ^/r  ^   a 

XU  gehen,  und  man  hat:  'kATLH  man  aus  einem  bestimmten  Inte- 

gride  leicht  das  unbestimmte  finden,  wenn 

/\  n^"^  man  eine  willkürliche  Constante  hinzu- 

~di:zi  I        dffzz-^in^  sfthlt.     Enthalt    das  bestimmte  Integral 

%  ^   0  ein  Glied,  das  nur  von  der  untern  Grenze 

,       ,  .  X      «nr  _.v    j       <<  abh&ngt,   so   kann  man   dies   in  der 

also  den    entgegengesetzten  Werth  des   Constante  mit  inbegriffen   denken,  und 
Vongen.  ^^^  weglassen.     Wir  fanden   z.  B.   in 

Auf  allen  Wegen,   die  von  A  nach  C  Abschnitt  IV.: 
auf   der   positiven   Seite    der  y   fuhren,  ^^1       «^1 

z.  B.  ilÄ'C,   erhüt  man  das  erste  Be-  P'    *  .  _a?       — « 

saltat   tHp     dagegen  auf   allen   Wegen  J      ^       "      s+l 

Al/Cf   die   auf  der  negativen  Seite  der  ^       ^ 

tf  liegen,  das  letztere  —in,  da  zwischen  Es  ist  also: 
ABC  und  AB'C,  ADC  und  AITC  sich  p  ,  jp«+* 

kein  Disoontinnit&ts-Punkt  befindet.  /  «  dx^C-^—jr:- 

Erstreckt  man  also  das  Integral  über 

den  ganzen  geschlossenen  Baum  iifi'C/X,  Selbstversüindlich    kann   man  die   Con- 

80  erhftlt  man:  staute  C  immer  weglassen,  da  dieselbe 

sich  immer  wieder  ergänzen  lasst.  Nach 

/n  p'^n  dem  eben  Gesagten  gestalten    sich    die 

dtp  —  il        dfp  =  2ni,  in  Abschnitt  8  bewiesenen  Formeln  jetat 

0  *^  0  folgendermassen: 

dx 
Durchmisst  man  also  den  Baum  2, 3  •  •  •  s  ff{*)^^ff{^)'T^* 

mal,  so  wird  der  Werth  des  Integrals  ^ 

Q  .     .  Q    •  I^M  durch  sie  gegebene  Integrationi- 

Jjii,  4»r*  •  •  •  ^71»,  verfahren  heisst:  „Einführung  einer  neuen 

/r  j.  Variable.«^ 
^T   "*■  fydxzzxy-fxdy, 

endHch  viel  Werthe  hat,  nftmllch  2$ni,  ^^  ^^-T-  ^'''a  "T«'L^^*^^'" 

wo  f  jede  ganze  Zahl  sein  kann,  positiv  ^^  ^^^^  '^  ^^\?''T^^  ""    ^"^^^ 

oder  negativ,  je  nachdem  man  derUm-  8^'^«"»  '^"^  weggelassen  ist. 
fang  ABCD  in    einer  oder   der  andern  ff{<!^)^^)dx=f(x)fy,{x)dx 

Bichtung  durchschreitet.  —f[fy^x)dx\  f{x)dx, 

Anm.    Das  bezeichnete  Integral  Dieses  Integrationsverfahren  wird  auch 

^  „theilweises  Integriren**  genannt. 

—  Bei    der  wirklichen  Berechnung  von 

1  *  Integralen   werden   wir   uns    der  unbe- 

gibt,  wie   wir  bald  sehen  werden,  den   stimmten  Integrale  bedienen.     Hat  man 
Logarithmus  von  a  und  ist  dieser  in  der  «*"»  unbestimmtes  Integral 
That  vieldentig.  ff(x)dxzzC-^q{x), 

8 


so 


1   * 
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Bo    läset    sich    augenblicklich  das    be-   der  Integrale  durch  die  Aendemng   der 

stimmte :  Integrationswege  BerQcksichtigung  findea 

/ß  mnss,  ist  selbstverständlich. 

R^)"^  Wir  hatten  bereits  folgende  Integrale: 

finden.    Es  ist  nämlich:  Jäxzzx, 

,  1   1.  t  •       1  Das  letztere  Integral  gilt  für  jeden  Wcrth 

wo  Xganz  beliebig,  also:  ^^n  s,   mit  Ausnahme  von  s=-l,  wo 

es  gleich  ^  wird,   also   seine  Bedeutung 
rliert 

Es  lässt  sich  das  Integral 
y*x  '  dx  zz  I  —dx 


/a  es  gleic 

f(x)  dx=C+tf  (ff),  verliert 

l  V.    11 


also  durch  Subtraction: 


f\.)ä.-f\.)4,.fy,)ä.  .^^ 


ganz   wie    das   allgemeinere  auf 
directem  Wege  finden. 


=  y(ar)-y(«), 

d.  h.  pp  dx 

/ß  Setzen  wir  in  I      —  wieder: 


X  =:rx     4 
$  *--if 


DasB  hierbei  die  Aendemng  der  Werthe     so  kommt : 

9  •— 1 

/ß  dx_  rs^-x,       r*x, -rx,       r*x,-r*x,       _  ^  ^      ra,-r       x, 

_r-l      (r-1)      r-1  (r-1) 

_-—  +  _—+__+    ...   =|.-^. 

Nun  ist  ^  unendlich  klein  annehmen«   Dann  wäre 

x,  =  /x.,   oder  /?=/«,  /»/^  rfa?    ß^-a^_ß^-l    af^—1 

*'*^                 Ig^-lg«^  J  a^'      f"      '     f"            f* 

Igr         ^'  und  der  letztere  Ausdruck  gibt  bekannt- 

Da  aber  r  der  Einheit  unendUch  nahe   ^^^  ^  Grenzwerth 

ist,  kann  man  lg/9  — Iga 

r=.l4-»'    lffr=y  ^®  oben, 
setzen,  wo  y  verschUndend  klein  ist;  es  ,.  Selbstversländlich  kann  manauchfolg- 

wird  dann:  ^"^^  *»"  ^^^  ^®™«^ 

A  .  d\zx       1 

/P  dx  .       ig/f-lg«                           "3^"  =  ;: 

— =!>!',  und  pzz-ss. — 2_,                                 dx        x 

«  *  .      ^^                  ableiten: 
also 

'P  dx 


/r  dx 
--=lg/f-lg« 


Pdx 


Da  man  für 
und  nP  dx       ,    r^  dx  ^    r?  dx 

sein.  schreiben  kann,  aber 

Man  könnte  statt  dessen  auch  in  ^a  ^ 


J  n  M  war  (siehe  Abicbnitt  18),  to  folgt  hier» 
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«IS  sogleich  die  Mehrdeutigkeit  der  Lo-  ches  wird  die  Form  haben: 
garithmen.     Ist  Log  (x)   der  allgemeine,  y»  ^/^\ 

]g(x)  ein  einzelner  Werth  eines  solchen,  /  -^-Mlx, 

so  hat  man:  ^   VW 

I-g  W  =  lg(*)+2»/ii.  ^*^  /(*)  ^^  ^'(*)  «*^®  Functionen  von 

SS  sino* 

16)   Integration  der  rationalen  ,    ,      .      ,      ,     ^W  ^      ,    - 

Functionen.  '^^^  *"*^^  ^®^  Ausdruck  — M  beschaf- 

Suchen  wir  jetst  die  Integrale  der  ra-    fen  sei,  so  Iftsst  er  sich  durch  Division 
tionalen  Functionen  überhaupt.   Ein  sol-   in  einen  andern  von  der  Gestalt: 

n  n — 1  n — *  •       V\^) 

verwandeln,   wo  die  höchste  in  f^(x)  enthaltene  Potenz   von  x  niedriger  ist,  als 
die  höchste  in  ff(x)  enthaltene.    Bezeichnen  wir  den  entwickelten  Theil  mit  v^(a?), 

fm"  =/*<"*  -/'^^ 

und 

An      »+1  .    Af^i   «  ,    An^2  •-*  .  ,  ^i     . 


/• 


wo  die  willkürliche  Constante  fortgelassen  ist. 

Was    den  Ausdruck  -^-r-(  anbetrifft,  so   Iftsst  sich  der  Nenner  in  Factoren 

(f.(x) 

zerlegen,  so  dass  man  hat: 

y(*)  =  (ar-«.)'*  (*-«./•  (*-«.)'*    '  •*•  •   (*-«^)^, 

wo  s^,  f„  's  •  *  *  ip  ganze  positive  Zahlen,  a^,  «r,,  ir,  •  •  •  cr^  Constanten  sind, 
die  jedoch  auch  imaginär  werden  können. 

Sind  jedoch  diö  Coefficienten  von  (f(x)  alle  reell,  so  kann  dies  Product  nur 
reelle  a,  und  solche  imaginäre  haben,  die  sich  zu  zweien  derart  entsprechen,  dass 
wenn  der  eine- die  Form  a  +6  i  hat,   der  andre   die  Form  a  ^b  %  haben  mnss, 

n       n  n       n 

und  die  entsprechenden  Exponenten  s  bei  beiden  gleich  sind.    (Siehe  den  Artikel: 
quadratische  Factoren.)    Man  wird  dann  auch  haben: 

(;p-a      6  i)'» (* -« +&  i)'*=  [(*-«/  +OV 

Ein  quadratischer  Ausdruck,  der  nichts  Imagin&res  mehr  enthftlt. 
Es  ist  nun: 


+  ^- T+  H r+    •••    + 


«•  .«. — l  .«•  —  2  a?— «, 


(or— a,)  '       («-«i)  *  (*-«i)  ' 

+     •     • 


Hs  Hs  -l  ^«  -2  „ 

+. £_+ 1 + 1 +  ...  +JifL. 

(x-ir)V       (a:-«)'p-*        (a:-«)'p-'^  ^~«, 

Die  Ansdrftcke 

B^y  B^  •  •  •  Ä«^,  C^  •  •  •  C*,,  H^  •  •  •  Hs 

sind  Constanten,  die  sich  leicht  bestimmen  lassen 

3* 
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Daß  Integral  unsers  Ansdnicks  bcBteht  also  ans  einer  Snmme  von  Gliedern, 
welche  alle  die  Form  haben: 


J    (x  —  a)         J    (ä  — ff) 


Führt  man  die  neue  Variable 

also  ^_^  ,_, 

/i«       _   pdy  __  y (g  — ff) 
(j?-ff)     -^  y 

Nur  wenn  f  =  1  i»t,  erhftlt  man: 

y*l^  =  lgy  =  lg  («-«). 

Es  wird  also  sein: 

vW         »  =  2^""*  »=2^    ' 

+  ...  +T''(^(*-«p*~'+Bolg(«-«,)+C«lg(*-"0 

Nehmen  wir  jetzt  an,  y(x)  enthielte  Unter  reeUe  Coeffidenteo,  so  muss  jedem 
Qliede,  wo  a  und  daher  auch  B  imaginfix  ist: 

(^)(,_«_M)*- 

1—» 

ein  andres  von  der  Form 

1—« 
entsprechen,  nnd  jedem  Qliede: 

ein  andres:  _      ^  .v  ,   /  *  ki\ 

Wir  wollen  zunächst  daa  erste  Qüederpaar  vereinigen. 

Wir  setzen:  , 

azrcosa,    6=rsm«, 

Es  wird  dann: 


1-f 


(;pi-.2r«cos«+r»)* 


^       ^'  ^  (««-2rarcos«+r»r 
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abo,  wenn  man  unter 

*i>  *ai  *•  •  •  •  die  Binomialcoefficienten  n,   •  ;  "T  -J,    **     "I  i  o""      •  •  • 

1*2  l«2*o 

versteht: 

(P+W  (*—-«)-*= 5 I»"««-»,*"-lr.(^-«)* 

(««— 2rsB  CO»  «+r»)" 

und 

(«*  — 2r«  CO««  4-  r»)" 

+»,*"-2r««-(^-2«)» (-l)V«-<*-^)*], 

»Uo  andi: 

(P+Qi)(x-a-Kr'+(P-Qi)(x-a+K)-*= ^ _[,"(.«+,-«) 

od«r  d* 

Ut: 

j.  (l'+gi)(«-a-tQ^~*+(P-QO(x-a+«)^~*_ Ä 

^~*  (1-0  («»— 2r«  CO«  «+r«)*  ~* 

[«*~^co«i— i«,r«*~^co«(i-«)+i»,r»«*~®co«(i-2«)-«»,r»«*~*co«(i— 8«)+ '" 

+(-l)*-*r*-lco.(i-<»-l)«)]. 

E«  Im««ii  «ich  «onach  diese  Gliederpawre  immer  reell  daratellen. 

Wm  jetzt  die  Glieder 

(P+OOigC«-«-»^.  (P-Wlg(«-«+«) 
ubetrifit,  so  gibt  deren  Samme  offenbar  den  Werth: 

Plgl(x-a-K)  («-H.+W)]+^lgß^J=^=PI« [(«-«)«+6»] 

1--« 
.^Ig^-^' 


e    +e        =2coBii 


X — a\ 


Dag  erste  Glied  hat  reelle  Formen,     f  ttr  das  sweite  herücksichtige  man  die 
Gleichung: 

— 2ai  ^  cos  a — isina^  1  — itga 

~  cos  a  +  i  siu  a  ~  1  +  i  tga' 

woraus  sich  ergibt: 

-2«  =  lgi=4^; 

*'l  +  »tga 

setien  wir  hierin: 

b 


80  wird 


und 
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o=:arctg' 


X— a 


'i    « 


(Hl« 


da  übrigens,  wenn 


ist,  80  ist: 


1+  -  ■ 

X— aJ 


«rtga  auch   -=cota 


arctgi«=arccotl-j=  ^r— arctgf-i. 

Man  kann  daher  auch  schreiben : 

bi 


1 


^MiT^I-^-»«^!^)- 


aj— aJ 


indem    man   ^  in  die   willkürliche  Constante  mit    inbegrififen  denkt,   und   also 

weglassen  kann.    Es  Ist  also  der  Werth  des  Gliederpaares: 

2)        (P+ei)lg{*-«-«)  +  (P~(H)lg(x-a+W)  =  Plg[(x-a)«+A>] 

-2(?arctg(^^). 

Ist  die  zu  integrirende  Function,  welche  diesen  Ausdruck  gibt,  also: 

F-hQi     ^     P-Qi 

7  + 


X  —  a  —  W      x  —  a-^bV 
nicht  unter  dieser  Form,  sondern  gleich  mit  quadratiBchem  Nenner  unter  der  Form: 

(x  —  fl)«  +  6« 

gegeben,  so  ist  offenbar,  wie  man  erhält,  wenn  man  die  beiden  ersten  Brüche 
mit  linearen  Nennern  vereinigt: 

J!fx+iV=  (P+ Pi)  («-ö+^+C—P»)  (*-«-*•)» 
also 

Jlfx+iV=:2P(x-o)-26ß, 

also 

J!f=:2P,   iV=i-2(aP+6e), 
woraus  sich  ergibt: 

2'   ^"  26~' 

also: 

r    Mx-{-N       ,       M  JV+rtJH  X-« 

Man  kann  aber  auch  unmittelbar  den  Werth  des  Integrals 

./x*4-«Ä+/J 

wo  der  Nenner  zwei  reelle  Factorcn  hat,   bestimmen.     Dieser  Nenner  l&sst   sich 
nämlich  auf  die  Form: 

oder  kürzer  auf  die  Form: 
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bringen,    wo    das   letzte  Glied    immer  setzt: 

negativ   sein    muss,    damit  zwei    reelle  _      Jlf(<i--&)+iV 

Worzeln  vorkommen.  '"''        .26  ' 

Setzt  man  nnn  nnd,  wenn  man  mit  «— a— 6  multiplicirt 

e- — rr  = n  +  —  — r  «—0—6=0 

(x-a)«-6«        x-a+b      x-a-b        ^^^^^ 

so  ergibt  sich,  wenn  man  mit  x  —  a-^b  3f(<i+6)4-iy 

multiplicirt,  und  dann  P^         26 

jc— a+6=0  und  es  ist: 


d.  b. 


Beispiel.    Es  ist  zu  bilden  das  Integral: 

/dx 

es  ist  also 

f(x)=f,(x)zzl,        (y(jr)  =  a:»+x'-J:*-ar» 

zu  setzen. 

Man  findet  nun  leicbt: 
r,(:c)=a;«[«*(a;+l)-(x+l)]  =  «»(«+l)(a:*-l)=:J:«(x+l)(a:«+l)(4:«-l) 

=«»(a:+l)«(x«  +  l)(«-l). 
Es  wird  also 

1  Ä       £,£^  Z>  E  F         Gx-hH 

fß(x)  "a:»'^a;«  ■*■  «  "^  (ar+l)  *       a:+l      a?-l  "*"  «>  +  l ' 

Um  die  ConsUnten  A,B,C,D,E,F,G,H  zu  bestimmen,  verfährt  man  folgender- 
massen.    Man  multiplicirt  mit  jp*,  wodurch  man  erh&lt: 


0?» 


X'  %  Dx*  Ex*        Fx* 

TiF)  "  (^+1)*  (*»+l)  (:,ll)  =^+^*+^"+  ÖM^iyi  +  ;hÖ[  +  a:~l 
^  {Gx+H)x* 

also,  wenn  man  :r  gleich  Null  setzt: 

il  =  — 1. 
Man  hat  sonach 

aber,  wenn  man  für  y(x)  seinen  Werth  schreibt,  wird: 

111/  1  \  (x*-^x^—x)     _      x*+a;* — 1 

also: 

Wir  mnltipliciren  nun  mit  x>,  und' setzen  dann  x=0,  so  ergibt  sich: 
und  da 

«'(x+l)(a;*— 1)      ««  -«»(x+lXa;*-!)       x(a:+l)(«*— 1) 


^ 

ist,  eo  hat  man: 


.     E  F        Gx+h 


-(x*-»g'— 1)  _  C     D  _ 

x(x+l)(x*-l)"  X  "*■  (x+l)  *  ^  a?+l  ^  ar^  "^  ««+1  ' 
also  wieder  mit  o;  mnltiplicirend,  nnd  dami  x:zO  setzend,  erhalt  man: 


—  (ar*— «*-l)    ,   1  «»+«*— a?  a;*+a?— 1 


also: 

(g*+g— 1)  _       I>  _£_      _F_      ga?+4 

(a:+l)>(a:-.l)(a;»+l)  "  (»+1)«  "*"  «+1  "^  «—1  "*"  x«+l ' 
Wir  mnltipliciren  nun  mit  (d;+l}*,  nnd  setzen  dann  x= — 1,  so  ergibt  sich: 

oder  es  ist: 

(«•+«—1)  1  1  4r*-- «»+«*+ar--3 


(x4-l)"(ar— l)(x>+l)      4    (*+!)>  "4(x+l)«  (jP—1)  (*•+!) 

_    4a?»(a?+l)--5j?Va?+l)+6ag(g+l)— 3(jr+l)    _    (4a?»— 5g«+ftc-^) 

4(a:+l)«(a:— l)(aj>+l  "  4(a?+l)(x— l)(x«+l)' 

also 

4jp*-5a?»4-63?— 3      _    £  F        gg+H 

4(x+l)  (ar-l)(x«  +  l)  "  4r+l  "*"  4f— 1  "*"  x«+l ' 

Abermals  mit  ar+l  mnltiplidrend,  und  dann  «= — 1  setzend,  erhalt  man: 

Mnltiplicirt  man  dagegen  mit  o;— 1  nnd  setzt  dann  4r=:4*l»  bo  kommt: 

F=+|. 
Es  ist  aber: 

4j?»-5ar»+6:r-3         9       111         4j?*-5x»+6ar— 3         6*— 4 


4(a:+l)(ar— l)(a:«  +  l)       8    a:+l       8    a:— 1  ""   4(a:«— l)(ar«+l)         4(x»-l) 

_  — a.i_ar»-|.a?+l  _  (ar+l)      _  Gx+H 

"4(ar«— 1)(*»4-1)  "       4(a:>  +  l)    "  »•+!' 

woraus   sich    dann    G= — r,  U=i^-p  ergibt    Es  ist  also: 

4  4 

1^1,11.         1  ,         9  1  1    x+1 

y(ar)"       x^'^x*      a:"*"  4(x+l)»   "*"  8(x+l)    '*'8(*— 1)      4*»'+l* 

/:r+l 
-— ^1  dx  ergibt  sich  aus  der  Formel  3,  wenn  man 

MzzNzzl,  a=0,  6  =  1 
setzt,  nftmlich: 


Es  ist  also: 


y*^<fa  =  1  lg(»»+l)  +  arc  tg(«). 


—  g-  lg  («•  +1) — j  arc  tg  Xf 

d.  h.  wenn  man  die  Brüche  nnd  Logarithmen  yereinigt: 

/dx                   2— 2a:-.5«>  .   1  ,    AT*— 1  ,  ,  a?+l      1         *„^    .     ^^«  » 
— r=-s — 7= r-+«  lg-: — 3  + lg T  arctg«  +  const. 
a-s+a;»— «*— »•       4»>(1+«)       8   *«*+l      *^  *        4 
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17)     Integration   irrationaler  und 
Functionen.  f — ^  > 

Ist  das  Integral  *p= — 7 — 

/flx,y)dx,  also: 

wo  f(x,  y)  eine  rationale  Fnnction  von  «^ 0 

jp  und  y  ist,    sn  finden,  unter  der  Be-  *= — r — • 

dingun«.  4«.  ^  j.^  ^^  ^^^^ 

y  =  (fl+*a:)  l»^ 

sei,   BO   lässt   sich    dies  Integral  immer  yzz(a+bx)^  =:  i^, 

bestimmen,  mag  n  eine  ganze  Zahl  oder    also: 

ein  Bruch  sein.  ^ 

ZuTorderst  kann  n  immer  als  positiv    /  f(xy)dx=l  f\        ^    »')  •  —  »*"*</« 
betrachtet  werden.    Denn  ist  es  negatir,  •^  J      ^    h    ^      '     b 

so  ist  Immer:  Hier  steht  unter  dem  Integralaeichen  eine 

,  ^— •  1  Function 

Setat  man  daher  in  diesem  Falle  y=-,  ^.^^^^   „„  ^^^^^  Potenzen  der  Varia- 

.      ^r       N      ^/     1 X       .  .      ,     ^^®^  *  •«nth&lt,  und   die   sich  also  nach 

so  »t  f{x,  y)  =  fix,  - )     eme    rationale  dem  vorigen  Abschnitte   immer  bestim- 

Function  von  *  und  u.  ^^^  ^**"*' 

Sei  daher  Beispiel.    Es  sei  zu  bestimmen  das 

Integral: 

wo  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  sind.  •/    x*Y(fl^bx)^ 

Man  fuhrt  dann  die  neue  Variable:       Also 

1  .,    .     1 


«»,»)= 


(«+&x)»=»  ^,_^f- 

ein,  und  «hält:  ^  E,  .,j  j^  «niere  Formel  tn  setien  ;»=2, 

a4-&0=»  9  =  8,  wodurch  man  erhUt: 

ein  Amsdruck,  der  sich  nach  den  Begeln  des  vorigen  Abschnittes  ergibt. 
Sei  femer  gesucht: 

r       dx 
J     », » 

wo  zu  setzen  ist:  f(x,  y)=: — ,  |»  =  1,   j  =  3,  also: 

xy 

J     V —    J   »•-«  b*    *     V  »»-a- 

a:y(a+6a:)  — j—  •  » 

Sei 

so  ist 

s  s 


Wir  setzen  also: 
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Durch  MulUpUcation  mit  i—k  ergibt  sich,  wenn  man  dann  *^k  setst: 
vnd 

i 1  (i—ky   _         (t—h) 

»»— ib«      3* (»— Ä)  "      3ifc(»*— Jk»)  -      3K»'  -f  *»  +  »")* 
also 


*-     8*'  ^-E 


und  es  ist 


r  *dt      1  rrf»     1  r   *— ib  j^  rrf»     i  r     *— ib 

J i^—k*'  SkJ  i—k     SkJi^-hki-^k^uJi—x     3ibJ/^y    3t^  ** 
Setzt  man  in  der  Formel  3)  des  vorigen  Abschnittes: 

jf=i.  iv=-t,  «=-|,  4=|y^, 

so  kommt 

/p!f%=-^'"-^'-^'-'-^'""''(w) 


=  4[lg,r*  +y-3aretg(gijj)l 


Es  war 

• 


also: 


1/3 

+f-arctg 

=  -^p-lg^— ^1 ^^_+I-_arctgl  -^ ,  )   4-  const. 

2ya  Ybx  Va  V      YsYt 


(2Y^H^+^ä\ 
YäY^     J 

f2_YaTbx+Ya\ 

\    YsYä      ) 


18)    Integrale   der  Ausdrücke,  Fftllen  die  Ausführung  der  Quadratur  in 

welche  Quadratwurzeln   cnthal-  der  Form  bereits  bekannter  Functionen. 

ten.  Der  einzige   allgemeinere  Fall   dieser 

Ist  dagegen  das  Integral  Art  ist  der,   wo  y   eine  Quadratwurzel 

r  eines  ganzen  rationalen  Ausdruckes  Tom 

J  /  (^j  y)  «*  zweiten  Grade  ist.   In  diesem  Falle  kann 

gegeben ,   wo  v  eine  Wurzel  einer   gan-  durch   die  Einfuhrung   einer  neuen  Va- 

zen  algebraischen  Function  von  höherem  riablen    der  Ausdruck   unter  dem  Inte- 

Grade   ist,   so  gelingt   nur  in   wenigen  gralzeichen  rational  gemacht  werden. 
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Sei  demnach  oder 

gegeben,   wo  f  eine  rationale  Function  %<^80: 

Ton  X  und  jf,  6d:r=2tirfM+2uerfa?+2a:erffi, 

y=yä+6jr+cjc«  also: 

ist.      um    imaginSre   Snbetitationen   zn  ^  —  ^(^"f^^M^ 

vermeiden,    nnterscheiden  wir  aber  zwei  "     6— 2eu    ' 

Fälle,  je  nachdem  c  positiT  oder  negativ,  , 

also  je  nachdem:  a?=i . 

.  6~2ea 

0(]er  Setzt   man   in   rfx   und    in  y^u-\-ex 

y— --v -^-^  diesen  Werth   von   x   ein,   so  hat  man 

.  .  -        Ä-höa;— e  x  offenbar    rationale    Functionen    von    u, 

'"•  nämlich : 

L    Finde  das  erstere  statt,  so  setzen  o/  . ^^     v 

wir:  dx  =  ^  rlW 

wo   II   die  neue  Variable  vorstellt.     Es  ^  _.  tf^— <«*— g« 

ist  dann:  ^  6 — 2etf     * 

fl + iof +«*«*=(«  4- «p)*  also: 

•^    ^^y^  '  J        (6-2««)«  L6-2eu'        A— 2««     J     ' 

hier     steht     eine    vollständig    rationale  d.  h. 

Function    von    u    unter    dem    Integral-  6— c«a;  =  tt«a:+2ii/, 

zeichen.  " 

also: 

n.    Ist  aber  6--2i*f 

80  liest  sich  die  ganze  Rechnung  noch  —  e'da;=ti'(/a;+2uj;<ffi+2/f'ti, 

durchfuhren  wie  in  I. ,  wenn  man   statt  ^   j^^ 

e  die  Grösse  c^  — 1  nimmt.  Um  jedoch  _  —  2(/'4-tia:)rfi« 

einigermassen  langwierige  Rechnungen  zu  "*  — «»+«« ' 

vermeiden,  schlägt  man  ein  andres  Ver- 
fahren ein.  0^0''  ^^^^  inan  lAr  x  seinen  in  u  aus- 
xwr'        ^^     V  -j            u  j-    -r^.ii  gedrückten  Werth  einsetzt: 
Wir  unterscheiden  noch  die  Fälle,  wo  ®                _-2^— A« •  +  /«'+ t*ftWtf 
a  positiv  and  a  negativ  sei,  dx=. ^ — -, -—rz — . 

^    ^  •  Setzt  man  in 

f^-yp-^-hx-e^x^y  y=uaj+/' 

so  kann  man  setzen:  ebenfalls  für  x  ein,  so  kommt  noch: 

CS  wird  dann:  ^~~      u*-f-e"       ' 

/^+Ax— «««?«  =  (iw-f./*)«,  also: 

jr^x,yjax^    j  („j^^aja  '^U^+c«'         «>  +  c«       J""^ 

B.    Ist  aber  a  negativ,  also  Die  Gleichung 

y  =  V--^'+&c-e»a:«,  ««x»— 6«+/^  =0, 

80    wfirde   dieser  Ausdruck  Imaginäres  yto  e^  b  und  ^  reelle  Zahlen  sind^  hat 

enthalten.     Dies   vermeidet   man   durch  zwei  reelle  Wurzeln  (siehe  den  Artikel: 

folgende  Betrachtungen.  quadratische  Gleichungen),    denn    wäre 
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dies  nicht  dor  Fall,  und  wären  Man  erh&lt: 

die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  müsste 

sein;   es  würde  also,   wenn  man  auch  x  y+^«^ 

reell  hestimmt,.  dieser  Ausdruck  negatiy,  "  l-j-u*  ' 

undy=]/-6«[(ar~a  )+/?«]    imaginär  -rfr-i#«ite4.2urar-l^Ai 

sein.    Es  müsste  also  wahrend  der  gan-  —«?-•*  <w+Ju^ar— a;««, 

zen  Integration   x   imaginär  genommen  d.  h. 

werden,    ein   Fall,    den   wir    hier    aus-  o^/i -\ 

schliessen,  da  er  jedenfalls  zu  imaginären  d!r=-— ^ — r-wli« 

Substitutionen   fuhren,    und    wenn  man  (1+^)* 

denselben   anstellen   will,    das  in  I.  an-  Q^^r  wenn  man  für  x  einsetzt: 

gegebene    Integrationsverfahren   Anwen-  .  q  >. . 

düng  finden  könnte.  dx---^ ^du 

Nehmen  wir  also  an,    es  seien  X  und  (1+«*)* 

y  die  Wurzeln  unserer  Gleichung,   und  xmd  wegen 
somit:'  ^     ^/       i\ 

Die  Substitution^   welche  wir  dann  ein-  «<(,.— i) 

führen,  ist:  1+«*  * 

y  =  eu(x—X).  also  ' 

r^,      N  j      HuiX—y)  Jy+Xu^  «<»^—A)1, 

/reo.,  y)dx=J  ^^^flj:^.  T+Z^r- 

19)  Abkfirssng  des  obigen  Ver-  oder  wenn  man  will 

Von  Vortheil  für  die  Ausführung  der  «,^,.„.«j«i„  is„.*   „^     /«.\  «««^  «^*«^  ^i^ 

Integration    in    dem  eben    betrachteten  ^'J^'^l'''' l'"^  XJ^ll      nif.^ 

■B«ii'i.j'T>        1-  j-        -i-'j  iTunction  von   x  allem   ist.     Diese  Be- 

Falle  ist  die  Äsmerkung,  das.  «ch  jedes  „„^         ^^,„       j^^  Gültigkeit  selbst 

Integral    von  der  angenommenen  Form  j„„„     ?  ^.     „^««       «««^  /^     j«  *  wr 

in    ^n.   oder   mehrere  andere  von  der  iT°in"**IlJ*''°,»  ^r.,?!^'*:!!^: 

j.       ,  zel  einer  ganzen  algebraischen  Function 

►   /  \j  ^^"^  höherer  Ordnung  ist. 
(f\x)dx  Denn  wie  auch  f(xj  y)  beschaffen  sei, 

y  so  wird  immer  sein: 

/'(*.y)= — ^* 


f 


WO  0  und  9  ganze  positive  Zahlen  sind,  _.    P  2^.  .    '^  2^+1^ 

^     ,Ä     ,    C      constante  Coeffidenten      n-y)"^^''^^  )  +  ^{ßxy       ) 

vorstellen,  und  die  Summen  beliebig  viel  l^C^*  V    )i  — V  l^V^*  V    )j 

Glieder   mit  wechselndem  p  und  q  ent-  i^^  za^jer  ist  hier  der  Theil,  welcher 

"***®'**  grade  Potenzen  von  y  enthält  von  dem 

Der   Nenner  ist  in  zwei  Glieder   ge-  getrennt,  welcher  die  ungraden  hat.  Der 

theilt,    deren  eines  die  graden  Potenzen  Nenner  enthält  nur  grade  Potenzen  von 

von  y,  das  andre   die  ungraden  enthält,  y,   und  da  y'   eine  ganze  Function  von 

Im  Zähler  wurde  eine   solche  Trennung  x  ist,   so   wird  der  Nenner  eine  ganze 

nicht  fflr  nöthig  erachtet.     Multipliciren  rationale    Function    x    sein.      Dieselbe 

wir  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  mit  Eigenschaft    hat    das    erste    Glied    des 

Zählers,    das    zweite     hat    die    Gestalt 

^  (^p  y y  *) "^^^P.q^^^       ^'  y^  iP^^y\  en*^*  al»o  y  nur  aU  Fac- 

'  tor,  der  andre  Factor  ist  eine  rationale 

so  wird  man  erhalten:  Function  von  x. 
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Der  Brach   serfftllt  also  in  Glieder  Ton  Denn  es  ist  jedenfalls: 
der  Form:  • 

^  (*)  und  y ^x),  V'(m)  =  ^p 


O—  t  4      I 

WO  <f{x)  und  v(*)  rational  sind,  also:  S Qm"')  •{- 1  {cu       ) 

//(*,  fhdx:zl{Mx)dx)-\-2fyxlix)dx.  ''f^^  ^  ''JJ'^f'  '''''  '''''^"''  '""  ^^'T' 

^i\  fsi            ^      \                 f  nft!     .  ^'*   graden   Potenzen    von    «   von    den 

Die  ersten  Glieder  fallen  in  die  Theorie  ungraden  trennen.   Mnltipliciren  wir  Zäh- 

dcr  Integrale  rationaler  Functionen,  die  j^p  ,md  Nenner  dann  mit 

zweiten  hahen    die  leUtere   der   vorhin  „     . 

angegebenen  Formen.     Anf  die   erstere  2(bu    )—J{cu       )^ 

werden  sie  gebracht    wenn  man  die  ra-  ^^  ^^^  ^^^  ^^^^^^ 
tionale  Function  y'V'W=/W  setzt,  wo 

dann  die  Form  f'J^  wird.  -f (*"  ')  —'-?(«.")* 

*^         y  nnr  grade  Potenzen  von  v  enthalten. 

Denkt  man  sich   die  Integrale  immer  Den  Zähler  theilen  wir  dann  in  iwei 

aaf  die  letztere  Form  gebracht,  und  ist  Glieder,    deren   Eins   die    graden,     das 

■i/^Ti: r*T  Andre    die   nngraden  Potenzen    von  u 

yzzYa+öx-^e  ar»,  enthiUt.  so  dass  man  hat: 


so  kann  man  immer  schreiben : 


Kann  man  immer  scnrei Den;  y(u^)4-uy  (u*) 

•/      y             »•/    Ye^x^—bx-^a  j^,  j^^  und  *   sind  hier  ganze  nationale 

wodurch  das  Integral  auf  die  in  IIa.  be-  Functionen  von  u\ 

trachtete  Form  zurückgeführt  wird,   und  Betrachten  wir  nun: 

der  Ausdruck  Y — ^1  ^^  den  Nenner  di-  py/(u)du        Pxi^^)  ^^ 

Diese  Bemerkung  ist  wichtig  für  den  '                 n      (  *^  ud 

Fall,   wo   die    Variable  x   imaginär  zu  ^  rXiv*  )  ^^^     _ 

denken  ist,  also  die  Integration  in  ima-  J    ^(^*)    yu*-^a 

ginären  Grenzen  stattfindet.  ^^^  substituiren  im  letztern  Theile : 

Es  lässt   sich    aber  y    auch   auf  die  i/TZ"  — 

orm  brinnren:  ,                         r  *  -ra  —  v, 

also 


Form  bringen: 


=«l/(I 


•    2«v       4«*  e**              wid 

wenn  der  Coef&cient  von  x*  positiv  ist,  "      * 

und  auf  die  Form:  «o  wird  dieser: 

wenn  der  Coefficient  von  x^  negativ  ist.   also  «in  völlig  rationaler  Ausdruck.    Der 

Setzt  maA  im  ersten  Falle  irrationale  Theil  hat  also  nur  die  Form 

"+2-s='^  J  V^Ta' 

im  letstem  wenn  man: 


'-s='^ 


so  wird  ^{x)  eine  ganze  rationale  Func-  schreibt,  wo  unter  f  eine  rationale  Func- 
tion von  u  bleiben,  und  das  Integral  tion  von  n*  verstanden  ist,  ebenso  fuhrt 
eine  der  beiden  Gestalten  haben:  das  zweite  Integral  auf; 


„Es   lässt   sich  aber  dieser  Ausdrack  Diese  Ausdrücke  lassen  sich  sogar  noch 

in  einen  ohne  alle  Irrationalität,  und  in  etwas    vereinfachen.      In    dem    ersteren 

einen  andern,   der  nur  grade  Potenzen  setzen  wir,  je  nachdem  a  positiv  oder 

von  ti  enthält,  verwandeln."  negativ  ist. 
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-y=   oder     / — -  =  V ,  •' 

ya  V— o.  auffinden,   wo   f(x,y,i)    eine    rationale 

in  dem  aweiten  Function  der  drei  Variablen,  und 

u  _  y  ri/tf+ix,  z=yd-i-ex 

Ya^  '  ^^^»  <^i®  <^l6<>  'v®>  Wurzeln  lineftrer  Aus- 

da,  wenn  die  mraelgrösse  reell  Reiben  ^'^thV^iSn  ^^  y  als  neue  Varia- 

Boll,  a  hier  nicht  negaUv  werden   kann.  , ,      .  .  ^ 

Man   kommt    dann    auf    eine    der    drei  "*'®  *^^"'  ^"^  *"' 
Formen:  2ydy  =  bdx, 

rnv')dv    rf(y)dv   rf(v*)äv       •^^^^  ^ 

Wendet  man  auf  die  ersten  beiden  Aus-  y^—a 

drücke  die  Substitution  I.  von  Abschnitt  «  =  — ~ — , 

(18)  an,  so  ist  zu  setzeii: 


;r  =  i;,  ^^^jdb -^ea-^-ey^ 


y  =  l/r«±i=u+i;. 


-f 


b 


— («+t;)tfw       — (M'+l)ai«  ^^    ,                               . 

-(i*»4-l)  ^66              1^          6          '. 

ü  = Q        >  ein  Ausdruck,  der  nur  eine  Wurzel  einer 

ganzen  Function  zweiten  Grades  enthält, 

»**+l  und  ganz  wie  oben  zu  behandeln  ist. 

^  20)    Beispiele  zur  Integration 

nnd  irrationaler  Functionen. 


^  fm-f'='(^)'- 


Es  sei  gesacht: 

dv 


Wendet  man  dagegen  auf  den  letzten 
Ausdruck   die    Substitution   n.  A.    von   wo  also 
Abschnitt  18)  an,  so  wird:  f(v*)=:l 

f=l,  6=0,   e=l.  ^'"**°'  "" 

,    ,  cv  setzt,  mmmt  Formel  I.  des  Yorigen  Ab- 


— 2i« 


Schnittes  die  Gestalt  an: 


— ^  ,  r  do  pdu 

,^^--2(l^u.)^^^2(l-.;)cfu  ^^^J    ±1 

ist: 
also:  /^-===-lg(J^JiTi-t.) 

Diese  Formeln  in  Verbindung  mit  denen  multiplicirt  man  Zahler  und  Nenner  un- 

für  die  Integration   rationaler  Differen-  ter    dem    logarithmischen    Zeichen    mit 

ziale    reichen    also    immer    für    unsem  i/  o_l t  .  •  j   j      vr  «  ^-    i  i 

Zweck  aus.  yt;»±l  +  t,,    so  wird  der  Nenner  ±1, 

Mit  Hülfe  des   in  diesen  Abschnitten        ^*  n  dv 
auseinandergesetzten   Integrationsverfah-  /  /  ""  ig(f+Vtf'4-l) 

rens  lässt  sich  auch  das  Integral:  J  /t;^-|-l 


tl«-fl 
y= 

1-«« 
"l+v' 

(i+«*)'    ' 

{v^)dv_ 

oT^« 

-fF- 

4m« 
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and  WAre  in  der  ersten  Formel  v  negativ,  bo 

/•   dif  I könnte    man   lg(— 1)   dazu   addiren,  da 

l/  ,      1  =  ^%\  —  («'+y<' *"!)]•  jede  Constante  zn  einem  Integral  hinzn- 

^  ^       ^  gefugt  werden  kann«     Man   hat  also  je- 

Da  der  letztere  Ausdruck  nur   reell  ist,  denfalls: 
wenn  v  negativ  ist,  so  muss  man,  da 

ig(-0  =  ig«+ig(-i)  Af^==igi(i,+v'i;iqpT), 

ist,  lg(— 1)  aber  als  in  der  Integrations-  •/  K«'  +1 

constante  enthalten  gedacht  werden  kann,  ^^  

im  Falle  tr  positiv  ist,  schreiben:  /-p=  =  lg -}-(«; +yc;«-l). 

J)/;?Zri"^^^''+^*''""^^*  Sei  jetzt  gesucht: 

p        dx  i*  ^X 


-f- 


dx 


''-m- 


wenn  ~  algebraisch  grösser  als  -r-^  ist,  gebraucht  man  diese  Form.     Dagegen 

wenn  j-^  grösser  als  a  ist,  setzt  man : 

/•       rfx n  dx 


Im  ersten  Falle  ist  zn  setzen: 


y 


e«    4e' 


so  das0  man  erhalt: 


/•         dx  1    n  dv  1  , 

also,  wenn  man  Iftr  p  wieder  seinen  Werth  setzt,  und  eine  Constante  vernach- 
lässigt: 

A======  =  -lg[2e«;i?+6+2e/??+to+i]. 


Im  letztem  Falle  hat  man: 


y^ 


2e 


e 


« 


/•       dx  1    /*    du  1  / 
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ftlso  wenn  man  in  v  wieder  feinen  Werth  in  x  einsetzt: 

Es   ist  bei  beiden  Formeln  in  den  Lo-   so  ist:  y^l— v'zzcos»- 

garithmen   immer   das    positive  Zeichen  .    ^ '       . 

genommen  worden.  i  - ^ fZ^«  =  1  -  cos  y  =  2 wn(| j  , 

Setzen  wir  in  Formel  II.  des  vorigen  ^        ^ 

Abschnittes  ,  ■ »»» y  =  2  «n  ^  cos  J, 

also 


/•(•>•) =1, 

so  erhalten  wir: 


2 


/l-«.«~l 


du 


=:-tg|. 


Es  ist  aber: 


Setzt   man   in   Formel  3  des  Abschnit-       arc  tg(— tg^)=— arctgf  tg-)  =  — 5!^ 
tes  16)  \       2/  \     2/        2 

uzzx,  ^=0,   N=l,  fl=Ö,   A  =  l, 

so  erh&lt  man: 


und 


/*du 


fym--H{-l)-r. 


arctgn, 


aber,  da 


yi^y«.l 


2arctg 


11= 

ist, 

dv 

Vi 

Setzt  man  hierin 

V  =  sin  ffy 

Es  ist  gegeben 

dx 


yi-f;«~l 


)^a+^jr— e»4r«     J  ^ 


da  t;r:8iny',    y.=:arcsint; 

ist,  so  ergibt  sich: 

/•   dv 

Es  bedarf  kanm  der  Erwähnung,  dass 
sich  dies  Besultat  auch  durch  Differen- 
ziiren  der  Function  arc  8in(r)  herleiten 
lässt 

Indessen  sind  hier,  wie  schon  im  Vo- 
rigen, die  Quadraturen  möglichst  unab- 
hängig von  den  Ergebnissen  der  Diffe- 
renzialrechnung  hingestellt  worden. 


dx 


R+£i-('--2?y 


-/- 


dx 


Man  setzt: 


X— 


2e' 


so  dass  man  hat: 


/ 


e^^4e' 


=  w. 


/'       dx                  1    r  dv 
,/       .      — ' —  =  —  I   / =:arc 3in(t>) 

und,  wenn  man  f&r  v  wieder  seinen  Werth  einsetzt: 

/dx  /  2e*x—b   \ 

-7  =  arc  sin  1  j  - 1. 

K«4-  bx  -  c»jc»  \V4e««+6«/ 
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21)  Integration  transcendenter       Offenbar  ist,  wenn   man  eidi  a  rer- 
Fnnctionen.  &nderlich  denkt: 

In  dem  Gegebenen  ist  das  Allgemeine,  .nx 

was  sich  über  die  AnsiUhrang  der  Inte-  —     =xe^ 

graUonen  algebraischer  Functionen  sagen  ^«^ 
lasst,  erschöpft,   insofern    sie   durch  die  *  .2  ax 

Tor  Entdeckung  der  Integralrechnung  be-  ^     —j^'^^^x 

kannten  Functionen  geschehen  kann.   Je-  ^^  ' 

doch  können   in   einselnen  FftUen   noch 

Integrale    Ton    irrationalen    Ausdrücken  d^^^      n  »^ 

complicirterer  Art  gefunden  werden.  =*  «     . 

Wir  werden  daher  auf  diesen  (}egen-  ^^ 

stand  zurückkommen  müssen.    Zunächst  Kan  kann  also  auch  schreiben: 

wollen  wir  jedoch  das  Allgemeinere,  was  ^ 

sich  über  die  Integration  transcendenter  C  n  «Jr .    _  C »   (g    )  . 

Functionen  sagen  lässt,  hier  geben.   Die  J  ^  ^            J       j  ^ 

Tor  der  Entdeckung  der  Integralrechnung  ^' 

bekannten  Transcendenten   beschränken  In  Abschnitt  6)  wurde  nun  die  For- 

sich   auf  Ezponentialgrössen  und  Loga-  mel  abgeleitet: 

rithmenftrigonometrisdie Functionen,  und  di  P                 \      CdfCx  eS 

die  zu  letztem  gehörigen  Bogen.  -jX  /  /(a?,  c)  dx\  =:  /      \  *    ^» 

Von  diesen   stehen  jedoch  die  Expo-  ,      ,,-«..,,    i         ^      ^.i- 

ncntial.  und  logarithmischen  Grössen  in  *JJ«  ^er  bei  Wiederholung  des  Differen- 
der  durch  die  Gleichung  «»""«»■  ^««^  ^  w*^  ^®^<**  folgern  lässt 

gegebenen  Verbindung.  rfc    ^^  /     •/       ^ 

Die  Verbindung  zwischen  trigonome-  also  in  unserm  Falle : 
trischen  und  £hcponentialfunctionen  wird  ^ 

yermittelt  durch  die  Gleichungen:  C  »  gjr .      "    /  /*  «a:j^\ 

e**  =  C08*+isin«  "^  ^»"^•^  ^" 

oder  Kann  man  also  den  Ausdruck 

«       =- — ^.-—  uzzlt'^dx  finden,  also  für  den  Fall, 

und  die  zwischen  Bogen  und  Logarith-  J^,  «  =  ^  "*'  •<>  »!.  ^*?vS''*^*'!L^ 
men  mithin,  wenn  maiar=arctgy  setzt,  Beliebiges  n  auf  die  Differenzialrech- 
durch  die  Gleichung:  ^'*"«»    nämlich     auf  BesUmmung    des 

arc  teil  =  —-  lg   "^^^^  Ausdrucks  —  zurückgeführt. 

^         %  *l--itgx  dJ^ 

und,  wenn  man  a;= aresin («)  setzt,  durch       Wir  setzen: 
die  Gleichung: 


aresin«  =  -rlgfV^l — •••4-wi] 


er« 
e     =yi 


also 


oder,  wenn   j?=arc  cos«  gesetzt  wird,  dyzzae'^dxzzaydXf 
durch  die  Gleichung:  . 

1  , dxzz% 

srcco8«=:  Tlg[«  +  iyi— «'].  «y 


also 


Es  kann  daher  bei  den  entsprechenden  i    /*  '^ 

Fnnctionen  ein  gemeinschaftliches   Ver-  «=--  /  dy=^  =  - . 

fahren  eingeschlagen  werden.  ttJ  a        a 

Sei  zunächst  zu  bestimmen  Bs  ist  also: 

wo  ff  eine    beliebige  Constante  ist,    n  ixe    <te=: — 

aber  eine  positive  ganze  Zahl.  *^  da 
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Ist  dfts  Integral 


/' 


n  X  j 

e     dx 


zu  bestimmen,   so  mnss  e"^   für  e*    geschrieben,    und    erst    nach   ansgefllhrter 
Differenziation  «  gleich  1  gesetzt  werden. 

Beispiele: 


ixe     dxzz^^^ — ^  = — — r- » 

J  da  a  a* 


Auf  diesem  Wege  kommt  man  auch  leicht  zu  der  allgemeinen  Formel: 
die  sich  aus  dem  Ausdrucke  für: 

ergibt,  wenn  man 

««) = ••' 

setzt. 

Offenbar  nftmlich  ist: 

^^^  ^  =«    V(«)-«      AW» 

cfcc* 

t 

allgemein : 

^"  —  .  .  .  -jrfi(ii—l) (n— 2)  •  •  •  2. !/•(«), 

J^ie"') 
woraus  sich  der  oben  angeführte  Ausdruck  für ergibt. 

dx 

22)  Anwendungen  der  oben  ge-  dx  =  — 

fnndenen  Formel.  y' 

Das  Besnltat  des  yorigen  Abschnittes  also 

ist  ein  sehr  reichhaltiges,   aus  dem  sich  /*  «  «*^-^- /ncr«^*««""!^, 

viele  Formeln  ableiten  lassen.  J           ^-J^^V^  ^        ^^ 

Setzt  man  und  man  hat:  /^i^\ 
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oder,  wenn  man  sich  der  Reihenentwicklimg  dea  vorigen  Abschnittea  bedienen 
will : 

_^*»(*-l)(>i-2)  ...  g.lv 

)' 

Es  ist  hierin  a  eine  ganz  beliebige  Zahl,  n  mnaa  jedoch,  wenn  die  Integra- 
tion in  endlicher  Form  gelingen  soll,  eine  ganze  positive  Zahl  sein. 

Seilt  msn  a-^fii  für  «r,  so  hat  man : 

Es  ist  n&mlidi  bekanntlich  völlig  gleich,   ob  man  nach  a  oder  nach  (a4-Bi"\  dif 
ferenziirt.  ^      '^ ' 

Also  hat  man  ganz  wie  oben: 

Setzt  man  för 

tr^  *  seinen  Werth  cos  ßx+i  sin/}ar, 
Bo  erhalt  man : 

/xV*  CO» ß*dx  +  ifx*e'"  ünßxdx  =  ^  {iLz|. .«*(«>. ;te+irin/te)) 
oder,  wenn  man  Reelles  and  Imagmftres  trennen  will: 

J  rf«"l  «'+^'  j 

A V  naßxd^  =  ^  ie'^(«»inßx-ßcoBßx)\ 

Man  verfUirt  in  der  Begel  jedoch  besser,   wenn  man  in  der  Reihenentwicklnng 
▼on  Jj^e^dx  ftr  a  schreibt  a+/?f,  nnd  den  reellen  Theil  gleich 

AV*cos/Jxrf*, 
den  imaginAren  gleich 

:r  e     Binßxdx 

setzt 

« 

Für  fi  gleich  NoU  hat  man  nnmittelbar: 

«ar        ^    ,        e     (a  cos /Jj:  + /J  sin /to) 

/*  ttx    .    a  j        e'''*(a  sin  ßx  —  ß  cos  to) 
e       nnßxdx  = ^ i- — -^- i-i. 

Selbstverttftndlieh  kann  man  auch  nach   der  Integration  a  =  0  setaen,   nnd. 
erhalt  dann  £e  Ansdr&eke  fftr: 

Jx^cosßxd»  nnd  Jx^Binßxdx^ 
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statt  dessen  aber  kann  man  anch  in  der  Formel  für  fj^^dx  unmittelbar  /Si  für  a 
setzen,  und  hat: 

oder: 

d.  h. 

/•fi  ,       ^  X  .  \      i^    /cosÄa:  +  t  sin/?ar\ 

Will  man  Reelles  nnd  Imaginäres  trennen,    so  sind  hier  die  Fftlte  zu  anter- 
scheiden,  wo  n  grade  nnd  wo  es  ungrade  ist 

Man  hat: 

/'2»   .    -    .       ,    ^,n4-l<'       /coBßx\ 


äß"-^    f 


oder: 


und 

Anch  kann   man   sich  statt    dieser  Formeln    der  Beihenentwickelungen  für 
e       bedienen,  und  darin  a-=.ßi  setzen. 

23)    Andere  Ausführungen  von  also  eine  algebraische  Function,  welche 

Quadraturen.  immer  integrirt  werden  kann. 

Allgemein  lässt  sich  der  Ausdruck  -q^ 

/Me*'*  dx  ^^         ^ e'^^-^a"«^ 

bestimmen,     wenn    f{u)    eine   rationale  v     /  ^           2i 

Function   ist,    oder  eine  solche,  welche 

ausser   einem   rationalen  Theil  nur  eine  f'xi  __   — axi 

Quadraturwurzel  eines  ganzen  Polynoms  cos(nar)= ^ 

von  höchstens  zweitem  Grade  enthUt.  ^ 

Setzt  man  nämlich  rationale  Functionen  von  «**^    sind,   so 


also 


«oex...  lässt  sich  hiemach  auch 


ae^^dx  =  du 


Jfifiin  ftx,   cos  fx)  dx 


oder  finden,   wenn  f  eine  rationale  Function 

du  zweier  Variablen  bedeutet;  auch  kOnnen 

<'j?=---,  unter  dem  Functiouszeichen  die  andern 

so  hat  man  trigonometrischen  Linien  von  ax  enthal- 

y.                   /•  /  \  j.                  ^^  %e\iij    welche    sich    auf  rationalem 

f(c^^ )dx=  r^^'  Wege  aus  den  sinus  und  cosinus  durch 

J  au    ^                die  Formeln: 
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^sinx  ^cosjT  gleichen  Sabstitationeii ,  wo  es  sich  um 

^^''""cösx'    ^* '~8inlc'  Aendemng    des  Integrationsweges   han- 

^  delt,  immer  gestattet,   so  lange  das  In- 
secx  =  — —    coBecx=— —  tegral   ein   nnbestimmtes   ist.     Bei  be- 
coBx*                  sin  AT  stimmten  Integralen  dagegen  ist  die  Be- 
ergeben, rücksichtignng  der  Grenzwerthe  nöthig. 

Da  aber  hier  die  Substitution  Was  unser  Integral 

e"''*r:ii  //(sinir*,  cosflrj:)!^^: 

gemacht  wird,  so  muss  «  und  du  ima-  anbetrifft,    so   führt  jedoch    auch    eine 

gin&r  werden.     Es  ändert  sich  also  der  andre  Substitution  zum  Ziele,  wobei  der 

Integrationsweg.      Jedoch    tritt    hierbei  Integrationsweg    nicht    yerftndert    wird. 

keine  Zweideutigkeit  des  Resultats  ein,  Man  setze: 

wenn  der  Ausdruck  f(u)  nicht  w&hrend  sinaj:=y, 

der  Integration,  oder  beim   Uebergang  ^^  ^^  ^^^^ 

Ton  einem  Wege  zum  andern  nnendli(£ 

^^^  acoB«Tdx=dyy 

Es  ist  also  die  untere  Grenze  immer  cos  ax^Vl—y'* 

80  zu  w&hlen,  dass  dies  nicht  stattfindet,   ^^  ^  ' 

and  kann   man  dies   immer  annehmen,  jy 

80   lange    das  Integral   unbestimmt  ist.  dx  =  — . 

Diese  Bemerkung  ist  fftr  die  ganze  In-  «r  l^lf* 

tegralrechnung    wichtig.      Es   sind    der-   und 

A(sina.,  cos «.)./.  =  1//Ö(^^):fe, 


y 


ein  Aasdmck,  der  ausser  einer  rationa-  Ober    die    sogleich    gesprochen  werden 

len  Function  nur  noch  eine  Wurzel  zwei-  soll. 

ten  Grades  enthält.  Vorläufig  bemerken  wir  jedoch,    dass 

Von  gleicher  Allgemeinheit   ist  ubn-  j^  allgemeineren  Falle  des  Integrals: 
gens  das  Integral 

/^(sinar,  cosar)rfr,  /^sm*,  cosx)4r 

da  man  für  ax  immer  eine  neue  Varia-  ««    *nch    eine   reelle    Substitution  gibt, 

ble  nehmen  kann.  welche  keine  irrationale  Grösse  gibt. 

Von  besonderer   Wichtigkeit   ist  der  Es  ist  dies  die  Substitution 

Fall,  wo  die  Function  f  nur  ein  Glied  tirijr-u 

enthält.     Ea   fuhrt  dieser  Fall  zu  den  i«!*-»- 

Integralen:  ^^                                . 

/m         I».       /•sin«"*  ^^^'^7Z:rZ>A* 

sin  J^co%J*dx,  1 ,  («>«  »r 

^  cos«**  ist,  so  hat  man: 

/cos«**    j          r            ^  <fa=j;^             , 
***»    / 1^ i*  2(cos|«)« 
sin*"*         ^  sin«"*  cos«  nnd,  da 


ist: 


^jjjL--=(seci»)»  =  l+(tgi*)»=l+«« 


.       2rf« 


cos*=2(cosi*)«  -l=j:^-,-l=^! 


» 


slio: 


/^(sin  4f,  cos  *)^=2/>(l|iT»  ItS)iTP" 


^ 

BeitpieL    Bit  ni  gemidtt: 


f-. 


dx 


a-^-b  C08X+C  sinjr ' 
Es  verwandelt  sich  dies  Integral  durch  die  letzte  Substitution  in: 

2r-*5 i =2/* ^^ 

ein  Ausdruck,    der  sich  unmittelbar  aus  Formel  3  des  Abschnittes  16)   ergibt, 
wenn  der  Nenner  2  imaginäre  Factoren  hat,  d.  h.  wenn 

(a  -Ä)»  ^  a-6 
ist.    Man  setse  dann  in  die  angeführte  Formel: 

Jlf=0,  iv=-l-, 

a — o 

•"■     «-Ä'  ^"ya-6      («-4)»"       (a-A) 
und  es  ist: 

2^— — J5L_    -     ^=£_arctffJ!ÜÖ=5±f- 
t/a+6+ 2«* +  («-*>«    ^    |/4|.,^«,c«"^'^yg._5,,ei' 

Ist  aber   .  ^  ..  _  >  ? — r,  so.  gibt  die  Formel  (4)  des  Abschnittes  (16),  wenn 
man  Utr  Jf,  JV,  a  dieselben  Ansdrficke  wie  oben,  für  h  jedoch 


1^ 


t+6  _  y^c«-a«+Ää 


(a— 6)'      a— Ä  «— & 

einsetzt : 

^r___±t =  i  (st-&)tffe-Vc«-fl«  +  i^« 

J  «+Ä+2c»+  («  -  *)«•       |/c«-  a»+  6«     (a-.4)y+c+V^irZa»+Ä«* 

Auf  dieses  Integral  l'Asst  sich  auch  das  folgende  surflckffthren: 

/dx 
fl  4- *  cos  4: •  4- c  sin  a:*' 
da 

l  +  cos2x            ,    1  — oosSU 
co8«*= — —^ ,   smx*= ^ 

ist.    Man  erh&lt,  wenn  man  y  Vax  2x  schreibt: 

f ^ = f ti . 

J  a+6  cos«* +c  sin«*    J  2a+Ä+c+(A — c)  cosy 

Setzt  man  in  den  zuerst  entwickelten  Werth  des  Torigen  Integrales: 

2a+6+c  fOr  a,    b—c  fCLr  5,  0  f&r  c, 
so  kommt: 

f ^ =  ^  arctg  Jui/S 

Ja+6cos««+c8in«»      y(a'{'b)(a  +  c)  \    f^«+6J 


Hier  ist  zu  setzen: 


«  =  tg|=tg«. 
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Es   Iftsflt   sich   noch  bostimmen   das  Fimetionen  aufhörten,  ganze  Functionen 
Int^^ral:  von  ExpoDentialgrössen'  zu  sein. 

/•  m-r  cf«    Jx     y»  .  .  Oite  ^**  tlw^  die  Logarithmen  und  die 

wenn  m  eine  ganae  positive  Zahl,    und  A""?*  anbetrifft,   so   kann  man   e*=y 

/•eine  ganze  Function  ißt,   denn  dieser  >»  ^e»  Ausdruck: 
Ausdruck  besteht  aus  Gliedern  Ton  der  r  m  ^,  nx     ßx         v  > 

Form:  y  «    fk«    >  «      •••;(!« 

A  t  m  i:c.  setzen;  man  erhAlt  dann  das  Integral: 

AJ  X    e    dx,  ^  B  d 

deren  Integration  bereits  gegeben  wurde.  f  (^iV)    f(y  >  tf     •••).—» 

Auch  kann  man  statt  der  Ezponential-  .  tf 

grossen  die  trigonometrischen  Functionen  ^^  , 

sin  ff«,   sin  ^ar,  cos  a«,   cos/?«    nehmen,  dxzz^ 

weldie  ganze  rationale  Functionen  Yon  y 

«***•    ^xi    g— ««»  ^jj^  e^**   sind.  "*•  ^*  ^^^'^  *^^  *****  ^^®"  Integral  immer 

'  '  bestimmen,    wenn   a  und  ß   ganz    will- 

£s  gelingt  also  immer  die  Integration  kürUch  sind,   vorausgesetzt,  dass  n  eine 

▼on  ganze  positive  Zahl,  f  eine  ganze  Func- 

/m  tion  sei. 

X    fisinax,  coBax,  Bin ßXfCOBßx»* •)dx\       _,  ,«.... 

'  ^         '  »       r  »       r       /    I       Ebenso  liMst  sich  m 

jedoch  darf  sich  unter  dem  Functions- 

zeichen  im  Allgemeinen  keine  Tangente  Jx    /'(sin«,  coBx)dx 

oder  Cotangente  befinden,  weil  sonst  die  setzen : 

du 
sinx^u,  C08«d!«=ilii,  <fec=    /— =»  «sarcsin«, 

also 

/««»/•(sin*,  co8«)(fa=/(arc  sin  •#)« r(i«,  y'l=:55^p==. 

Setzt  man 

cos  «=u, 

80  kommt: 


-/<— '-2-'^ 


endlich,  wenn  tg«=ii 

ist:  «r:arc  tg«, 


8m«= 


cos«  = 


also: 


u 

1 


/«-/^(sin«,  cos«)rf«=y(arctg«)"*j^f  (-^^,  y^). 
Ansgeföhrt  werden  können  also  die  Integrale: 


/ 


(arcoosi«)"*/(ii,  Vl-u*)  r?== 
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WO  f  eine  rationale  Function  sweier  Va- 
riablen, m  eine  ganze  positire  Constante 
bedeutet. 


Ist  z.  B. 


f(x,y)zz3iPy^ 


wo  p  eine  positive  ganze  Zahl,  so  hat 
man  aus  den  beiden  letzten  Formeln: 

y(arc  sin  ii)*'*u''rfii 

y(arc  co% uf^^du) 

ist  dagegen  f(x,y)=xif,  so  gibt  die  erste 
Formel : 


zu  bestimmen,  wenn  man  alle  Integra- 
tionen, die  zu 

ff (»")<!' 
fiUiren,  vollziehen  kann. 

Sei  wieder 


/'(«"')=«. 


so  ist: 


also: 


/"(arctgti) 


m     udu 


(1  +  ««)«• 

Wir   unterlassen  die  wirkliche  Ausfüh-   und  ebenso 
rung  dieser  Quadraturen,  da  wir  zu  be- 
quemeren Methoden    für    dieselben    ge- 
langen. 


•/         u 


24)  SpeciellerFall  des  Vorigen. 
Bas  Integral 

fJ^f(f'')dx 

als  ein  specieller  Fall  des  bereits  ange- 
führten: 

kann  immer  bestimmt  werden,  wenn  f 
eine  ganze  rationale  Function  ist. 

Setzen  wir  jetzt  voraus ,  dass  f  keine 
solche  sei,  und  suchen  die  Falle,  wo 
dennoch  die  Bestimmung  möglich  ist. 
Man  hat: 

WO 

ist.    Wir  setzen: 

<.(«)=A(«) 


ueuBU 

schliesslich : 

Ist  z.  B.  /"^(u)  eine  rationale  gebrochene 

Function  von  ti,  und  fährt  keine  der 
Integrationen  auf  logarithmische  Functio- 
nen oder  Bogen,  so  werden  auch  die 
Werthe 

rational  lein,  and  die  Integration  ge- 
lingt. 

Ea  sei  z.  B. 


A(«)= 


(1 +••)*' 


man  hat  dann: 

da* 
Es  gelingt  also  immer  das  Integral: 


so  ist: 

rf{u)du_     1    r dtt^ 

Diese  Integration  ist  stets   auszufuhren. 
Wenn  s  eine  ganze  Zahl  ist. 

Sei 


«(l+ti) 


s-1 
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80  wird,  da  m=1  war: 


Ist 

so  wird 

also 
mithin: 


»=2, 


ao; 


') 


f 


xe 


ax 


Eine  Umliehe  Betrachtung  Iftsst  sich  in  Besng  auf  die  trigonometrischen  Functio- 
nen anstellen. 


Sei  an  bestimmen  der  Ausdruck 

wo  nnter  ii  eine  der  Functionen  sin  ax^ 
cos  ax  oder  tg  (ex)  verstanden  werden 
soll. 

Im  ersten  Falle  ist 

und  man  kann 
setzen;  ist  ebenso 


man  die  Wurzel  jedesmal  mit  dem  ne- 
gatiren  Vorzeichen  rersehen  denken. 

Ist 

ii=tg«, 

so  hat  man: 

es  ist  also  zu  setzen: 


also: 


10  Iwt  man: 


/**f^(u)dx=^  (f(u)dx) 


und 


bt 


N=COtff«, 

SO  g«lt«n  dieselben  Fomteln,  nnr  mnss 


w&hrend  die  Formel: 

in  Gültigkeit  bleibt. 

Es  wird  erfordert,  dass  alle  diese 
Integrationen  in  der  That  ausföhrbar 
sind. 

Beispiel.    Sei  gesucht 

fx  (tg  ttx)^  (1  +  tg  ««♦)  dx. 
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Wir  setzen 

ig  nxnu 

und  in  die  betreffenden  Formeln 

t«"*(l+u»)=fj(ti),   da  fi=l  ist. 
Es  wird: 

also: 

Dies  letztere  Integral 

/(tg«x)-+i^=r!»?L^J*. 

gehört  unter  die  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten,  ond  ist  stets  zn  integriren. 
'  Sei  z.  B.  fli=l,  so  hat  man: 

Setzt  man 

^;flxzzv, 
so  wird 

adas         . 

(cos  ««)• 
also 

.  _^(co8aa?)*rfi^  _       ^f 

^        «  "  «(l+O 

nnd 


also: 


/«  tg  axd+tg«,.)*.  41;  (^)  =  -^  tgM  +2J(J5b^ 


Setzt  man  ausserdem  noch,  je  nachdem 


ift=:a",  M=sincrjr,  «=:co8flKP,  ti=:tgiKX 
war,  in  die  Formel: 

für  dx  nnd  «  den  entsprechenden  Werth  ein,  wobei  sich  ergibt: 

du = ae^^dx = tmdx, 
du^a  cos  flra?rf«=a/l — u^dx^ 
du  =  — «  sin  axdx= — aYl — u*dXt 

(oosax)*       ^ 

also: 

du  du  '  du  du 

nnd 
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lg  II  arc  sin  ii  arc  cos  u  arc  to  u 

x= — ,  x= ,   x=. a?= 2— 

o  a  a  a 

so  wird  also,  je  nachdem  der  eine  oder  andre  der  vier  Fftlle  stattfindet: 

/  («ctg  «)  /;(«)  1^:-.  =«  +'-(-y  '^) 

ond  ea  werden  in  jedem  Falle  die  Ausdrucke : 
durch  die  Formeln  gefunden: 

WO  fBr  j^(«)  entsprechend  die  Werthe: 

%a  setsen  sind. 

Wohl  zu  merken  ist  hierbei,  dass  in  dem  Aasdnicke  rechts 


nach  der  Integration,  aber  yor  der  Differentiation  nach  a  für  «  sein  in  x  ansge- 
drftckter  Werth  wieder  herzustellen  ist.  Es  enihUt  nämlich  diese  Grösse  ti  ja 
die  Veränderliche  a  selbst,  was  beim  Differenziiren  naturlich  wohl  zu  berücksich- 
tigen ist. 

Beispiel.    In  der  yorher  entwickelten  Formel: 

/*tg(«*)'"a+tgM«)*e=;;jij^(/(t«  «wf+^ifa) 

setzen  wir 

tgax^Uy 
und  erhalten: 

Ju  arctgiKW  =— TTT-r  I*- I  -^ r-r 

Ist  bierin  m=1,  so  hat  man  wieder: 
r  *       j      «•  ^^  /tfi»«a;\  1   ^         .         ox  1     .  arctgu,.  ,     ,. 

Ist  m=2,  so  ergibt  sich: 

/M«arctgurfi.  =  -g.5-(-yj^). 

Setzt  man  u^zzvy  so  wird: 

/H*du  _  l  fvdv^      1  ff         l   \        v       Igg  +  u) 
1+w»  "  2./  1+»  "■  2  J  \      l+vj       2  2 
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oder,  wenn  man 

t;=:(tgajf)' 

einsetst: 
und  es  wird: 

woraus  sich  ergibt,  wenn  man  wieder  tgcir«=ti  setzt: 

/•  1  11 

J  w*  arctg(i«)  du=^u*  arc  tgi#— .^11«+^  Ig(l+««*). 

25)  Theilweises  Integriren.  Dergleichen  sind  schon  die  in  den 
In  dem  Gesagten  sind  im  Wesentli-  vorigen  Abschnitten  entwickelten,  wo  ein 
chen  die  allgemeinen  Fälle  enthalten,  in  complidrteres  Integrtil/'x^f  (u)dx  sich 
denen  sich  ein  Integral  auf  bereits  be-  .  *  .  /.  ^,\  j  ^  i_ 
kannte  Functionen  zurückführen  lässt.  *"«  «'«^«^  emfacheren  /^(ii)<fe  durch 
Indess  lassen  sich  noch  in  einzelnen  Differ«nziiren  nach  einer  Constante  er- 
Fällen complidrtere   Integrale   auf  ein-  ^"' 

fächere   zurückführen.      Diese   Aufgabe  Indess    leistet   hier   auch    namentlich 

wird  die  Reduction  der  Integrale  genannt  dasjenige  Verfahren  gute  Dienste ,   wel- 

Zum  Theil  föhrt  auch  diese  Beduction  ches  wir  als  „theilweises  Integriren^'  be- 

auf  in  der  Ausführung  leichteren  als  den  zeichnet  haben. 

bereits  gegebenen  Wegen  zu  Integralen,  „            ,.      tt    r  u  ^«  :«  j^-  v^.^«i 

deren  Möglichkeit  der  Berechnuni  nach  ,  E»  7"  ^'^^  Verfahren  m  der  Formel 

dem  Vorigen  bekannt  ist.  dargesteUt: 

Wir  haben  uns  also  hier  noch  mit  den  fydx^xy  --fxdy 
sogenannten  Beductions-Formeln  zu  be- 

schältigen.  oder,  wenn  man  will: 

jedoch  reicht  die  erstere  einfachere  Formel  immer  aus. 
Es  ist  z.  B. 

fuud  (lg  v)  =/'-^  =/«rfw, 


aber  da 
ist: 


°)  -=(SJI)     •'=(-+^)- 


fudv = UV  -^fvdu = tfi;  ~-fuvd  (lg  11), 

fuvd  (lg  v)  =  UV  —fuvd  (lg  «). 
In  dieser  Formel  machen  wir  folgende  drei  Substitutionen: 

+f 

m)  «=(.-,,)-     «=(^;)" 

Es  ergibt  sich: 

D      r  (ax+6f(ex+ff-^dx=     ('^+*n^+/)" 
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Diese  Formeln  werden  etwas  einfacher,  wenn  man  für  eine  der  Grössen 

ax+b  oder  ex'\-f  die  Grösse  x  selbst 

setzt.    An  ihrer  Allgemeinheit  verlieren  sie  hierbei  nichts,   da  man  ja  immer  die 
Substitution: 

ax+b  oder/ea?+^=y 
machen  kann. 

Sei  demgemftss: 

a  =  l,    6=0, 

so  hat  man: 
la)        J*   («r+/^)        <fa;=      ^  J^" — ~  J  «         (ea?+/)  de, 

rb)J»  (e»+/)  <fe=      '^^ ^/*         ("^+^)    .  <**» 

ma)         J«        (ex+f)  dx:z.  '^ -^J  x  (ex-i-f)  dx. 

Setst  man  dagegen 

«=1,    f=Q, 
SO  werden  diese  Formeln: 

TVN       /*  «— 1/      ,  L\^j      ac^ax-^-b)^     ma  f*  n       .  ..m— 1  , 
Ib)      Jx        (ax+b)   dx=—^ Jx  (ax+b)  rfar, 

IIb)       1«  (ax+b)  <te  =  - i i-H 1  «  (oar+i)         ife, 


n 


nib)      Ix  (tfx+o)        rfa:=: i^r — L_£_4- -—  f  a:  (ax+6)  <te. 

Die  Anwendung  dieser  Formeln   ist         In   Fall  II   wird  nur  der  Exponent 

leicht  ersichtlich.    Das  gegebene  Integral  des  einen  Factors  vermindert,  in  Fall  III 

wird  immer   auf  ein  anderes  zurückge-  vermehrt.     Die  Formeln  finden  Anwen- 

fOhrt,  welches  dieselbe  Form  hat.    Nur  dnng,  wenn  beide  Factoren  positive,  ent- 

dass  in  Fall  I   der  Exponent  des  einen  sprechend   negative  Exponenten   haben, 

Factors  um  die  Einheit  vermindert  wird,  wobei  dann  nach  und  nach  der  eine  und 

wihrend  der  des  eweiten  um  die  Einheit  der  andre  vermindert  werden  können, 
xunimmt.  Man  wird  also  Falls  der  erste         Uebrigens  werden  diese  Formeln  fUr 

Factor  einen  positiven,  der  zweite  einen  den  Fall   unbrauchbar,    wenn   die  con- 

negativen  Exponenten  hat,  diese  Formel  stauten   Nenner  der  rechten  Seite  ver- 

mit  Vortheil  zur  möglichsten  Verminde-  schwinden.    Es  tritt  dies  ein,  wenn 
rung  der  Exponenten  anwenden,  und  die-.  irlA'ch  0 

selben  sogar  zum  Verschwinden  bringen  ^  ^ 

können,  älls  sie  ganze  Zahlen  sind.  ist. 
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Man  hat  aber  in  dieaem  Falle  die  Integrale: 
Setzt  man  im  ersten  ax-^-h^y,  so  hat  man: 

Wird  im  zweiten  Falle 


«(»+!)" 


also 

ge&etzt,  worans  sich: 


X  =: 


«— 


ey 


(a-ey). 
ergibt,  so  hat  man: 

*^  •/        (a-«y)* 

Dieses  Integral  kann  immer  bestimmt  ein  ebenfalls  stets  zu  bestimmendes  In- 
werden,    selbst  wenn  m   ein  Brach  ist,  p 

denn  sei  tegral.     Denn  ist  m  =-,  so  kann 


«=E. 


80  kann  man 


/=.. 


r-i=tP-^, 


/ 


dx, 


setzten,  und  hat  dafUr: 

wo  p  und  9  ganze  Zahlen  sind. 
Im  dritten  Falle  aber  setzt  man 

«»+/'= y, 


y=«^ 


d% 


und  hat 


m-1 


^  a(y-f)+eb 


gesetzt  werden. 

Die  Formeln  la,  IIa,  Illa,  Ib,  IIb, 
III  b  gewinnen  noch  an  Anwendbarkeit, 
wenn  man  ftü: 

X  eine  Potenz  y* 

snbstitairt.  Man  erhält  dann,  wenn  man 
andre  Exponenten  einführt,  und  diesel- 
ben der  beabsichtigten  Anwendung  ge- 
mäss positiv  oder  negativ  annimmt: 


Ic) 


+ 


x'^-'^iex^'+n^P'^^dx, 


Hc) 


mc) 


Jx   (ex   +n    Pdx  = jA_^n 

n(p^l)eJ  * 

P+1 


/(m+1— n)     I   tn— n 


«l-'"(e«"+/')i 


e(m+l+«ji) 
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Id)  /«        (««   +6/Äjc= i — i-. 

•ß  III— 1 

4«(|.-1)    J*"   ("*   +*^  *^- 

In  diesen  sechs  Fonneln  kann  man  im-       Jedoch  lässt  sich  leicht  eine  allgemei- 

mer    annehmen ,    dass  m  nnd  n  ganze   nere  Bedingung  dafür  geben,  in  welchem 

Zahlen  sind.  Falle  sich  dieser  Ausdrwsk  auf  eine  ganse 

_  ^  p  r  .  ,   ^     Zahl  zurückfahren  lasse. 

Denn  wäre  m^^^  n^—^    so    führte 

,.     o  V  *:*«*•  ^«         '  Setzt  man  nSmlich  in 

man  die  Substitution 

ein,  wodurch  *»  +*=y» 


wurde,  während  - 

Min  ma.«te.  ,^  ^^ . 

Das  Integral    nimmt   dann    eine   der  l_^ 

orsprfinglichen   ganz  Ähnliche  Form   an,  lCIT  j 

nur  dass  statt  m  und  n  ganze  Exponen-  dx  =  -  (y— ^)       «y 

ten  erscheinen.  n          ^        , 

Die   Grösse  p  wird    im  Allgemeinen  a" 

ein  Bruch  sein.  also  : 

IM    * 

ein  dem  gegebenen  ganz  ähnlicher  Aus-  eine  Bedingung,  unter  welcher  die  Ex- 

druck,    in  welchem   der  Exponent  von  ponenten  in  ganzzahlige  yerwandelt  wer- 

y— 6  eine  ganze  Zahl  ist,  wenn  m  +  l  den  können.                                      * 

durch  n  th eilbar  ist;   dies  ist  also  Man  kann  aber  auch  schreiben: 

nnd  da  dieser  Ausdruck  dem  gegebenen  f  n»—\,     ^^  k\Pdx 

ganz  analog  ist,  wenn  man  n  mit  — «,  *          ^***  "*"   ^ 

m  mit  m  +  np  rertauscht,   so  ist  eine  sich  bestimmen  lassen,  ;»  mag  eine  ganze 

zweite  Bedingung,  unter  welcher  die  Ex-  Zahl  oder  ein  Bruch  sein,    die   zweite, 

ponenten  ganzzahlig  werden,  die,  dass:  ^^^  gleiches  bei  den  Integralen  Ton  der 

m+iip  +  l  durch  n  theilbar  wird.  ^'"'  -  ,|/,_|,\^.i       „ 

Die  erste  Bedingung  zeigt,  dass  alle  J  J^     ^'      (^üx  -^bfdx 

Integrale  ron  der  Form :  stattfindet. 
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26)   Betrachten  wir  beispielsweise  die      __i   ^ 
beiden  Integrale:  P""     2*       ** 

-. nnd  I    — .  Da  m  eine  ganse  Zahl  ist,  so  wird  sie 

yi— a?*         ^     yl— «*  immer  durch  2  theilbar  sein,  wenn  m+1 

wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  nicht  durch  2  theilbar  ist;  also  eine  un- 

serer Bedingungen  ist  stets  erfiillt. 
Dass    die   Integration   ausführbar  ist,       _      _  ,,      _  *       t  *       i     a^a  * 

wissenwir  schon,  sonst  ergäbe  sich  dies   ^}\  Falle  des   ersten  Integrals  findet 
auch  aus  dem  Schlüsse  des  vorigen  Ab-   ^le  Formel  IIc  Anwendung. 
Schnittes.      Es  ist  n&mlich'hier  n  =  2,       Dieselbe  gibt: 


Es  wird  der  Exponent  m  um  zwei  Einheiten  vermindert.  Durch  fortgesetzte 
Anwendung  dieser  Formel  wird  man  also,  je  nachdem  m  grade  oder  ungrade 
ist,  auf  eins  der  Integrale 

oder  anf 

r  '^  _  1  rjc**).  _  _  vT-^ 

J  Vi:::^^- 2  J  yi^ —Y^-* 

geführt. 

Sonach  erhftH  man: 

A.  wenn  m  ungrade  ist: 

^fyr^  «       L  ^m-2  ^(m-2)  (m-4)  ^ 

(tn-l)  (m-3)  >  -  »  2] 
■^(m-2)(m-4)  .••  iJ' 

B.  wenn  m  grade  ist : 

rJ^U_^Jl^  r  «-1     m-l  -1^3    7»i-l)(m-3)  „>.5      ^  ^  , 

JyiT^'  ""sr^r       +s=2''      +(«-2)(m-4r      ^ 

(^,l)(^,3)>>-3-|  +  ("-^)j"^^> ;  '  '  ^  arcsin *. 
^(m-2)(m-.4)  . . .  2 J     »  («-2)  (m-4)  •  •  •  2 

Im  zweiten  Falle  findet  die  Beductionsformel  lue.  Anwendung.  Dieselbe  gibt: 

rx'^dx  x-"*+Vl=T»    m-2   rxZ!^dx 

J  yiH^""  m-l  ■*'m-l7      }/l-a:« 

Bei  wiederholter  Anwendung  gelangt       Im  letztem  Falle  setzen  wir: 
man  zuletzt  entweder  auf  ^1 

/»    dx  ^"x 

-7===r=arcsina?,  ,  .  _ 

yl-a?»  und  es  wird: 

wenn  m  grade  ist,  oder  auf:  n    dx p    ay 

p     dx  JxVl-z^       JVv^-l 

J  :ri/r=7»'  =igf  izl^EPUigf - V 

wenn  es  ungrade  ist.  V        «        /        \1+}^1— «•/ 
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27}    Die  m  Abtebnitt  25  gegebene  Formel: 

fuv  d\gv= uv—Juv  dlgu 

labrt  aacb  sa  bequemen   Rednctionsformeln  Air  die  Integrale   der  trigonometri- 
scben  Functionen,  deren  Berechnung  wir  als  ansiÜhrbar  sdion  erkannt  haben. 

Wir  unterscheiden  dabei  6  FftUe  und  setzen: 

I)    «=sin9    ,  fy£:cos » 

n)    Msitga:**,  «=cos«* 

m)     l»=:C08«"*,  w=   tg«* 

IV)    ii=cos«**,  vzzBinx^ 

V)    ii=cot«"*,  l;=:sin«" 

VT)    Mszsin«**,  v=cotjf* 

Es  ergibt  sich  in  jedem  der  6  Fille  bezftglich: 

-.      r.     m+1         n— 1.           Blnar'^cos**  ,m   P,     m-1         n+l. 
I)     Ism«  cosar        «r= h-   t  Bmx         cos«        da?, 

^r.      m+1        »— «— 1.  sina:"*cos»"""*    m   P,     «—1         H-m-l. 

II)lsm«        cos»  <te=--  +-  /Bmx         cos»  <<», 


•rrv     A*.      ••—l        m— Ä— 1 ,      sina:**oosa:*"    **  .  m  /*.      n+l        m — »— 1 , 
m)     Ivmx        coBx  dx^ |--lsina;        cos»  dx^ 


ra\     /Is««*»— l.^.^"«+l  j  _  sin  »cos«**  .  m   /*.     n+l        m— 1  - 
rv;    ß  Binx       cos»         dx^ ^^  Isin»       cos»         o», 


TTN     /I.«   n— m— 1        m+-l.      sin* 
V)    Isin»  cos»        4fa= 


••-"•cos»' 


m  r,     n— m— 1        m— 1  . 

-  ß  BlUX  cos*  O», 


IV)  /. 


.     m-n-1        n-1^          sin  »"•■"*  cos  »** 
sin»  000»        d»=: 

,  ^,   -  .      m— n— 1        n+l , 
+  —  fsin»  cos»        d». 


m  r. 

n7*" 

Man  sieht  leicht,  wie  diese  Formeln  cor  Bednction  der  Integrale: 

sin»''*cos»'*d», 


f 
f. 


cos» 


cos»'*  , 

AT, 


sin»"* 
dx 


. m        n 

sin»   cos» 


sn  yerwenden  sind,  wo  m  und  n  ganze  positiye  Zahlen  bedeuten.  Wir  wollen 
daher  den  6  Formeln  durch  Ver&nderung  der  Exponenten  eine  ihrer  Anwendung 
gemasse  Gestalt  geben. 

5 
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pBmx^ _,  Bin«       ^  m— 1    rainx^    ', 

TT  N  A*.      m        n  ,  8ina:"*'"^C08ar*'^^  .  m— 1    /"  .      m— 2        »j 

IIa)         Iwna:   cosar  rfa:= 1 r—  i  nnx       *coi«  dx, 

•/  m+fi  m-f-fit/ 

,«-.  V         /•coB«*    ,              cos«*"*"          .  m— 11— 2/*    cos«*     , 
Illa)         /  dxzz -H r— / — xA:, 

sin«  (m— l)8mx  "^    em« 

IV.)      /•22!^=__i2!f-±    ^^/«^i^li^. 

sin«  ^m— i^sin«  sinx 

TT  \         r  •      m        n.      sin«*'*'*"  cos«**""    .  n— 1    A*.      m        n— 2  .^ 
V»)        I  sin  «  cos«  </« = /  sin  «  cos «         «r, 

__-  .          /»sin«"*.          sin«**"*"^         .  n— m— 2/'««^**      j 
Via)         /  rfir= -H -— /  ^dx. 

^   cos«**  (n-1) cos «""•*•        "■'•^  ^   cos«"""^ 

Wir  wollen  uns  noch  in  Via.  m  negativ  denken,  so  dass  sich   die  Formel 
yerwandelt  in: 


VHa) 


dx. 


/dx 1 •      m-j-n — 2  /» dx 
sin«"* cos«**     (n— 1)  sinÄ^^^^cos«*"^        "'""^  ^  sin«**cos«*""^ 
Ebenso  kann  in  IXIa.  n  negatiy  sein,  und  man  hat: 

Vllla^       r — =  - ~ +  **"^*""^  f  ^ 

J  sin  «'"cos«*    (m— l)sin«**""^cos«*~^        **-l  J  sin«**""^cos«** 

IIa.  aber  gibt,  wenn  man  n  negativ  denkt: 

•^  cos«*  (m— n)cos«*"'^      «— »J        cos«* 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  geschieht  führt  IVa    eine  gleichzeitige  Verminde- 

nnn  in  folgender  Weise.  mng  der  Exponenten  herbei,    die   man 

Ist  anwendet,    nachdem    man   mittels    Illa 

r^\r>  J'^nr.aJ'^A^  den  Exponenten   des  Sinns  gleich  dem 

j  sm«  cos«  ax  ^^^  ^^.^   ^^^   ^^  ^^  ^.^^   Einheit 

gegeben,  so  werden  mittels  IIa  und  Va,  yon  ihm  verschieden  gestaltet  hat. 
die  man  abwechselnd  anwendet,  die  Ex-  Endlich  dient  zur  Beduction  von 
ponentenvon  sin«  und  cos«  vermindert.  > 

Wird  /• Zl 

tn  f      .       tu             fl 

/sin«  •'    sJö«      cos« 
n  die    abwechselnde  Anwendung  der  For- 
^^^  mein  Vlla  und  Villa, 
gesucht,  so  wird  mittels  la  zugleich  der  Immer  gelangt  man  bei   diesen  Vor- 
Exponent beider  Functionen  vermindert ;  fahren  zuletzt  auf  eines  der  9  Integrale : 
die  Function,   welche   den  grossem  Ex-  /•  ,   _ 
ponenten  hat,  dann   in  Bezug  auf  den  ^    J  dx^x, 
letztem  weiter  zu  vermindern,  kann  man  y  cos«  (/«=sin«, 
sich   bezfiglich    der    Formeln  Via  oder  y*sinjr  rf«=— cos«, 

^Fftr*^**"*°*  welche  beiden  letztem  augenblicklich  aus 

den  Formeln: 

*^"£ dx  rfsin«=co8«  <te,    cfcos«=— 8in«<'x 


/; 


m 


sin«  sich  ergeben. 
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/  sin  JT  cos  xdx  ^  ^  I  %rsi2x  dx  =  ^  jcos  2x, 

/Bina?,           Pd  (coBx)        , 
dxzz'-l  — i ^=— Jgcoso?, 
cosa?           ./      cosjT 

/co«a?  ,        PdUmx)     ,     . 
-; — dxzzl  -A — -/irlgsm*, 
sin«        J     Bin«) 

/•  rf,    ^/•jfe_.jL=ri(!g^=igt,, 

^  sin«  cos X    ./   cosx*    tgx    J     tgx  ' 


rf^ 


Jünx~J  .  X       X  ~  **2' 


«°2  ~^ 


4 


Erwähnen  wir  schliesslidi  noch  der  Integration  der  Functionen: 

/  sin  ff« ^  coBßx^dXf  J  ainax^  sinßx^dx,  J  coscme^  conßx^dxy 
wo  p  nnd  q  ganze  positive  Zahlen  sind. 

Auf  die  bequemste  Weise   geschieht  diese  Quadratur,   indem  man  nach  be- 
kannten S&tien  die  GhrOssen 

sinor«^,  sin^«^,  cos  tcs^,  cos/?«^ 

einzeln  in  Beihen  yerwandelt  ron  der  Form: 

A-^B  sin  ax+C  nn^ax+D  sin 8««+  *  *  * 

A+B  coa ax+C  cos2a«+D  cos 3««+  •  •  •, 

welche  bekannte  Coefficienten  haben,  und  immer  abbrechen,  wenn  p  und  q  ganze 
poflitiTe  Zahlen  sind.  In  dieser  Weise  werden  die  Integrale  auf  Formen  gebracht, 
worin  sie  ans  Gliedern  folgender  Art  zusammengesetzt  sind: 

/  sin  Xx  sin  fiX  dx,  y*  sin  1«  cos  /ax  dx,  J*  cob  Xx  coa /ax  dx. 

Es  ist  aber: 

sinjl«  sinyu«:=^cos(il— /«)«— ^coB(Jl+^}«> 

aiaXxooafiX=^n{l'\'fi)x-h^ain(l'^fA)x, 

C0fli«C0S^«  =  g^B(il— ^)«+gC0S(X+A«)«, 

und  durch  EinfetMn  dieser  Werthe  erhilt  man  nur  noch  Ausdrücke  Ton  der 
Form: 


/■ 


sin<i«d!K  = cos  o«, 

eoBa«cI«=:  -sino«. 
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28)  Bedactionsfonneln  erleichtern  nur  Anders  ist  es  aber,  wenn  es  sich  om 

bisweilen  die  Rechnung,  wenn  es  sich  die  Berechnung  Ton  IntegralTerzeicfanis- 

um  Darstellung   eines   gegebenen  Inte-  sen  handelt,  bei  welchen  die  gegebenen 

grals  handelt.  und  andere  Beductionsformeln  sehr  gute 

Da  dieselben  n&mlich  das  letztere  durch  Dienste  thun. 

ein  gleichartiges  darstellen,  welches  wei-  Dergleichen  Integralyerzeichnisse  oder 

ter  zu  reduciren  ist,  so  wird  sich  dieses  Integraltafehi    sind    unter    andern    Yon 

Verfahren  möglicher  Weise  sehr  oft  wie-  Meier  Hirsch  und  von  Minding  berechnet, 

derholen  können.  Wir  können   hier  nur  eine  solche  im 

Im  Allgemeinen   würde  also   der  di-  beschränkten  Umfange  geben,  bei  wel- 

recten  Darstellung  der  Integrale  in  sol-  eher   namentlich   die   zuerst    angeföhrte 

eben  Fällen  der  Vorzug  zu  geben  sein,  benutzt  ist. 

Tafel  amgeflkhrter  QiuiirtdireBt 

I.    Integrale  rationaler  Functionen. 


n- 
f 


«/ 


a-^hx' 


Sei  a+bx^X, 


ligjir 


xdx       X       0,    V 


x^dx     af*       €Lx      a* 


/ 

/x*dx_ 
X  - 

/x*dx 
X 


^ 


26 


36      26«  ^  6' 

dx     «*      ax*      ö*«*  «•«      a*      „ 

©""§6»  "^  26^  6*"  '^Ti^^^ 

T^'U      46^"^  "36^  "26^ '*"6»""  6«  ^ 

.»rf*     **»       -»"•-l  -«*«»-2      ^t*«-l                 Bi-ia*"""^« 


J     X    "  mb      («1-1)6«  ■^(m-2)6*      («1-3)6*"*""^      ^ 


6~ 


+<-^)"iTr^^- 


*/( 


»"•ite 


a+6x)i 


Sei  a+bx:^X, 


Jt«  6JIC 

xcfe         a         1_.  ' 

5c«"  "6«X"^6»^ 


f 

/x*dx_/x*      2«^\1       2ö      y 

X«   "  \26  ""  26«   ■*■  6*  /X  "^^  6*  ^ 

/a^rfa?     /x^      2ax*      2a«a;«      4a*\  1      4a» 
A»   "\36       36«   "*■    6«      '^b*)x      6»^ 

lt^^\46      126«  ■'■"66^  26^  ■*"  6»/3r"*""F^ 
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3) 


X*    ~ 

f 
f 
f 


f 


dx 

X» 

xdx 

w 

x*dx 
x^dx 

w 

dx 
X* 
x*^ 
X* 


X   dx 

(a+bxy 


Sei  a-{-bx=X, 


2bX* 

-6- 


a 
§5^ 


/x»<fe_  /x*      5ag*      lOa^x*       20a*a;      15a»\  1        10a* 
Jr»   "  \86      66*   ■*■    36*         "6^  F'/Ji:*        4*    * 


*)/(Ä 


lio; 


(a  +  6«)^ 


Sei  «+64= X 


36J1C< 


/dx_ 
X*     " 

J  JC*    "     \26  ^  66«/  Jt* 

J:*  \6  ■*"  6*  ■*■  86*/ JT« 

/«*Är     /3a«»   .   9a»a?  .  lla«\  1     ,    1  ,    ^ 
X^=  \ir  +  2f*-  +  66~/J^"*"  6^^^ 
/a?*<fa:_/x*      12a»a?*      18a*a;      22a*\  1 4a 
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g<fa?         _        1     r      ,    (x-fi)*      ..    ,  .  r   <fa?     1 

/rfa?  _     1    r   r  dx  r<far  1 


+Ä)      2(6  — a)  *^x*+6 


73 


/x^dx _i_r   r  dx     i.f^  \ 

/*«€ir  _        1        r  (*+>t)*  r  dx   1 


i» 


(A»  +  ayJ  x*+a  "^  (A*+a)  (ar+A) 

Allgemeinere  Formeln. 
a2)    a+^x  =  X 

/dx 1 

x    ax  ^  X  ax  a  x  a  x 

"IT"  "S6""(«  — l)5»"*"(m— 2)6«"(m  — 3)6* 

«— l_m— H+i  _  I  .  ^w    ^-«»— *  . 

ox 


-jfi—  =  (^a*    —  ifjjT         +il,Ä  •  •  •  •  (-1)         -*«-.a* 


(-l)*-^^^^^x«--+*)^(-l)*»^^(m-n+l)«y 


X  dx 


Es  ist  hier  xn  setzen: 


m-f+1  -  1 


•  •  • 


(-1)— »^^_,.— »+*  (-1)*^'  ^«-i-"'~*'^*]xr 


"»— & 


(-l)"^«-l(-»-+i)«/^i 


_  m— »+la  ^  _      1 


/^ = r^,«~-^,«"-'+ ^,,—- »-^.x*-'+ 


(-i)"-'  4^,«"— + V')"^'  ^— i*"*~'"*"']i 


(-lfA^_^(m-n+i)af'-^^ 


dx 


74 


m— (+lc   .  .  1 


(«—8)6 


=  I  AgX    — A^x  +  A^x         — A^x 


•  • 


(-1)-^-  ^,_,»— "+ Vi)"-  ^,_i«—"+']^ 


(-l)"^,_,  (M-n+l)af 


X         dx 


,  m— «+1  .  1 

wo    ilj     =    — r,       A^   = 


JKP 


dx  1  .  b  6* 


+ 


+ . . .  (-1)—»  -*_  (_ir  -* —  ig^ 

a         X  a 


'•  ^    _.  r_di di-4.   ^«        -^4    . 

^«•^2       L^»-l      ^m-2      ^m- -a     ^m-t 

.       m  — «+26    .  .  1 

wo     Ag  =  — — —  —  Jig jj  it|  =  — 


-.    a"— ""'-      («-l)a 

J  J^x*    L,"— 1    ^t—»    «««-3    ««•-» 


(-i)-irSTT<-^>"-''^]i^-«"-*-'^«(--"+^)*/i;57.' 


•3         m— 4 


^«^4      L^m-l  ^m-2      ^m-; 

.  m — ^f+4  6    .  .                1 

J  J^xf      L,'"-*  «"•-'      a"*-*  «•*-* 

.  m^s+pb    A  A                1 


75 

33)    a+**»  =  X. 
J  X^      ^X^"^      X^'^'^      XT"^       A^""* 


Xl^— »+l       jfi-nA         n>'^         '     J  X^^ 


(-1)  ^i,.-:!*  '      (-1)  ^o««4«  ^ 


*"-^-|fo 


— Y —  =  -^i«  — il,j?  +il,«  — il,«  + 

!•— 2 

(—1)  -^.^H— 3"  V     *''  "2n— 1 

.  (m->2»+3)fl  ^  .  1 

'"''  "^^'-^  =  (m-2«+l)^'*2«-3,  ^i-^jJUiyj- 

(-1)-"  ^,,_3  X— ^»+»  (-1)-»  ^,„_  ,«—  '-+l]i 
wn    -4  -  ('»-2»+8)«    .  .  1 


(-l)''^2»~l('*- *"+'>/ 


m  —  2». 


Hf 


.  m— 2#+8      A  Ä  ^ 

wo    -A2J— 1  =  r— ö7j-Q     o„  '^2<— 3»  -^1  = 


iii-2«+3-2;?^'"-^'      *"(ifi+l-2p)6' 


«"•JT       «"^"^      *"•'"      «•*"*      J^ 


^      '        ^«— 2n+3^      ^       ^m  — 2n4-l^      ^      2n— 1^  *    ^J^«— 2ny 

.  m-2«+8  6  .  .   _  1 


76 


dx  p    Ä^  A.g     j^    Jig  Af 


/^      _  f— * I 


1       j»— 3"     „«»— 5         m— 7 


+ 


^»—211+3^  aj«»— 2ii+ljx 


.  m-2»H-5  5   -  -  1 

wo    ii2f— 1  =  r — öTTi  r-^2*— 3>  -^1=-^: 


r    «g     _  r   ^1         ^t 


if?_  ^  r    ^1     _  _  ^*      ^     ^f  ^1 


3         m— 5        m— 7 

A 


(-lA«~2n+5)6  r-~r—^ 

J^m-2«^, 

m-2«4-76  ,  ,  -1 


a,«x''    L««-*    j^-^    J^"^    0,«-^ 


^.    .  ii 


^      '         ^m  — 2n+3^      ^         ^«1  —  211+1  J^p—i 


x'' 


.  m— 2f+l+2p6   ,  .  —1 

woii2j«_i  = ö — n «^2«— 3>  -^1  =  ;^ T\~' 

**     *  m— 2*+l     a       •     *"       '     (w— l)a 


Auch  diese  Formeln  sind  durch  die  Redactionsformeln  des  Abschnitts  25)  gegeben. 

II.    Integrale  irrationaler  Functionen. 

/dx         2 


''S: 


77 


Sei  a+^^  =  X. 


x'^yifl  +  hx) 

-iTv-  =  ^v~^gw    .  t  \  1  1.  *  wenn  a  positiv, 
iVT  =  v3i«^*e^^rrii-%  wenn  a  negativ  ist. 


*yjr     y-a     ^   y-a 

dx 

jryx 


Wir  setzen:      /  -~=  =  ü. 


dx  ^_y^_tu 


J  xyx 

J  x*YX.  ~       o«      2«' 

T-^L  -  ^_  J- 4. -IL.      ^*'    ■  ^*Mvxi  ^**p 

J  »»yx  ~  \     4««*  "^  24«»««  ~  96««(t»  "^  64a*«/  '    "^128«* 

/*l«^ 2_ 
yjc*  "■    hyx 

/xdx      ,Y .    N      2 


4)  f—-^ .      Sei  «+6*=X,    f^^U. 

^  x^y{a-\-hxy  J  xyx 

rjx^      _2_     1 
J  «yx*      «yx  ^  a 

/dx  /      i._§*\  J,_i*.   fr 

««yx«  ~  \     «r      a«/  yx      2a* 

«»yx»  ""  i     2<w«  ■*"  4a««  ■*"  4a«  /  yx  "^  8a« 

/dx     _(       1  76  356»       356«\   1       356« 

«*yX»  "  \     3aa:«  "^  12a»x>      24a«x       8a*  7  yX      16a* 

r    dx        ( 1  36  216«        1056«      3156*\   1        3156* 

J  x»yX« ""  \     4aa:*  "^  8a»ar«      32a»x«  "*"  64a*«  "^  64a»  /  yX  *^  128a» 


y(a+6a?)» 

/dx  2 

yX*  "     36XVX 
/xdx  ,        .  X      2 


78 


5)       ^"*^    -     Sei  a+hx  =  X. 


yx»  "■     ^  ^^  ^6»xvx 

/x^dx  2 

y^=(X'+2aX-*a.)^-,3^ 

y*^=(*X»-3aX«-  3a>X+ia»)- 


Tv^  =(4X*-JaX»+6a»X«+4a»X-4a*)  jj 


y  ^  =(|X»-.  aX*  +  Va«X»-10a*X«-5a*X  +  Ja»)yj^?^. 

J  x'^ia+hxY  J  xyx 

J  xyx*         \3a^  a'/xyx^a» 

/dx  (      1       20&      5A'ar\      1 5i^  , 

x'Vx»  ■"  \     flx      3a«         a»  /  XyX      2«» 

«»yx»  "  \  2<M?«  "^  4a«x  ■*■  3a«   "^    4a*  /XyX  "^  8a* 

/dx     _/  J_         3&        21A«      356»      105&*a;\    1 1056» 

«*yx»  "  \  3aa:»  "^  4a»a;«       8a»x       2a*  Sa»    JxyX       16a» 

/dx     _  /  J_   .      116     _    336«        2316»      3866^      11556  »ar\     1 

a?»yx»  "  \  4a:c*  "*"  24a»«»      32a»««  "*"  64a*x  "^  i6a»  "*"     64a»    /  XyX 


+  11556* 
^  128a»  *^' 


V  J  x^  y(a+bx)dx.    Sei  a+6a;=X. 

y  »♦VX<fe= (t^X* -ioX> +fa«X» -i«»X+i<i*)  ?^y^ 

y  x»VX<fa  =  (-,VX»— ^oX'+V(»'X»-i»<»'X'+<»*X-  i«')^^!^ 


79 


„V    r\(a+hx)dx      „.         .       „fit 


ryicdx_  yx   b 

/yjcdx_   xyx    hyx    &« 
X*     "      2a«»        4a«       8a 

•7       «*     "■  \     Sa«»  "^  4a»«>/    '^  8a««  "^  16a« 

J       X»    ~  \     4a«*  ■^24a««»      32a»«V     '^     "*"  64a»«       128a» 

^)  Jx^y(a+hxydx.    Sei  «+6«=X 

y  ««VX»<fa=:(iX»-f«X+ 4««)?^!2 

fx*yx*dx=  (AX'^iaX'  +  fi«X-  la«)  ?^P 

y  «•yx'«fa  =  (AX^-T^oX» +|«>X»  -  |««X+4«')?^J^ 

y  «»Vx'de = (j»x»-A<ix* +|fi«x'-^«»x»-H«*x-4«'^^5^ 


10) 


j      j»  J «yx 


/ya:»<fe  _   x«yx    8»  raxyx* 
**     ~       ax         2aJ       X 

J      <c«         V  ^  8««'  ^  12«««»  ^  24«»x/  "^  '-^^    16a«  J       x 

ryx»&_/ 1    .    »         t« *1_W.VT4-J*L  r±12! 

J      X*         \     4«**     8«»*»     82a»«»     64a**/      '    "'"l28a*J       « 


80 


11) /*"•  V(«+6*)»  dx.      Sei  a+6«=  X. 

fx*yX*dx  =(^X*  -  /^«X»+A«'X»  -  ta»X4-ifl*)^r^ 
rx*yT.*dx  =(tVX*— i«X«+ita»X«  —  ifi'X»  +ta«X  —  1»*)^^*    ' 

/•L(i±Ml^.    Sei  a+te=X.    /-^=IA. 

j        m  J «yx 


12) 


/yx'tto      x'yx    66  fdxyx* 
X*       ~         ax         2aJ       x 

fY^Jx  _  /_  J 8*^\  x.vy  ,  15*^  fdxY^ 

J      X»      ~\    2«x'      4»«*/      "^        8«'J       « 

rYx.*dx_i 1 *__ü_W,vT4-i*L  r^fav^' 

^      «*       ~  \     Sab»      12a»»»      8«»*/       '      U6a»  J    . « 

/•yx'rfr  _  / i_    _*_    _*._    _»LW.vx_^*!_  r^H! 

^      *»       ""  V     4a«»      24«»«»  "^  96a**»      64«»«/      '        128«*  J       « 

13)  A^-^,  a+&r=X. 
•^  V(a+4«) 

y»«to    _8(^» 
7  fx    ~     24 

/-J±  =  «x.-^xW-^   • 
/^  =  (AX'-l-x.+KX-4a.)2^ 

y*np  =  (iVX»-A<»x»+H«»X'-f«'X»+«»x-fi»)^ 


81 


14)/ 


x^dx 


Sei  a+hx:zX, 


/dx    _3f^ 

/****-  /iir       N  ^^^ 
^  -  (*x-.)  -^ 

/^=    (AX'-faX.+|a.X-«')  ^ 

r^  =  (i»,x»-i«x«+f««x«  -«•x+««)!^ 

frr^  =  (Ax»-A«x*+a«x«-V<»»x«+j<.*x-«»)?^ 
J  yx»  • 

,,|^x "    «'    ^-^  xh 

,4y'jC  "  \     8«x»  ■*■  18a»*»      27a»  J  ^^      SlaU   ^^^ 

/cfe         / 1  6ft  866»         856«  \  jj^y,     366*    r  <fo 

x*yx  ~  ^     4a«*  ■*"  18a»««      108a»«»  "*"  81a*«/  ^       "*'243a*  J  ^^^^ 

le)    — sf-^ .    Sei  a+6«=X. 

x^Yi^  +  bxy  ' 

J  »yx»     ya»"-        fir  yäya  ■■ 

p_Jx__(       1     .     46         20t«  \  »V     40t*  /»  <fac 

r    ix      _l        1      .      llt  llt'         66t»  \  fy  .  not«   rj^ 

J  ;^4^  "  V~  4a«'  ■*■  86«»«»      27«»««  "^  81«*«/  248«»7  ^y^' 


82 


.  17)    rx^}f(fl+bx)dx.     Sei  «»+ix=X. 

y*ir*y'xrf«  =  (TVX*  — A«X'+fa»X'  -  fa»X+  i«*)^^T^ 

y  *»V'x«fcr = (AX'-tVX* +««'X'-a'X' + ♦-.•X-i«»)?ffi 

VS)   rj*}/{<t+bx)'dx.    Sei  «+4*=X. 
«'FX«  cü:=:  (AX'-  liiX+  {«')-^ 

19)     rr(«  +  ^^)^^    Sei  a+*«=X. 


J     X*    ~        ax    ~  8««'       X 

J  1^^  \2ax*  "^  3a«x7  ^'^^"'Oa'^   "IT" 

/fxrfg_  /        1      .      66  6AM  ^V^  ■    6^'   /•f^X_rf* 

«*    "  \     3ax»  "^  18a»*«      27a»  X/  -^  »"-^  +  81a»  J   "i 

r^Xdx_  / 1_      ^26 ,5b*         10b*  \     h        10b*    r\xdx 

J     X*        \     4a«*  ''■  9a»«^     27a»*»  "^  81a*»/     '^         243a*  J     • « 


88 


•\f(a+bxy  dx 


20)  P^^^^-    Bei  -+»«=X. 
ar«       "          «5           3a»/        a: 

/•fWe_y     1    .    »  \„^„,    »•  rfx'rfx 

./       X»       -  \     2«*'  "^  6«'«/     '  9«'^   ~"~ 

ry'x'rf«  _  /_  J_  ,  J*_  _-?*L^  xv'y.j.^  rVx' <fe 

•/      ««      ~V    3<m;'"^9o'«'      27o»«/     '      "^  81a»  •'    "~* 

/  f'x' At  _  /_  J_  .      7*     _    7ft*      .  _76'   \     A  ,  _  76'     rfx» 
./      *•      ~  \     iax*  "^  36«'»»      54a»ar«  "*■  162a««/  ■*'■*      2töa*J  ~T 

21)  A— ^ .    Sei  a+te«=X. 

•^  y(a  +  **»)" 

wenn  6  positir, 


dx 


wenn  6  negaÜY  ist. 

Sei     r—^-—.:zU. 

yx 

Vx»"'«yx 
J  yx»     \3«x^3avyx 

J  yx»       \öaX«  ^  15a*X  ^  15a«/  yx 
/  <fa?        /    1  b  8  16  W 

J  yx*  "  \7«X»  "^  36a'  X«  "^  85«»X  "^  3ßaV  yx 


z^- 


yx 
rxdx_yx 


"^^fm^r      Seia+A..=X,     7^=1.. 


yx  6 
?^__«y 
yx  ■"  26     26 


p'ifcr^  aryx     ^  ^ 


u 


/x*dx      /x'      3ax\„       3a'  ,, 
VX  "  V56      156«  "^  156»/  '^ 


23)/ 


dx 


Sei  a+6««=jir. 


wenn  a  positiv, 


wenn  a  negativ  ist. 


J  xyx 

/dx  __  yx 

»«yx  ax 

dx  _.  yx 


Sei    f-^^V. 


dx 

iyx 


— ^  i^ 


x^yx "    2flx»      2<i 
J  «*VX      \     3«««  ^  Sa'«/  ^^ 
J  x*yx  "  V     4ä«*  ^  8a'W  '^^^Sa*  *^ 


<lfx  O? 


./  yx» "  ayx 

/xdx  1 


yx«  ~    byx 
J  Vx^      byx^b  ^ 

/x^dx       /£^   .  2a\    1 
yx»  "^U  ■*"6«/yx 

/a?*<fe  _  /«^      3öaf\    1         3tf 
yx»  "  \26'*"26«/yx      26» 

/Jf'rfa?      /j^      dag»      8a»\   1 
yx»  "  \36     36»     36»/  yx 


85 


25)  f—-^ Sei  a+bx-  =  X,        f^  =  ü, 

x«yji:«~\    ax     a^Jyx 

r  dx    _/    j_    i^^_L_3* 

J  x*YX*  "  \      2«t«""2aVVX      2a» 

/_dx_^( 1  46        8^'x\    1 

«*  VA»  "  \      3«r»  '*'  3a««  "*"  3a»  /  VJT 

/_rf^_  / 1  bb      ,  166«\   1        156*  ,. 

X»  yJC»  "  l      4a«*  ■*"  8a««^  "^  8a»  /  yjf  "^  8a» 

/ito    __  /26«»      « \     1 
yx»  "Isa»  ■*'a/xyx 

yx» 


yx»       36Jcyx 

«•ifa?  4J» 


r     ^ 

J  yx»     3axyx 

/x*dx  _  /      X*       2a\     1 
yx»  -  \       6       36VXVX 

/?***?  -  /     4g'      <»?\     1  Jl^ 

yX»'"V    36      6vxyx'^6»^ 

/«»<!«      /«*      4ajr«      8a»\     1 
yx»  "  \6  ■*■  6»  '*"36»/xyx 

27)/* ^ .      Sei  a+6««  =  X,      f -^^U. 

^  x"*y(a+6a?»)»  ^    *y-* 

/     ifa     _/4      6««\     1  1 

J    «yx»    "  \3a"^  a»/xyx"^a' 

/.ifcr      _  1  46  Pdx 

«»yx»  ~    a«xyx     a./yx» 

/<fa      _  1  46  rrfg 

«•yx»  ~   2a«'xyx     mJYx* 

/__rf*__/     J 26\     1      ,  86»   r  dx 
«» yx»  "  \    3ax»  "*" a^x/xyx  '^  a*  J  yx» 

/_dx__^ 1  76   \     1         856'  fdx 

«»yx»  ■"  \     4a«*  "*"  8a««V  xyx       8a«  J«VX» 


86 


xyx  .  a 


fixyx   =^+^v 


/,.*:VX  =  (g--)xVX  +  |l/vx<i. 
fx*dx\X=('l  -  *?^  +  ifil^  XVX 

W)J        '  '.    8«  M+tx*=X,J  r^=ü,  J  ^^=r. 


ry^dx_   yx  .  6^ 

/7x«r«__xyx 

/yxrfa?_   xyx    6yx    5«^. 

90)   fx^y(a+bx^)K    Sei  a+bx^=Xy  r^=ü. 
J       '  \96      634»  ^316«»/      ' 


87 


„,yKa^.  s...^.=.,/-.„. 


ryxux    / 1 b_\ ^,y^.u-  ryxu. 


32)  y«"*  V(a+te«)»  rfx.    Sei  a+A«»  =  X,    /*— =  l^. 
J      '  Vll6      994'  ^698»'/      *^ 


/yx»*!    /x« .  «X     \, 
-ir-  =  \T+T+'''r^+'*^ 

/yx»^  _  ^x«yx    56  ryx»^ 
«»  2«««    ■^2aJ       X 

rYL'jf  -( 1 §L^  T.vx +^'  n^* 


88 


34)  f ^ .    Sei  ii+6«+c*»  =  X,  4«?-A*=ib,  f- =V, 

rr=^lg[2cx+A+2VcVXj,   wenn  c  poaitiv, 

—1  2cx+6 

r= j; —  arc  sin  .777:; — ^ — r,  wenn  c  negativ  ist« 

J  yx     *^ 

/<fa?    _2(2cx+^) 
yx*  ~     ityx 

yx»  ■"  \3tx  "^  3ibv     yx 

/rfx        /    1      ,      ^'g     ,  2-4'c«\2(2ca?  +  6) 
yX'  ■"  \5ibX«  "^  15Är»X  ■*"    löM  /        yx 
/<far    _  /    1  6«4'c       2»4«c«      4*c»\ 2(2ca?  +  h) 

yx»  "  \7*X»  ■*■  35ib»X«  "^  35ik»X  ■*■  3öibV       yx 

86)   /y(a+6«+c««A     Sei  a+6«+ca?«=:X,    4ac-.6«=*,   fp-^ü. 

/yx'rf«  =  g  +  ^)  (2c+*)yx+ j|L  IT 

7  y^'-^  =  lifo  +  «Tii;;?  +  öTiT?  +  i^j  (2c«+*)VX  +^:j^.  lA 

/i/^.j        /**^    9*^*     j    21ik»X»  .  21ib«X  ,     63*»  V»     ..wv j.®**« 


8«>  /yjltc..y    »•'  «+*.+-' =X.  /^=P. 


/^- 


xifa  __  yx__^-^ 


yx 

yx  "  \3c    .  12c«"^8c«      3cV'^         \16c»      4c«/ 

7X  ~  L4c      24c«  "^  \96c»      Sc«/*     64c*  "t"  48cÜ  ^ 

,  /356*       15g6«      Sun  -. 
"^  \128c*      16c»  "*■  ScV 

yx  "  5c      bcJ  yx     lOcJ  yx 


89 

Vä  ^ X  '  ^*"°  ^  positiv, 


=  U 


xyx 


rdx    _   yx    A 

J  i^yx  ^  \   2^  "*"  iS^;  ^^"^yh* "  w  ^ 

J  x»yx  ■"  L     3flx»  ^  12a«x«      \8a«       3«V  x  J*^        Vl6a«      4a V 

x»yx  ~  L     iflx*  "^  24fl'x»      \96a«      Sa*)  *'  "*"  \64a*      48a»/ xJ'^ 

/366*   _  156«c      3c^\ 
■*■  \128a*       16a*  ^  8aV 

38)    I  ?— ^??l^ .    Sei  a+Äx+cx'=X,  4ac-6'  =  it,   l—zzU, 

/dx    _  2(2cx  +  h) 
yx* "     *yx 

/xdx  __     2(2a  +  Ax) 
yx« "       ibyx 

/x'^dx  _      (4ac~26«)x-2g6      1,^ 
yx»  ~        .  ckyyi        "^  c 

yx»  "  cyx     cJ  yx»    2ca/  yx« 

/x*dx  _  /x»      5&xn    1       5a6  /^xrfx       /156»      3a\  rx'dlx 
yx»  "  \2c     4c»  /  yx  "^  2c« J  Vx»     \8c'     2c/ J  yx» 

/x*dg  _  Fx^  _  76x»      /35A»  _  4a\    ,  "IJL  _  (^5^  _  §£!^  Tf^ 
yx»  "  Lsc    12c«  "^  \24c'    3?»/  *  J  yx    \  i2c»     3c vJ  yx» 

\i6c'     4c»  U  yx» 

^^     Jx-y(a+6x+cx*)3  •'^VX 

J  xyx^  "  «yx    2JJ  yx»  ^  a 

x«yX^"\     ÄX "^ 2a«/ yx  ■*■  \4a«       a/J  yX«      2«» 

7 
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«» VX^»  "■  V     2ax^  "*"  4«»2r  ^  8a»       2aV  yx      \i6a'      'W  )j  yx» 

^VS«'       2a«/ 

/d^     _r       1  7A  /356«       4c  \1  366'     156c1   1 

ar*VX»      L     3a*»  "*"  12a«x»       V24o»      3aV  x  16a*      4a*  J  yX      ' 

/356*      115&'c      8£^\  r^  _  /356«  _  156c\ 
"*"  \32a*        24a«    "^  3a«;J  yX»       \16a*       4a»; 

/da;      _  _        1        _  9A   /*   dx 5c  f   dx 
ar»yX»  ~       4ax* yx      8a7  «*yX»      4aJ  a;»yx» 


/m  , 
FCS^bfc^-     Sei  a+^x+c.-^,    4ac-6-*. 

/<to    -  /   1      .    8c^\  2(2car  +  h) 
yx»  "■  V3ibx"*"3w     yx 

/gflgg 1 b^  Pdx 
yx»  ■"   3cxyx    2cJyx^ 

/x*dx  _  /     ^  .      &    \      1  /^       a^\   rdor 

yx»  -  V   2c  "^  12c V  xyx  "*■  \8c*  "^  2c/7  yx» 

/x*dx  _  /     «^  _  ^      Jl.  _  2a\     1  /  6»    _  3a6\  Pdx 

yx»  ~  \    c     4c«  "^  24c»    3c«/  xyx  "^  \i6c»    4c«/7  yx» 

/a;*da?  __  1   P'^dx  _  ö    /  a?»d:r  _  6^    Px^dx 
yx^'^cJ  yx»     c  J  yx»     eJ  yx» 

/a?»dg  _      ar*      _  4a  Px^dx  _  56   Px*dx 
yx»  "  cx  yx     c  J  y"x»    YcJ  yx» 

41)    r ^ .    Sei  a+6ar+cj:«=:X,   fJ^zzU. 

J   «"*y(a4-6»+ca?«)»  "^  ^'^^ 

/rfa;  /_1_  1  \  J_  _  ^    Pdx     _  J_    rdjC       .    i.    rr 

xyx»    "  \3a«  ^  aV  yX      2aJ  yx»     .2a«J  yX»  "*"  «« 

/djc      __        1  56  P  dx         4c  Pdx 

«»yx»  "      a*XyX     2aJ  xyx*      a./yx» 

/<fa?     _  / 1_        76  \     1  /356«      5c\  r  dg         76c   P  dx 

«»yx»  "  V     2aar«  "^  4a«ar/  XyX  "^  VSa'        2a/J  «yx»  "^  a«  J   yx» 

/dx      _  r     _1_  36     _  /216«  _  2c\  IT     1 

x*yx»  ~  L      3aar»  "*"  4a«2:«       \8a»        aV  xJ  XyX 

/1056»       356c\  P  dx         /2l6*c      8c«\  Pdx 
\16a»        4ca^)J  xyx^       \  2a»         a*/Jyx* 

/dx      _  _         1         _  116  r  da?     _  7c  P  dx 
ar»yx»  ~     4fl«*xyx     BaJx^yx^     uJ  x*yx*^ 
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43)  J    ^        ^,      ^     •    8«  u+hx+cx*  =  X,  Jyj^=U,  J^^=V. 

(yxix__xyx    (j_    j>i\^     (J>^_hc\ 

J    ^1^-      So«»  ^  \4«**      8«»*/ '    ^  Vl6«'      W 

J    T* —  \    4<w*  ^  24<»'*»/     '         LV82«»      8«/  *• 

/  64^  _  Je  \  1 1  /  J4«_  _  8»^      c»\ 

■^  \64a»      16«V « J '        \128a»      16«»      8a/ 

^)  Jj*y(a^bx+ex-ydx.     Sei  «+*«+««« =X,    4ae-b*z:k,  J  y2=^' 

"*■  \256?^  "  !S?  "*■  16?/ J  ^^  *  "** 


9S 


45) 


ii-i — ^ ^ .     Sei  a+*aj+caj*  =  X, 

m 

X 


./       X*  ax         2a  J        x  aJ^ 

J       x<     ~l      3«*' ^  12««*' ^  \24a»      3oV«J       ' 

J       «»      ~  L      4««*T8a'««      \32a»^8aV««      \64a«      16«»/ »J' 


46)  /«'"y(a+Ax+c*«)»<fa.      Sei  a+i«+c*»=:X,  4«c-»«  =  *, 

/*VT»^  -f**       1?^  j.  /iM*l      _??.^         1436»    ,     451a^l  „.^^ 
*  '^  LlOc      180c*  "^  l2880c«  *"  80c«r      4480c*  "^  10080c» J  ^  »^^ 

^  \1280c*      160c'  ^  80c«/ J  ^^  ^ 
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47) 


ryx»>fa_r i * ^il  4.  il^  üx»  vx 

J      X*       ~L     3««»      12«»*'      \8a*"^8«»/*J      ' 
*»       "■        4««*        8a./      «*  4«J      «• 


48)  r- 


^  .    Sei  a+^*=r/;  a-^hx^V,  ba-afizzk, 


/dx  _ 

wenn  /}  nnd  k  gleiche  Vorzeichen  haben,    wo  das  obere  Zeichen  zn  nehmen  ist, 
wenn  sie  positiv,  das  untere,  wenn  sie  negativ  sind;  ^ 

wenn  ß  nnd  k  angleiche  Vorzeichen  haben. 


J  uyv  '^ 

r   dx      ^/    1  36    \yp,36« 

J  u*yv  "  \4*r*  ^  Wc^v^    SeSuT»  "^  eSF*!//  '^  ^  i28ib*   • 

Die  in  Abschnitt  25  gegebenen  Rednctionsformeln  liegen  diesen  Entwicke- 
Inngen  II.  1  bis  48  zu  Qrande. 
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Allgemeinere  Fonneln. 
49)    a-\-hx=X. 
_  m(m— 1)  _  m  (m— 1)  (m— 2) 

T72~'     •*» "        17273 


ffiii— m,    jHj—  —3 — ~ — ,     fiij  _ 


£   "  \5'm — p4-9  qm—p  qm — p  —  q         f^^P — 2f 

X9 

f ivm~3   «»—3 . n"*""'     *** — ' / ^vi»    •         I 5[ 

^      ^^  -(p-39)      ^      '^  -(p-2?)     ^    ^^   -{f-qy  ^  .  ,     P_j- 

J  \y»»4-/>+9         qi^+p  qfi^+p — q       y»+/» — 2^ 

^      ^  ;»+3j  ^     ^^  J.+2J        ^     ^'        ;»+?'4"»+» 

/•_±_=^.jii ^  +^li 

I         j;     \  «•— 1      "•— '      "»—3 

wo  vi    -  (<«»+p-«?)t.               .    _  1 

/*i[l*J  =  /^*i di-  +^*S 

/•  J?f.  = ? + 2 + 1——  +.... 

/        -2  -2-1  i-«  „*-3 

•'   xXl      (p-q)aXi  (p-2q)a'Xl  (p— 3?)«'X* 

«      ~    P  P-9    .      p-2q     ^    p-sq 

(-1)«-^ ^^,x«  (-1)-'  .4_;.x)  ^ (_i)«i!%iir^'. 

.  (2m— «)a  .  1 

''*"^'~(2m-2i.-»)6'*'-"  ^•=(2«-2iH-8)»' 
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üx  /    Ai  ilf  Af 


_  (2p -2s+l)/?  .  .  1 


rfL*^  =  [.4,x~-^  -itsx'*-^+  ^.*"*-^-. 


50)    Sei  fl4-6:r'  =  X. 
^  _^  r  .1  _m— 1       ^  „m — 3  .    A  „«» — 5 

n 

X* 


n 


{-lf(»-ir+V}A^^_^ap 


_     (m— 25+l)tf    .  .    _  1 

wo  ^2,+  i  -  (^^«25+1) 6^-'-^'    ^i  ~  (m-n+l)6- 

<fa?      _  r    i4,  A^  A^ 

^  ...  - 


/«g     _  r  _^j ^t 
»      I    m— 1       m— ; 


•3  TO— 5 


C-rl)P-'(m+«-2ii+l)6^  / "^ 


^."«-«j'jt'i' 


wo 


_  m+n— 2«— 1)>  .  .  _  1 


•     •    • 


(_,/(„_  2,,  4- 1)  A,y  _ ,/,—'»»  xl<te. 
.  _    0»- 2«+l)  «    .  . 1 

^     J"^       L  •.«»—<     -.«—'5     «•»—■* 

X  L  X  X  X 


^         ^  TO  — 2p4-3^       ^  ^m— 2p+IJ 


X  '^   '  X 


X^dx 


wo 


_  (m— w— 2«— l)ft  .  .  1 
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.  _    2(»— f+1)    .  .  _       1 

**  ^»  -  (2„_2,-i)/'-  • '  ^ '  -  r2;i=i>- 

/«<ia:__  1 

X"      (fi— 1)26  j:"  "  * 


'"''  "*•"    2«-2«+l   '*'-^'    '*'-2;i+2' 


/ 


oriispX    = 


AII4-1 


(••+1)26 
2ii+l 


/X"2    dx  _  (  X"        gX**""'      a'x'*"'^ 
a?        ~  \2ii+l  T    2n-l  "^    2»— 3    +  '  '  ' 


^2ii+l 


dx 


r    "     =  r i + i + i +  ... 

/  ,x"?         ^2«-l)*X"~'      (»•-3)a'x"~^      (2i.-5)«'A*~' 

8.— IX      «-Jy^      •-i'''*' 

51)    ax-Vhx*=X. 


•     •     •     • 


(-1/^  _,**"''■'"'  (-1/+' V'*"')*^^* 


WO 


(- 1/+^(„+  J-  P+DaA^ß^'P  X2-^' 

.       (2m+tt— 2f +4)  tf  ,    _         1 

^*  -    («+n^,+2)  26  '^«—  1»  ^  i  -  (m-H»+l)6' 


Mm 


^    •  -  ^i 


(-i)''-^irS-.(-^>'-'i;^]^ 


n 


X 


X^dx 

P 


.  _  («— I»— f--l)26  _  2 

""^  "^^  "  (2m-ii-2i-2)ii  "*•  -  ^ '  '^•"■"(2»-»-2)a- 
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(-D'-'Vi*"'"''"^' (-!)'•"*  V'""'']  ^~'^^' 

wo 


.    ,  (2m-it-2<+4)a  .  .  1 


X      Jt*       -x  X  X  X 


wo  A,  =  >^-^^~l)26    , 

*       (2m+n~2«-2)a  ^'— ^ 


.  _  {ti-2<+2)46  .  .  1 


52)    Sei  a+&ar+c««=:X^  4<m?— 6«=*. 

(»+2p+l)c/*         -*  '^• 
/•'•"«fe^  »*"' (m-l)a        /-»"^'rfr 

(m-2p+l)cj       ^p    • 


J  ««+2»+ 1  ~  »i+2i>+i  y 


m+2}i-t-l 


7 


* 
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X^dx  JS?  2ott        r  X^^^dx 


X« 


X^-'dx 


/x^dx x^ 2/>g       r 
iti     ""     ,       o       -IN   »'•— *       m— 2p — \J 
X              (m— 2;? — l)a:  '^        ** 

pb  r  X^^'dx 

/X^dx  _  X^+^  (i-p-2)6/'XP<fa?      (m^2p'S)er  X^  dx 

(2r 


/dx 1 (m+y--2)  6  y» 


'X'^ 


(mH-2/y  — 3)c#»       <far 
(m-l)a   J    x"*""^X^ 

XP  "  (p-l)ÄX''^*         (P-^ÄJ    xP"»' 
•^     X2  X2  X5  X2 

4.  J1?£=1.  +  jVtL\  2(2«c -f  Ä)  ^ ,    -    ,,.  .         r  dx 

X~"2  X     2        ^         '^  '^         X2 

.  _  (n  -  2f +l)4c ,  ,    ^       1 

""^     ^2«+i-      (n-2#)*     ^^'-'''^''^Prr^- 

/      *       I     *iJ  !!z5  üzJ^ 

•^     Xf       'X2  X2  X2 

^      X*      ^       X      /         yX ^  ^^\—2J    Ty 

X5" 

/'   »_                  «—1             »—3             «-5  n-8|i+3 

Xidx=(A^x'^+A,XTr+A,X  2    + +  Ä..      .Ti~~^~ 

/•   n  «-1  n— 3  w-5 

X^</:r=(i4jX'3r'+^,X2    +^,X2   -f.  •  .  .  . 

+  A^_,X>+^^_2X)  (2c^-f6)  yx  +  —.plfYXdx, 


2 

rn-2«+4)ir    ,  .  1 

wo 

pxdx 1 b_^    -,  dx 


_  (»-2.+4)t  _      1 


M  • 


X^         (n— 2)0X2"  -^    xr 
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*^  (n+2)e      20*^    . 


/dx    _  1 1    g    dx     _h  pdx 

i"  1^2^  a  I      n^^      2a I      »' 

/-    ^.  =  r i + ^ + i +  •... 

J    xX^        L(2ii-l)aX^"*      (2fi-3)a«X*~^      (2ii-&)a»X*~^ 

6^   ^   dx  h     g%dx b_^   p   dx 

2a  /""5h1  ~  23?  /""5H      2a«  /    Ä^  "  '  *  *  ' 
•^X2  *^X2  •'Xi 

x"T~ite   r  X* 

— I =  Lsi-7^  + 


aX**-«       ««x""-       a»x"~^ 


2fi+l  "^    2n-l    "^    2n-3      "^    2n-5      ■*" 


•  •  •  • 


5       "^       3 


•    •    •    • 


III.    Integrale  transcendenter  Fttnctioneii. 

1)  /siny.'^rfy. 
I  sin  (ßd<ff  =  —  cos  y. 

/  8in^*i{9p  =  ( — ^sin^i* — })cob^ 

I  9ijk<ß,^d(f>=z( — ^sin^' — (8my)co8  7>-f'}7' 

/  8in^*ilij^  =  ( — t8iii9> — IgBintf'^ — A)<^B7' 

2)  I  coB  (p^  d(f., 
/   COB^'tl^p    =8iiiy< 

/    008^'lfy'=:^8iny'C08^-f4^^ 

/  eoB^>*dfp=(^co8(f*•^-J)Bmfp 
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/  coBy>*rf^=Qco8^»+f  cos  y.)  sin  9+19» 
J  cosy»rf7=(Jco8y*+xVcosy »+^y8iiiy. 


3)       i  BlXKfP 


COS  9»  d(f. 


J  BintpcoBtp^dffzi ^cosy**"'"' 

y  cos 9 sin 7)**rfy,  =  _-  sin tp*^ * 

/  sin^>cos^<^^.  =  ^8in^.* 

J  sui^»cos^«rf9)  =  i8iny»co8y— Jsinycosy+f/» 

y  8in^«  C08y,*rfy,  =  ^8in^«  cos^'+^/iiny.«  cosy^d^ 

y  8iny«co8  9-*rfy.  =  (}co8y,*+A««y"-i-T*»)«ny.» 
#  sin^.'cosyi/yk   -{sin 9-* 

y  ßin9.«C08y.«rfy,  =  (Jsiny,*— TPysiny.«— A)co89> 

y   siny.«  cos y^'rfy)  =  (|cos9,«+T^)8in9,* 

y  sin 9,»  cos 9>rfy  =  | sin 9*  cos y»— f /iin y.« cos 9;>rfy, 

/  sin9i^ooB9.ii9>  =3  sin 9.* 
y  sin^* co89-«rfy=(^8in9.»— 3«^ siny-'-^sin y)cos9i+^Vy' 

/  sia9'*co89-»<iy>=:(|cosy>+;j^)8in9.» 

/   sin  9'  *  cos  9  cf^»  =  j^  sin  q^  * 

/  sin 9*» cos y.*rfy-  =  | sin 9,« cos y  +  j/sin^.* Jc/t 

/  sin9>*cos^*</9>=:(^cos9.*4-^)sin9;*. 


/ 
/ 
/ 
/ 
f 


d(p 


sin  9» 


i.t.| 


sin  9»* 

sin9>* 

diip 
sin  9)* 

d<jp 
sin^* 


=  — coty» 


cos  a    ,   , ,       ffi 

— cot^ — ^  cot^** 
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^)  J:^. 


f  '^  =tg» 


6)    /  — ^-4f. 


stnoi    .         , 
^    091  =  — IgeoB^i 


cos^ 


/^■^"■'■'■^'«•'(i+l) 

/sin et*    ,            siiitf^       8ma>'     , 
2--  <iy.  = -/ ^^ — lg  cos  y. 


sina.*    ,  sin«.«      , 

— ^2—  du>  = ^ lg  cos  (p 


/ 


')/ 


n 
cosa«     , 

smy 


.    ^  tftf. = lg  sm  «p 

8IXI9  TOT- 


/cosy«    .      cosy«  ,  ,     . 
.  ^    ily =— jy^+lgsmy 


smy 

cosg.*   .      cos»'  . ,  *   y 


r 

•/     sin^ 

/•costt»    .       C08a>*   .   cosa*  .,     . 
•/     81119  ^^4  2  ^ 


^     J    C08(f>*     ^ 


sina     ,  1 

i— itor:- =  seca) 

CO89'     ^     cosy  ^ 


V 


102 

/sin  9* 
r  =coßa»+8eca) 
cosy*  ^         ^ 

/*8ina»    .       ^      .   .  1 

9)  /^i^^. 
J   Sin  qp*   ^ 

•/    sin  9)'  sin^ 

/cos®*   , 
^;5j^rfy=-C0ty.-y 

•jrj^ily*= -Bin^-cosecy 

/cosa*   -  1 

-;jj^rf3r.  =  ttC0.,»  -  J  CO.y)  _- _|y 

/cosa*    ,       ^  .  1 

cos9>*    ^      2cos^'* 

/sin»*  .  sino)        .,      (n      n\ 

/•sin^»      _        1        ., 


y 


cosy*»    '     -     M       w        .  cosy' 


J    Biny*   ^ 


/cosy        _  1 

siny.*  •  ""~      2sin^* 

J    sin^»  "^  2siny«      **«*«2 

.      «  cty  =  —  -r-: —Igsin^ 

smy*     ^  2siny*  ^ 
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1»  /■:!:'% 

J     COSCp*      ^ 


cosy 


cosy 
siny 


COB^ 

siny 


cosy 
siny 


cosy 


^      ScoBcp' 
1^9  =  (sin  ©■  —  I) r- 

<ly  =  (—  Bin<p^+4sin(p*  —  |) 


COB^* 


/ 

i 
f 


IS)   /■^uTj^ 

J    sin  <p*    ^ 


coscp 


sin«p* 
oosy> 

siny* 
cos  7* 

sin  9* 
cosy* 

siny* 
costp* 

Biny 


''^~       38in<p« 
=  —  |cottp* 

rf<p=(-COfl<p«  + J)  — 


siny' 
=  —  J  cot  «p  • + cot  9 -f- ?p 

dtf  =  (cos  (p— 4co8  <p'  +|)-7 


8in(p* 


cos  9*     ^ 


C08(p*      ^ 


/ 


4  COS  9* 


sin®*    .       ,.      . 


C08(p 

sincp* 


/8in<p* 
— ^il<p=itg(p*-4tg<p«-lgcoa<p. 


f 


BiDf*  4sin<p 

sincp 


-rf<p=(-.iJcos<p*-ico8(p)-;5^  -ilgtg|- 


1^ 

siny' 


104 


*  '    ^      .     n  n 

Bin  (p    cos  ^ 


'«/-? 


/— : 2 =  lgtg«p 
sincp  cos^ 

•/       8111^    COS^*  008 Qp  Z 

/y  =  _I +  lg  tg  9 

8iXl<p   C08^*  2 008  <p' 

*/    8in  ^  cos  ^*        3  cos  <p*       cos  9        ®  ^  2 

f2 = ~ -I Z Llg  tg  9 

sin 9  cos  9*        4  cos  9*      2cosf'      » -»  t 

r f!2 = L.+  igtg(iL+-i) 

./     sin^*  coscp  sin 9       ®      \4        2/ 

/-: — P- j  =— 2cot29 
sin^p*  cos  9'  ^ 

J    sintp«  cos^p«       \2cos  (p»      V  sintp  ^'  *^^\4        2/ 

il = i |cot2« 

sin 9*  co8(p*        osintp  coscp'  ^ 

y  = I hlgtg© 

sin^*  cos 9  2  sin  9*      o-ox 

•/    sin^'  008^*       sin 9*  cos 9     «/ sincp* 
•/    sin 9*  coscp*  8in2cp*        o-oy 

r f?2 = i L-+i.tgfiL+n 

J    sin<p*  costp  3  sin  <p«       sln^p  ^  "^  •*  \4       2  / 

/- — 7^ T  =  — -Q ■' — i  — |cot2<p 
sm^*  cos  9*            3 cos  9  sin  9*  ^ 

r *E =_    1 ?-+igtg, 

./     8in<p»  cos<p  4 sin  9«      2sin<p*      *^^ 

r     ^y       -( 1 5_  +  u\J_+vigtgi. 

J    sin<p»  cüs«p«  "  \     48in<p*      8  sin  (p«  ^  •^/ cos<p^^  ^  *.2 

Diesen  Entwicklangen  liegen  die  Bedactionsfonnelü   des  Abschnittes  27)  zu 
Grande. 
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17)     /«p  aiSL<fd<f. 

-ii(n~l)(n-2)^*"  ^  •in®-.»(n~l)(fi-2)(n-3)<p""*  cos  «p4- ... 
#^>8in<pil^=:  —  ^'co8^+2f  Bincp+2co8^ 
lf^*Bmfd^=  — ^'co8^+3^*8incp+6(pcoscp— Gsin^ 
#^*8iii^«p=  ~9*coB^+4<p*Bin<p+12^'co8^— 24<p8iB^— 24co8<p 
/  Y  •  Bin  7</cp  =  —  op  •  C08  tp + 5<f  *  sin  (p + 20^  '  cos  (p — GO(p  *  Bin  Y — 120f  008  f  +  120  sin  <p 

18)      /tp*COB^rf<p. 

/f  oo8^^  =  cp   8in^+fi^'*'~   cos 9 — »(n — 1)^*^  sin^ 

— n(ii— l)(fi— 2)<p''"^cos(p+  •  .  . 
/^cos^^-s^sin^+cosf 

ff*  008  f  Jf = <p*  8inj^+2f  cos  ^ — 2  sin  ^ 

/f  *  008  cpifcp  =  f  *  sin f +3^'  cos ^  — 67 sin  9 — 6cos  «p 

/f«  008^  =  9«  8in<p+4<p' cos  7— 12(p'8inf  —  24<p  cos  <p+34  sin  (p 

/<p*cos<prf<p  =  9«8in(p+5<p*co89~20f«wn9— 60<p*ca8(p+120©cosf+120sln<p 

19)    fx^dis. 

X  ist  eine  beliebige  algebraische  Function,  9  irgend  ein  Arcus  von  x. 

yX  aresin xd!r=  arc  sina?  I Xdx  —  I  :^ 
•/         ./  y(i— ««) 

yXaie  008  2^=  arc  co0»/xd^+  1  ^z^ 
J         J  F(l-«') 

JxBxeigxdx  =  arc  tg  xjxdx  —  /  ^/^^ 
Jx arc cotxif«  =  arc  cotxjxäx  +/  ^^f^ 

Einzelne  Fället 

/arc  sin  afrfr = x  arc  sin  «  — 1=-;^ — rr 
•/  y(i-x") 

r  «•        .     ^      «"""^^                     1      rx**+l<ir 
/  «    arc8inx«b;z — p:;-arcsinx 5  /  1- — ^ 

/aresin«.       .,       .     ., 
j^3-^=*(aiC8inx)« 

8 
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/xaxcBinx  ,  ,.,-       ,.  , 
-r-lirrr— arc8mx.V(l-«*)+x 

20)  JxlgZ*Jx. 

X  und  Z  sind  algebraische  Fanctionen  Ton  x. 

fx^Zdx=\gzfxdx  -f^M^ 

rxlgx**Jx=Xilgx*  —  nX,  lg*"~*  +ii(i.-l)X,lg«"~' 

+«(»- 1)  (ii— 2)  X4  lg«*~'+ .  .  •, 

wo  Xi  =yx«fc.  x.=y*^,  x,=f^ — 

r^dx=—\Kx'^'^ 

J        X      ^      «+1   * 

/»-lg,'^=^(lg..-^lgx+^) 

/m  «"•■*■*/  3  3-2  3-2-1  \ 

»-lg..*.  =  ,_(lg.>-4^1g..+  ^-lA,lgx-J|-j^,) 

/_X_^_____X« X'x 
lg«*               (ii-l)lg*"~'      (il-l)(H-2)lg<r"~* 

X"x  XO^x 


(«_l)(n-2)(»-8)  lg**~'  (1.-I)  («-2) . . .  (ii-«-l)  Ig«**"*"^ 


wo    X'  =  ^>.    X»=  i^).  X'"=  l(fi).  .... 

OX  027  ite 

/•x"*<fa^  x'"+* («»+l)x'"'''' 

•^     lg»*         (n— l)lg«*— '       («  — l)(n  — 2)lg«""~^ 


•     •     • 


(n-l)(w-2)(n-3)lgx' 

vH— 1 


^„-.j  (fi— l)(fi— 2)-..2-l  lg« 

"^(n— l)(fi— 2)..-2.1^     lg« 
r«**rf«  *"*+^    .  ,     ..^  A'^''* 
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/•«"^  _      ***-^'       (m+l)«'"+'       («+1)«  /•«"• 
•^    lg»»  21g«*  2-1  lg«      ■*"    2a   J    lg 

ÜT  =^  &  ''""'  *=•       '"• 


a^Xdx, 


21)/ 

Iga       Iga»       lg«»        Igo* 


wo  ;t'=«^.  x"J^,  x"'='-^ 

dx  dx  dx 


•  •  •  •. 


wo    X^zifXdx,  X,=/X,rfr,  X^=/X^dx 


•  •  •  • 


/-**  = 


lg 


«a  dx    =; 


Iga      Iga« 

•/  Iga       Iga*      Iga* 

/,  X,       «»a*      ar^a*       3-2a:a*       3-2. a* 
x*a  l2»  =  -r = — -  4-  -; ; 
Iga        Iga*          Iga*             Iga* 

/a*dx        a*    ,       rd'dx 

/a*dx_      a*       a^  Iga      Iga*    Pa^dx 
1?»""     S»""  2-lx    "*"  2ä\/  "T" 


22)     fj^Änx^dx.       Te^'coix^dx. 


_ax_;_  „w—  I  /   _• 


/«*  .     Hj g    sin X        («  sinx  —  n cosx)      fi(n— 1)  /" 


ffx  .^«— a    ._ 
e     8in        xox 


.«X n—  I 


/JUX it^ e    eogx        («coax  +  nsinx)  ,  n(n~l)  rax_n-2    . 
e    coBxdx=^ -TTfn^ ^  a^Ti^J  '     "^"        **^ 


/ox  .      .        0    (aanx  — cosx) 
e    Biüxdx  = 5^ -7^; ^-^ 
a'-|-l 


/«KP  .      •.      «    8iiix(«8inx — 2co8x)  .       1-2       ax 
e^  »mx^dxz: >    >  .  . ^  +    .  ,  ■  ..  e" 


'+4  ^   ff(a"+4) 

jClÜt« 4/.    • O \  A     0-*Xi 


/aap.     ,.      e    8inx^(a8mx— 3co8x)  .  2-3«    («sinx— C08x) 
«'+9  ^        (a«+l)(a«+9) 

8- 


IQ» 


J 
f 
J 


JttXt 


ax         3  ^    (acoiJf+Äinx) 

e    cosxdx  = i — T-— : 

a'4-1 


ax         .  .        0      co8a;(«cosx+28iDj:)  ,        1*2        ax 

«»+4  «(««+4) 

ax         ,,        e*^co8x*(aco8x-f-38inx)      2»3«     («coBx+ainx) 


23)      Mtt±ßcoB^)d^ 


f 


(a  +  Acos^p)*      (fi-l)(a«-6«)(a+Aco8<p)**     ' 


+  (n-l)(a'-6')y 


[(n— 1)  («a — 6/J)  +  (« — 2)(a/>— &g)cogy]</<p 

II— I 


(a-|-6coBf) 


<ly        _         1  6+aco8^ 


wenn  6  kleiner  als  a. 


rfy        _  1         -    6+aco8^4-V(4*— a*)8in«p 

a+6  co8(p  ""  V(6'— !»•)  ^  a+6co8<p  ' 

wenn  b  grOsf  er  aU  <f  ist. 

i2 =  ltg2 

a+aco8^      a      2 

a+Ä  C08  ^         b      ^  ^' 


a+6oo89  "6       bJ  a-{-bcoB<f 

(a+b  cos  cp)*       a* — 6«  \a + 6  cos  «p        */  « -f-  &  cos 9/ 

/cos  y  rfy        __      1       /    a  sin  y  /*      rfy       \ 

(a+Acos«p)*   "  a' — Ä*  \a+6  cosy       ./  «+Ä  cosy/ 

29)  Integration  dnrch  Reihen,  sten  nicht   in   dieser  Weise  darstellbar. 

Die  Darstellung  eines  Integrals  in  der  Z.  B.   bei  den  oft  vorkommendeÄ  Inte- 

Ctostalt  <chon  bekannter  algebraischer  oder  CH'iuen : 

transcendenter  Functionen  gelingt  natür-  /*  dx       P^^dx      C  ^ttx^j 

lieh  nicht  in  allen  Fällen,   und  was  na-  J  j^»  J         ~x^  J  ^ 

mentlich    die  Quadraturen   algebraischer  . 

Functionen  anbetrifft,  so  lassen  sich  die-  '»*  ^«"^  ^®'  *^""- 

selben  im  Allgemeinen  nur  dann  in  der  Man   kann  aber  in  jedem  Falle  die 

angegebenen  Form  darstellen,  wenn  darin  Function   unter  dem   Integralseichen  in 

nur  eine  Wurzel  Torhanden  ist,  die  den  eine   unendliche  Reihe  entwickeln,    und 

aweiten  Gh-ad  nicht  überschreitet,  und  eine  die  letstere  integriren,  wodurch  man  das 

ganze    Function    der  Unbekannten   von  Integral  ebenüslls  in  Form  einer  unend- 

einem  ebenfalls  nicht  hOherm  Grade  als  liehen  Reihe  erhUt,   die  auch  im  Allge- 

dem  zweiten  enthält    Von  transcenden-  meinen  dann  oonrergiren  wird,  wenn  die 

ten  Functionen   sind  ebenfalls   die  mei*  erst^  Reihe  convergirt. 


10» 

Ist  ntmlidi : 

r(*)=yi(*)+y^(*)+y»(*)+  •  •  •  +y«W  +  V'»(*) 

eine    solcho   conTergirende  Entwicklung  von  f{x)  und  yf^(x)  der  Reit,   der  «ich 
also  mit  wachsendem  n  der  Nnll  nähert,  so  wird  anch  sein: 

/f(x)dx  ^  I    <pi(x)dx'\'l    7'a(«)rf»+/    if>^{x)dX'¥' 


pß  auf  dem  Integrationswege  begegnet,**  da- 

und  der  Restl     if/^(x)dx  wird  mit  wach-  mit  die  ReihenentwicUung  f£  das  In- 

•^  a  tegral  einen  Sinn  gebe, 

sendem  it  verschwinden,  wenn  das  Ar-  Jq   einem  gewissen  Falle  kann   aber 

gnment  ^^(x)  innerhalb  der  Orensen  der  die  Beihenentwicklung   ftür   das  Integral 

Integration,  also  awischen  a  und  ß  ver-  noch  dann  stattfinden,  wenn  die  f&r  das 

schwindet,  „somit  wird  die  Entwicklung  Argument  schon  aufgehört  hat  su  con- 

farff(jc)dx  also  convergiren,  wenn  die  vergiren. 

Entwicklung   von  f{x)  iir   alle  Werthe  Ist  nämlich 

reell  sind,  und  der  Weg  der  Integration  convergent  für  alle  Werthe  von  x=a 
auch  nur  durch  reelle  Werthe  von  x  bis  x=/9,  jedoch  die  Grenze  ß  nicht  ein- 
geht. „Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  geschlossen,  so  dass  die  Entwicklung  fUr 
mnss  die  Entwicklang  von  /*(«)  für  alle  f(ß)  also  nicht  mehr  stattfindet;  ist  aber 
Werthe  von  x  convergiren,   denen  man  die  Entwicklung: 

//»'            rf             pf^'  rf' 


noch  convergent  für  ß'^ß^   so    bleibt  Beispiele, 

diese  Beihenentwicklung  Ar  diesen  Fall       g^j  gegeben 
noch  richtig,  vorausgesetzt,  dass 


I     f{x)dx  und  die  Beihenentwicklung 


/dx^ 
lg« 


a  Die  untere  Grenze  dieses  Integrals  möge 

rechts  nicht  discontinuirlich  werden.  Null  sein.    Betaen  wir 

Denn  beide  Ausdriicke  rechts  und  links  jf  =  ~lg  ^» 

sind  continuirlich,  und  stimmen  ftir  alle   so  wird 
Werthe  von  ^  zwischen  a  und  ß  mit-  du— ^^ 

einander  flberein,  kOnnen  also  fttr  ^'i/9  ^^     x 

am  keine  endliche  Grösse  von  einander  und 

abweichen.     Die  am  häufigsten  vorkom-  .   _        ,  _       — vj 

mende  Beihenentwicklung  ist  die  nach  djr- -arrfy- -e    ^rfy, 

Fotenzreihen.  "^  ^ 

8«»  wird 

V                            also: 
und  convergire  diese  Entwicklung  zwi-               pX  ^        py      m'^V^y 
sehen  «=a  und  x=ß.  so  ist:  /     i —  =  / -sL, 

ß  +1     +1  ^       -^  +00   y 

/f{x)dx:^Xa  If       — ^      Y        Diese  beiden  in  bereits  bekannten  For- 
tt  ^\       p-f  1        /  men  nicht  darstellbare  Integrale  lassen 
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sich  also  dnrch  einftnder  ansdrflckeii.  Bas  fllry  noD  anch  Igjf  ins  unendliche  wichst; 

erstere  wird  auch  „Integrallogarithmus*'  jedoch   l&sst  sich   seigen,     dass  nichts 

genannt.  desto  weniger   cp(y)    ftx    diesen  Werth 

Wie  die  Tafeln  des  vorigen  Abschnittes  endlich  bleibt, 

zeigen,  l&sst  sich  jedes  Integral  von  der  Nimmt  man  nämlich  die  untere  Grenxe 

_,        rXdx          ^    .         ^.      1   -Et  des  Integrals  gleich  einer  zu  bestimmen- 

^""^  r~^'  '"'^  *"*  »tioimleFmic.  ^^  ZaU  i  «i,  w  ist 

lg« 

tion  Ton  x  ist,  anf  einen  entwickelbaren  pV  ^    Vdy 

Theü  und  einen  Integrallogarithmns  zu-  J    — - —  =  ?(y)~?W' 


rückfahren. 


Die  Beihe:  ^»'  ■«**««^  ^«™«' 

y+1.2      1.2-3^ 


a 

woraus  sich  ergibt 


^    ^^    1.2.3—s~  '  ^'(th-^ . 


e-y 


/ 


conTerj^  immer,  also  anch: 

y       f          1-2      1^2.3  ^^  ^  ist,  f(3f)  das  Integral  yon  f(y)iiy 

^^f     y*            ^  in  denselben  Grenzen  a  nnd  y  wie  das 

(""1)   i.2.3...«i  •  '  '»  eben  betrachtete  genommen. 

wenn  y  nicht  gleich  Nnll  ist,  nnd  man  ,  8«f  n«»  tFi^^^  *^'  ^   *^  '?'^  »^^T 

jji^j.     '  Ansdruck  f'(y)  immer  grosser  als  ^'(y) 

sein,   nnd  beide  Ausdrücke  sind  immer 
Cydy                      y*               y'  positir,  es  wird  also  sowohl  <p(y)~9(a) 
— — =lgy— y+  j^  g  Q— -^  2  g^^  als    auch  f(y)  immer  zunehmen,    wenn 
y  y    wächst,    der   erstere  Ausdruck    aber 
.    ^.s      y*                     ^  wird  langsamer  wachsen  als  der  zweite. 
("^)  1.2-*'<>f  ±*"+CoPa*>  Wird  nun 

Es  ist  noch  die  Constante  zu  bestim-  , 

men  aus  der  Bedingung,  dass  für  y  =  00  ^ 

das  Integral  NuB  werden  soll.  f(p^)  =  — 

Sei  ««* 

^/.A«io..,    Ml      y* y!_j....  «nd  es  wird  sein: 

9(y)-tey-y+rT2:2    1.2.3.3+    '  /x     ,n^i 

80  ist  ?(«)-?(«)<—• 

—  *•* 

f S^=:©(|i)4-C  ^®***  ™"^   *^*^  ^'^  *   ®^'^®  hinreichend 

00      y  grosse  Zahl,  so  wird  dieser  Werth  sich 

und  i^vi'  nm    eine   GhrOsse,   die    kleiner    als 

<p(oo)+C=0,  — ist,  von  ip(oo)  unterscheiden  können, 

*y  e    ^dy  _    ,  .       .V  also  zur  Berechnung  von  ^(00)  dienen 

QO     y  können,   da  —    nach  NuU   hin    con- 

Die  Entwicklung  des  Werthes  von  « (ao  )  ae 

ist  deshalb  nicht  ohne  Schwierigkeit, '  weil  vergirt. 


/ 


f 


El  ist  «.  B.  für  «=10  —<  0,0001, 


ae' 


««  «» 


also 

«p(oo)= 0,5772  •  •  •, 
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d*  ^iM  Abwriehimg  «nt  in  der  ftnAeB  BrnduMI«  stattfinden  kann.    Mithin 
-/oo^  =  'gy-»+ife-i:2?8T8- +1-2.8.4.4 (^772-.... 

*  _ 

Jedoch  nur  unter  der  Bedingung,  dass  y  positiv  sei. 

Da 

Sf  =  — lg« 
war,  so  setsidas  yorans,  dass  Igx  negatir,  also  x  kleiner  als  1  ist,  nndmanhat: 

wenn  x  kleiner  als  Eins  ist. 

Ist  X  grösser  als  Eins,  so  setst  man 

»=  +  lg«, 
und  erfaUt: 

-ü^  =/,g«^  =  •'^•■'••' 1^2+ rF8:8+- •  • +'^ 

und  wenn  man  die  Beihe 

'8»+»+iSr2 + rÄr  +  •  •  •  =  v<») 

setzt,  so  ist 
und 


/ 


Wir  haben  hier  die  untere  Grenze  vor  der  Hand  willkürlich  angenommen. 

Nimmt  man   dieselbe  gleich   1    oder  den,  wo  y= — Igx  gesetst  wurde, 
kleiner   als  1,   so  wird  das  Argument         pX        ^ 
unendlich,  wenn  man  sich  die  Quadratur        I  —  =  VOS') — ^^S  (!+<)• 

auf  dem  gradlinigten  Wege   ausgeführt      ^    1+e  ^^^ 

^•"^*-  Nihem  sich  aber  if  und  «  der  Null,  so 

Es  ist  nftmlich  lg  1  =  0.    Es  finden  also  verschwinden  in  den  Reihen  für 
die  Betrachtungen    des   Abschnitts   10)  ^[ — lg(l  —  <')] 

Anwendung.   Sei  k  kleiner  als  1,  so  ist:  und 

,    ^  V'pg(i+0] 

/l — o    j^  alle  Glieder  bis  auf  die  ersten,  und  es 

wv;='PI— lg(l-^)]— ?(— Ig^)-  wird: 
A       ^W  .V'ng(l+0]  =  lglg(l+0, 

Es  ist  nämlich,  wenn  <f  positiv  ist,   die        ?[— lg(l-<^)]=^g[— lg(l  — <^)]» 

zuerst  gegebene   EntwicUung  anzuwen-  so  dass  man  hat: 

/:  ?- =/rr--/:„  i^ = .w(.,-,(-..h.(-^). 

Da  aber  die  untere  Grenze   a  grösser  als  Eins 

}2(i if)      ff  nehmen,    wenn  die  obere  grOsser   als 

igU"»"*;        •  Macht  man  jedoch  um  den  Punkt  af=l 

mit  abnehmenden  cf  und  <  wird,   so  ist  hemm   eine  Ausbiegung,  lässt  also  die 

das  Integral  völlig  unbestimmt,  und  man  Variable  imagin&r  werden,  so  nimmt  "das 

muss  daher,    falls  man  die  Integration  Integral  je  nach  der  Wahl  des  Weges 

auf  einer  graden  Linie  fortfiUiren  will,  eine    ganz    bestimmte    Bedeutung    an. 


Wenn  nuua  i.  B.  dnen  nneitdlich  klei-    ■ 
lun   EalbkrelB   mit  Radiitt  r  UDl«r   der   t 
Abscfsseiiaxe   (d.  h.  anf  der  Seite,   wo 
die  Ordinaten  negativ  tlnd)  wählt,  lo  bat 

man  fOi  diesen  Wegi 

r^=  _  r"  _^S_ 


/: 


l  +  r*» 


Aber  für  nnend- 


Igd-r,»"):, 


18(1-') 


•  Igd-r.'')     ■'    •      '.'' 
Soll   der  Halbkreis  über  der   A.b»cii- 
■en-Axe   (d.   h.    da,   wo   die   Ordinalen 
positiv  lind)  liegen ,    lo  werden  die  In- 
tegra tionigrenien   dlescB  Weges   0    und 


/: 


L  aber  BDGEC  erstreckt, 
A  den  Absdseenwerth  1 
AD  =  AE  =  r  ist. 

Han  kann  aber  ancli  den  Weg  von 
B  bisO  nebmen,  dann  den  gonien  Kreis 
DQEF  beliebig  viele  Male  in  einer  oder 
der  andern  Bichtncg  entlang,  nnd  dann 
von  D  anf  dem  ersten  oder  dem  zweiten 
Wege  weiter  nach  C  gehen.  Es  wird 
dann  nnier  Aotdrack  bei  der  Unikrei- 
ning  noch   um    da«   Über  DGEFD  er- 

■treckte  Integnü  von    /  i—  vennelin. 

*)  Setzt  man  nimlich  f=p  +  qi,  nnd 
denkt  ilch  nnter  p  nnd  g  Cooi^inaten, 

p=l— rcoBy,  9=— riiDf, 


)  das  In-  Dies  Integral  aber  ist  gltich: 
a  Fnnht 


oder  gleich: 


Denkt  man  sieh  also  dieses  Umkrei- 
sen eine  beliebige  Aniahl  von  Malen 
fortgesettt,  eo  kommt 


+ V<lg  X)- 7  (- lgi)-K2f+l)/i, 


wo  t  eine  beliebige  poddv«  oder  Dtga- 
tlve  ganie  Zahl  in. 
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Das  Integral  hat  also.  iiBsadlich  Tiel       Mehrdentigkeit  findet  bei  diesem  Inte- 

Ton  n  Ton  einuider  onter.che.deii.  «^y^  ..^^  «,  l«ge  «  nicht  nn.ndUch 

D«  übrigen*  nur  Ar  «  =  1  die  Di.-  wird. 

eontinnitu  ron  j^  .Uttflndet,  «o.tenn  g^j  ^^it  immer  aber  brMcht  man 
nadi  den  Abschnitt  Id,  I.  Gesagten  kein  die  ganse  nnter  dem  Inlegralieiciien  be- 
andrer Integrationsweg  nene  Werthe  für  findliche  Function  in  eine  Beihe  an  ent- 
unser  Integral  eigeben.  wickeln.    Ist  s.  B. 

Denn  da   sieh  s.  B.  iwischen  BMC  CffxS^afxSdx 

und  BDGEC  kein  Discontinnit&tspnnkt  J '^^  ^^  ' 

befindet,  so  geben  beide  Wege  gleiche  gegeben,  nnd 

Werthe  fBr  unser  Integral.  «/  x     «     •« 

II.  Bestimmen  wir  noch  das  Integral  ^ 

/JE  _  ,  eine  conrergirende  Entwicklnng,    so  ist: 
e    *  dx<t  welches  in   der  Methode  p  /*0      v  . 

♦  /  Ä*)  9(«)  <te = Xa    I  ^^ («)  Ar, 

der  kleinsten  Quadrate  (siehe  den  ent-       ,.      .  .,.vj         «vj 

sprechenden  Artikel)  eine  wichtige  Bolle  '*"*  ®»  ist  dann  mögUch,  dass  sich  das 

spielt,    wie   überhaupt    in    der    Wahrr   Integral   lj^if(x)dx  bestimmen  lisst 

sdieinlichkeitsrechnung.  _,       *t,  ^   ■,     ^  .  ^        -»a 

Diese  Methode    findet   s.  B.  Anwen- 

Man  hat:  düng,  wenn  y{x)  eine  ExponentialgrOsse 

_^i_^       X*       X*  X*  oder  eine  trigonometrische  Function,  oder 

•        —  ^     J"  "*■  JTg  "  1»2«3  ^  '  *  *   •****  Quadratwurael   einer  gansen  alge- 
braischen Function  zweiter  Ordnung  Tor^ 

re-''dx^x^^4-±^  **""*• 

./   •  3       1*2  5  Ein  Beispiel  bietet  das  Integral  des 

elliptisdien  Bogens: 


1-2.3  7 


s+ 


rMw- 


eine    Beihe,    welche   immer   convergirt, 

und  also  zur  Berechnung  dieses  Integrals  bei  welchem  wir  snnehmen,  dass  e  klei* 

gebraucht  werden  kann,  was  auch  x  sei.   ner  als  1  ist    Man  hat 

.      r  1-^*  "J  •  V(l-*«)     ,=  1  1.2.3..- f. 2»  '     '  •V(l-«") 


•• 


=  arcsina?+-j-(«y(l—a:*)  —  aresin«)  +ga[{»"+i*)V(l— **)'-4«'««'»*] 


+  gj  K**  +  K+|fj*)ya-«")-|f§~^B5«*]  + 


Diese  Beihe  convergirt  sehr  stark,  wenn  e  ein  sehr  kleiner  Bmeh  ist.     Ist  leta- 
teres  nicht  der  Fall,  so  kann  man  setsen : 

Kl-€>*«)  =  V[l-e»+e»  (1-x.)]  =  sV(l-«»)|/l+-5j^^ 

und  es  wird: 


yl— e»«»_^/^^     1-e«  „.,     1-e«         ,    (l-e^)' 


..Jizü)! 1 


n4 

J     y  1-*'      ■■  ^  4e»  *i-a:      16««   lr=r«  +  *'«i::i/ 

eine  Reihe,  welche  gut  convetgirt,  we&n  e  der  Eins  sehr  nahe  liegt. 

Auch  das  theilweise  Integriren  bietet  ein  Mittel  mr  Beihenentwiekhnu:  dar. 
Man  hat: 

oder  in  der  Lagrangeschen  Bezeichnung: 
Jf{x)  dx  =  xf{x)  -  Jxf'ix)  dx 

ßcr{x)dxzzi  x*r(x)-^fx^r(x)  dx 

fxT\x)dxzz^^f'\x)^J^x*r\x)  dx 

fx-''f(-''\x)dx.lxY'''%)'-lßY%)äx. 
also: 

Also  wenn  man  als  die  Grenzen  des  Integrals  x  nnd  cc  annimmt: 

1.2.8--II  Ja 

Diese  Reihe  convergirt  also  immer,  wenn  der  Ansdrack      /      x^  f^\x)dx     mit 

•^    a 
wachsendem  n  si^h  der  Nnll  nfthert. 

In  Abschnitt  6)  wurde  die  Formel  bewiesen: 

ß  B 

f    (fix)f{x)dx=f[a-hi(ß'^)]  r    ^(x)dx, 

wo  e  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  q(x)  zwischen  den  Grenzen  a  und  ß  sein 
Zeichen  nicht  ändert. 

Wenden  wir  dies  auf  das  Integral    f      so^ p^\x)dx  an,   bei   welchem  wir 


a 


Toraussetson,   dass  a  und  x  gleiche  Vorzeichen  haben,  dann  wird  auch  x     iwi- 
schen  a  und  x  seine  Zeichen  nicht  Andern,  und  man  hat: 

«-/(")(.)*c=^(-W.(«-a)]52-_^L_J, 


U5 


9Xao: 


"'W-t-1.2'   W       1.2.8'     ^  '^  1.2>3>"i>— 1 

ein  Ansdnick,  Ton  dem  der  letzte  nach  Potenzen  von  a  geordnete  Theil  yer- 
schwindet,  wenn  man  die  nntere  Integrationsgrenze  gleich  Null  nimmt 

Selbstrerst&ndlich  kann  anch  die  theilweise  Integration  in  andrer,  als  der  hier 
gegebenen  Weise  fortgesetzt  werden,  und  so  zu  BeihenentwicUnngen  führen,  wo- 
Ton  wir  hier  noch  ein  Beispiel  geben  wollen: 

/*       j»  — ^*       T  *       — «> 

€         dx:zxe        +21      x*t        dx 


f     *«""*'«*»= i«»a""*'+|  A*    a?*e""**rf« 


X 


«*e^*  d:r=|«»e    *  +J  /      «•«*<*« 


Also  wenn  man  diese  Resultate  vereinigt: 

2^       »1«  ■     2*+'     r*>+»«-**A,i 

5*    ■*'8-5-7.-.(2i.+l)J   .  ^' 


^8.5'7  —  (2«+l)      ^8-5'7---(2i»+l). 

J  0  2fi+8 

wo  ff  ein  ächter  Bmch  ist.    Dannn  der  Ansdmck: 

8-5«7««.2»4-lJ  0  d-5-7-«*2fi+l  2»+3 

selbst  bei  wachsendem  n  über  alle  Grenzen  abnimmt,  da  die  wachsenden  Factoren 
des  Kenner,  die  sich  gleichbleibenden  des  Zähler 

(2aj>)  .  (2**)  (2»»)  •  •  • 

znletst  nm  jede  beliebige  GrOsse  übertreffen  müssen,   so  conrergirt  die  Entwick- 
lung, und  man  hat: 
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31)    MechaniBche  Qaadratur.  Dagegen  ergibt  Bich  zur  annihemden 

rk:     V  u       T  X       x*  t    ■,     Berechnung  der  Integrale  unmittelbar  ans 

durch  Beihen  irt  an  die  ConvergeMbe-  ,e„         ^^^  ^^y^    ^^^  rilgemein  i«l- 
dingongen  gebunden,   also  nicht  aUge-   tige  Methode. 
mem  anwendbar.  'b.  war  nbnlicb: 

/«« 
/•(*)Ar=liin [(*,-*,)/■(*,)+(*,-»,)/•(«,)+(*,-*,)/•(*,)+  •  .  . 

WO  a?i,  a?g  •  •  •  *p_|  »wischen  j:^  und  eher  Funkt   nicht   befindet    (siehe  Ab- 

jg  "  schnitt  13).  Wir  werden  hier  annehmen, 

•  p  liegende Zwischenwerthe  sind,  welche  dass  x^  und  x    reell,  und  also  der  In- 

durch  den  Integrationsweg  bestimmt  wer-  ^        ^  ?.     *  v    .  .     ^ 

den.  Hat  fix)  keinen  mehrfachen  und  SÄJlILZni;«  ^"!!nd™  ^fk«^« 
keinen  Discontinuitätspunkt,  so  kann  im-  ^**  »«trwttungen  ftr  andre  FÜle  keine 
mer  die  von  *,  und  w    begrenste  grade   "^^'^^  Schwierigkeiten  machen. 

Linie   genommen   werden,   wie  ja  stete       Nimmt  man  die  Unterschiede  x^—x^, 

»wei  Wege  mit  einander  vertausdit  wer-   X2—x^*»»x  —x  _.  hinreichend  klein, 

den   können,  die   zwischen  jr*   und  x  .■.•,''      ''Jjajlj 

^  p   so  wird  der  enteprechende  Ausdruck,  der 

liegen,  und  zwischen  denen  sich  ein  sol-   sich  unter  dem  Zeichen  lim.  befindet : 
,i4  =  (x.-jr,)/-(irj4-(4:,-xJ/'(j:,)+(j:,-:r,)/-(jr,)4-  •  •  •  H^^-^^^^fi»^) 

einen  Näherungswerth  für     /        f{x  )dx  geben,  da,  wenn  diese  Differenzen  un- 

endlich  klein  sind,  das  bestimmte  Integral  selbst  erscheint.  Vorausgesetzt  ist 
natürlich,  dass  jedes  Glied  unsrer  Summe:  (x  —x  _.)f{x  )  nach  Null  hin  con- 

vergirt,  wenn  sich  x^  und  x^  _  ^  einander  nähern. 
Uebrigens  ist  auch: 


f  ^nx)dx=liml(x,-^x.)f(x.)+{x,-x,)f(x,)H',-'X,)nx,)-^  .  .  . 

da  die  Grossen  (*, -""^j  _  j)  A^,)  »"»d  (x  --x  _.)f{x  _,)  nur  einen  yerschwin- 
denden  Unterschied  haben.    Es  ist  also  auch 

ein  Ann&herungswerth  unseres  Integrals. 

Man  kann  aber  auch  statt  eines   unserer  beiden  Werthe,  die  arithmetische 
Mitte  beider  nehmen,  also: 

und  dieser  Ausdruck  wird  jedenfalls  dem  nehmen  bleibe ,  so  wird  offenbar  A  zu 

wahren  Werth  des  Integrals   nfther  lie-  gross,   B  zu  klein  sein,    wfthrend  das 

gen,    als  einer  der  beiden  zuerst  gege-  Gegenthoil   stattfindet,    wenn   f(x)  stets 

benen  A  und  B,  n&mlich   als  derjenige,  abnimmt,  und  in  diesem  Falle  wird  also 

welcher  am  weitesten  von  diesem  wahren  der  Ausdruck  C  als  Mitte  zwischen  einem 

Werthe  entfernt  ist.  zu  grossen  und  einem  zu  kleinen  Werth, 

Nimmt  man   noch  an,   dass  auf  dem  diesen  beiden  voriuaiehen  sein, 
ganzen  Integrationswege  f(x)  sein  Zei-       Die  Ausdrücke  A^  jß,  C  sind  aber  auch 

eben  nicht  wechsele  und  stets   im  Zu-  einer  geometrischen  Deutung  fllhig. 


Fig.  39.  Dnd  u  Jit  Uar,  dau  wenn  man  di«  An- 

zahl der  Theilpankle  a,  n,  a,  .  ,  ,  gleich 
p-|-l    anaimmt,    die  Summe   der  Becbl- 

a*  t,  a,  e,  +  a,6,  a,e,  +  a,  it«i'a 
+0,6,  a,  e,+  .. .  gleich  B, 
die  Summe  der  Redilecke: 

"•«.  «1  *i+«iei«i*a  +  ^i'("t*« 
+  a,«,a,A,+  ...gleich  A, 
die  Summ«  der  Tnpeie: 

a.A,  a,6, +a,  A,  o,  t,  +  a,  ft,«,t, 
+  '(«ia.i,  +  >--gl«ich  C 
Set  die  Cnrre  (Fig.  29.)  i.4,*.i.4.    l'^    *"'  dn-i   AiudrOcke  aber   nihcrc 
derart  be.ümmt,  da.«  ihre  Gleichung  die   "^°'  "1°"  'l'«^'"'^«  «.«.«,<.,«.  ein- 
Pjj  ^  "  ander  nlher  rucken,  dem  yon  der  Curve, 

„  —  f/-\  der  AbicitieuBxe  und  zwei  Ordinalen  ba- 

)^^]y^  y-'^  >  greniten  Ebenenttflcke    u,^,6^a^  and 

diei   ist  also  der  wahre  Werth  das  In- 
Sei  o.a^   ein  Stück  der  Abibitionazs   tegrals. 
und  mOgen  den  Funkten  i?    li  .vi.      i  <.  ^<.  •      ,      n    i 

"  Es  bleibt  indess  noch  fibng,  den  Qrad 

"o  «»  "i  «•  «1  derAnnAfaermtg  der  AnsdrSeke  jl,i),  Cia 

die  Abiciiaenwerthe  bestimmen. 

«,*,  *,i,x.  Wir    . 

entiprechen,  so  sind  die  Ordinalen  d^^n''  -  — 

«•*.1    «1*1.    «li.l    «1*1.   "***  —"-1       -».-s      "'""'ii         p— I 

'    ,    ,,.  alle  daatelbe  Zeichen  haben.    Wir  neh- 

Mittprechend  gleich  „^^  ai„  ^  j,^^^^  ^^ 

^(«.).  /■(«.).  rt«.),  /{«.).  /('.).  Nnn  ist: 

«p_l  .  =  0     J   X, 

Wir  Htien  hierin 

X  =  «,+••. 

Es  werden  dann  die  Oremea  der  Integration 
u=0  ffir  x=x 


'   X,  1=0     '    • 

Ei  e^bt  sich  aber  durch  theilweises  Integriren: 
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Durch  Sammation  der  den  venchiedeneii  Werthen  Ton  s  entsprechenden  In- 
tegrale erhält  man  einen  Anadmck,  dessen  entwickelter  Theil  mit  dem  Werthe 
Ton  Ä  Qbereinstimmt,  nnd  es  ist  also: 

Da  aber  die  Orösse  «  swischen  0  nnd  x  .  .  — jr.  ihr  Zeichen  nicht  ändert,    so 
hat  man  ancfa  (yergleiche  Abschnitt  6) 

wo  s  ein  posittrer  echter  Brach  ist.    lian  hat  also: 

"Dw  unter  der  Summe  befindliche  Theil   aber   verschwindet,   wenn  die  Differenz 
«  I  .  — X     abnimmt»  nnd  f'(x)  nicht  unendlich  wird.     A  gibt  also  in  diesem 

FaÜe  einen  Käherungswerth. 
8etsen  wir  in  den  Ausdruck 


/ 


so  wird: 

«=0  fBr  «=a?  .  j, 
also: 


und 

Es  wird  also  wieder,  wenn  man  die  den  yerschiedenen  Werthen  ron  x  entspre- 
chenden Integrale  addirt:. 

/Xp  S^p 1     /mXgA.1 — Xg 

'f(x)dx=B+     f     /  -/"(*,+t -•)*• 

Xg  f  -.  0  g 

oder  wenn  &  ein  positiver  echter  Bruch  ist: 

*^    X^  fZiO  ' 

Aus  den  beiden  Formen  ttx  das  gesuchte  Integral  ergibt  sich  noch,  dass  falls 
f\x)  während  der  Integration  sein  Zeichen  nidit  ändert,  einer  der  Werthe  A 
und  B  stets  zu  klein,  der  andere  aber  su  gross  ist,  und  zwar  ist,  falls  f\x)  po- 
sitiv ist,  also  der  Werth  von  f{x)  immer  wächst,  B  zu  klein,  im  entgegengesetz- 
ten Falle  A  zu  klein. 
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IHirdi  Addition  der  beiden  Werthe  unseres  Integrals  ergibt  sich  no<A: 

/*«  A-A-R     '-—P — *       /»*f  •+•1  ~"*J 


oder: 


Es  scheint  in    allen  drei  Ausdrücken  statt,  wenn  f'(x)  nnendlich  wird,  Torans- 
hier  die  Bedingung,   dasa  A,  B  und  C  gesetzt,  dass  f{x)  seine  Continnität  nicht 
^ftherungswerthe  för  unser  Integral  ge-   yerliert.    Es  sei  z.  B. 
ben,  davon  abzuhängen,    dass  f^(z)  auf 

dem    IntegratioDswege    nicht    unendlich  fi^J^^i 

wftre.     Jedoch  ist  dies   nicht  der  Fall. 
Die  Ann&hemng  findet  auch  dann  noch  so  wird: 

f    nx)dxzz  C'q'^*  f(x)dx+ fl         f(x)dx, 

wenn  §  taiäd'  Ins  unendliche  abnehmen; 
denn  da 
Fall  eines 

Werth  Yon  d-  und  §  abh&ngt,  nicht  ein-   gegeben,  wo  f(x)  innerhalb  der  Integra- 

treten.  tionsgrenzen  continnirlich  bleibt.      Der 

Entwickelt  man  nun  die  beiden  Theil-  Bequemlichkeit   wegen    bringen   wir  ea 

Integrale  jedoch   anf  die  Ghrenzen  NuU  und  Eins, 


f  undi^  Ins  Unendliche  abnehmen;  pXp 

da  f(x)  endlich   bleibt,   kann  der       Sei  wieder  das  Integral    1       f(x)dx 

nnes  singul&ren  Integrals,   wo  der  «^    x^ 


f 


Xg—g  indem  wir  setzen: 


•  ffir  x=x^  wird  in  der  That  uriO, 

»*  für  4f=x    wird  i«=:l; 

f(x)dx  .  V  ^ 

JPp+^  ist  noch 

ganz  nach  der  obigen  Weise,  so  wird  ^  p      •^'^  •.'>  p      •''  -•   7^  ^    . 

der  erste  Theil  der  Summe  beider  be-  bo  ^^^  man  es  mit  dem  Integral 

zftgllch  mit  il,  fi,   C  zusammenfallen,  p^ 

wenn  i  und  9^  verschwinden,  der  Best  I     (f(u)du  zu  thun. 

aber  den  Ausdruck  f'{xj  nicht  enthalten,  ^   0 

w^      ?,.  V       ^    L  Seien  jetzt  a.,  a«  •  •  •  ä    Zwiscben- 

also   ersterer  ins  Unendliche  abnehmen,  «^          i      j             ^ 

wenn     die     Differenz    «   .  ,  —  *      rer-  werflie  zwischen  Kuli  und  Eins  ganz  wie 

*+■        *  im  vorigen  Abschnitte.  Wir  wollen  aber 

schwindet  jetat  die  Function  (f(u)  durch  eine  an- 

82)    Die  im  Torigen  Abschnitte  ent-  dere  ersetzen,  da  es  nicht  auf  den  tfir 

wickelte  Theorie  gibt  eine  Art  der  me-  gemeinen  Werth  derselben,  sondern  nur 

chanischen  Quadratur.     Im  Allgemeinen  auf  die  Werthe  ^(ä,),  y(<»,)  •  •  •  y(ö^ 

aber  bezeichnet    man   mit  diesem  Aüi-  ankommt.    Wir  suchen  also  eine  ganze 

drack  jedes  «nnfthernde  Integrationsver-  algebraische  Function  v(«),  welche  für 

fahren,  wobei  statt  der  Diffcrenziale  end-  ^«.^      ^^^    ...  „-^    ^j^      /^\  ,^. 

liehe,  aber  kleine  Differenzen  genommen  ^ '          '                  ** 

werden.  sammenfallen  soll. 

Es    sollen    hier    noch    einige    Arten  Es  ist  dies  die  bekannte  Aufgabe  der 

der  mechanischen  Quadratur  entwickelt  Interpolation,    deren  LOsnng    darin   be- 

werden.  steht,  dass  man  setzt: 

7Ö0  "  r(«i)(*~«.)  ■*'rv.)(^-<».)  //'(«.)('-«.)        v'(-n)(*-*ii) 
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Nimmt  man  m,  dmt 

ist,  Bo  wird  für:  • 

xz:a^,  x  =  a^  .  .  .  x  =  a 

diese  Gleichang  identisch,  also: 

'^  ^  '^  V(«.)(«— .) + /"(-.)(«-«.) + /"(-.)(*-«.)+  -  +r(«j(x—^- 

Es  ist  also  vK')  ein  ganzes  Polynom   Ist 
vom  »  — Iten  Grade,  welches  nnsre  Be-  «        ^  ir/  \j 

dingnng  erfüllt.     Man  erseut  dann  das  K  =~-  1     ü^ll^^ 

Integral    #     if(u)4u   durch    das   immer  so  erhUt  man: 

su  berechnende  /     i/'{u)duy  wobei  man    «^   o  .  «^    ^ 

•/   0  •  *  •    «"   ff-^jt* 

einen  Fehler  begeht,  der  gleich  Es  ist  aber 

ist,  oder  gleich:  imd 

'         J^'^''^}^     u.^    -.     m-*)=(l-*)(l-/i-*)(l-2^^x)... 
wo  «  em  positiver  echter  Brach  ist,   wie  >/vr-/\r/ 

sidi  ergibt,  wenn  man  das  in  Abschnitt  6  ^  , 

Gesagte  hier  anwendet.     Da  nnn  f(u)  «»" * 

nnd  v<«)  conÜMiiriiiAe  Functionen  sind,  •  •  •  V<--«K^»)  =  (— 1/       /*(*), 

die  f»  mal  gleich  werden,  so  wird  y  (i) — ^(«)     . 

der  Nnll  sehr  nahe  kommen,  wenn  n       ^* 

gross  wird.  £ 

Sind  z.  B.  die  Differenaen:  ^'(1— *)=(— IVTW, 

gleich  und  gleich  ^,  /"(«)  =  (—1)T(1-*). 

a  -0  Ä  -1  worauf  sich  ergibt; 

Inrser  .  - 

9(0)=^o;  y(^)=^i.  ir(2iM)=i<«  ....  Schreibt   man   femer  1— y  für  *,  so 

W)=V  kommt: 

so  ist 


1 

—  =  « 

nnd 

.=1 


J  0*—*/«    "^  o(l— V)-J 


•b«r: 

1 


('(ff)!  o*—f  f'0--»H)J  o»-l+»«»' 


d.h. 


'■='G4 


m 

E«  ist  «btr  ueh: 


und 

1 


+ 


*r(0)  ^  (^-A'W)    ('-2A*)r(2/4)  ^  '  •  •  ^(«-i)r(i) "  n^y 

eine   bekannte  Fonnel,   di6  sich  leicht  nnendlich  klein  annehmen;  es  wird  dann 
rerifidren  lässt.  Sie  wird  n&mlich  iden-  das  Glied  links: 
tisch  Ar  ap=0,  x=f4,  x  =  2u  .  .  ,  x  =  l 
und  nnendlich    gross,    folglich   ist   der  ^ 

umgekehrte  WerSi  des  Gliedes  links  mit  *r(Oy 

fix)  nbereinstimmend  bis  auf  einen  con-    ,,.«,.        ,«,   ., 
stanten  Factor,    da  beides  ganze  alge-    ^»  ^i«  übrigen  Theile  gegen  den  ersten 
braische  Functionen   w-hlter  Ordnung  ▼»^^hwinden.  Der  Ausdruck  rechts  .aber 
Bind,    welche  gleichseitig  Null   werden.   ^ 
Was  nun  den  constanten  Factor  anbe-  2 

trifft,  so  bestimmen  wir  denselben,    in-  jr-:- 

dem  wir  ' '*^ 

«=c  Nun  ist 

aber 

r(0)  bekannOich  gleich  (-l)"l.2.3....i»/«^ 

wonadi  die  Ausdrücke  rechts  und  links  Tollig  gleich  sind,   also   der  constante 
Factor  links  gleich  der  Einheit  sein  muss. 


Es  ist  also: 


Der  Ausdruck 


K.-fÄ^j+Är,+  . .  .+üc^=i. 


wo 


A*)=«(«-A«)(*-2.tt)  .  .  .  («-«/*) 
ist,  kann  leicht  berechnet  werden,  woraus  sich  dann  der  Werth  von 


0 

oder  der  NUierungswerth  yon 


y  y<'>^ 


0 
ergibt 


f    ^(x)äx  =  K.A.+K,A,+K^Ä^+  .  .  .  +K^A^ 


Die  folgende  Tafel  gibt  diese  K&hernngswerthe   für  jede  gegebene  Anzahl 
der  Ordinaten  A^,  il|,  il,  .  .  .  von  2  bis  11,  wobei  bemerkt  wird,  dass  A^  den 

Werth  Yon  y(«^)  Torstellt. 
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Anzahl 

der 

ZwiBchen- 

werthe. 


Nähernngswerthe. 


2 
8 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


2 

6 

8 

7iio-f32ii,-H2^,+82i*,+7il, 
90 

19^^-h75.ii,  -H50ii.+60ii,  4-76il4+lMi 

288 

41iia4-216ii|-f27ii^+272ii,-f27ii^+216ii,+41il, 

840 
761il>+3677i4t+1328ii3+2989A,+2989it^+ .. , 

17280 

989ii^+5888ii,~928ii,+10496ii,~4640ii,-H0496ii,—  ..> 

2835 

2857ii^ +15741ii  ^ +1080^. +1934U,  +5778ii4  +5778ii,  +  . . . 

89600 

58w5 


Bei  diesen  Ausdrucken  wurden  die  lete- 
ten  Glieder  snm  Theil  weggelassen,,  da 
ihre  Coeffidenten  sich  symmetrisch  an 
die  ersten  anschliessen,  nnd  daher  leicht 
zu  ergftnxen  sind. 

Man  sieht,  dass  dies  Integrationsver« 
üshren  nur  dann  mit  dem  im  Torigen 
Abschnitt  gegebenen  11bereinsthnmt,wenn 
die  Ansaht  der  Zwischenwerthe  2  ist. 

Uebrigens  haben  beide  mechanischen 
Quadraturen  den  Vortheil  gemein,  dass 
man  sie  auch  dann  noch  anwenden  kann, 
wenn  die  allgemeine  Form  von  (f(x)  gar 
nicht  gegeben,  sondern  dieser  Ausdruck 
nur  fttr  gewisse  Werthe 

bekannt  ist  Dieser  Vortheil  ist  f&r  die 
Anwendung  in  der  Physik,  Astronomie 


u.  s.  w.  nicht  gering  ansusdilagen,  und 
macht  auch  dann  noch  eine  annShemde 
Integration  möglich,  wenn  gewisse  Func- 
tionen nur  durch  die  Werthe  bekannt 
sind,  welche  sie  in  bestimmten  F&llen 
annehmen,  die  sich  durch  Beobachtun- 
gen bestimmen  lassen.  Z.  B.  ist  dies 
der  Fall,  wenn  ^(x)  die  Temperatur 
eines  gewissen  Tages  oder  Jahns  als 
Function  der  Zeit  ausdrückt,  wo  ron 
einem  analytischen  Gksetse  nicht  fikglich 
die  Bede  sein  kann. 

83)  Die  im  vorigen  Abschnitte  gege- 
bene Methode  der  Quadratur  rührt  wie 
die  folgende,  die  wir  schliesslich  noch 
geben,  ron  Gauss  her. 

Es  sei  wie  Torhin: 


V<«)=/(*)[^ 


9(«i) 


9(««) 


<ßM 


(«i)(«-«i)  ^r(«,)(«^.)  ^r(«.)(*-^.) 


+ 


:J 


Sei  nun: 


y(*)=^«)+F/(«). 


1« 

so  wird  bei  der  Anwendnng  des  im  Torigen  Absdmitte  gegebenen  Vedahrenf 
der  Fehler  sein  gleidi: 


Sei  nQtt  f{<r)  in  eine  Beihe  nach  steigenden  Potenzen  ron  x  entwickelt, 
also: 

lo  ist: 

fix)  -  f(x)  +  ^' 

aber  ^^  enthilt  keine  ganze  Function  von  x,  es  ist  also  V  der  Quotient  der 
Entwicklnng  Ton  ^tt-t,  ^(jt)  der  DiTisionsrest.  um  V  in  erhalten,  kann 
man  nnn  ^=-r  nach  fallenden  Potenzen  Yon  x  entwickeln: 

1     =:^+.£l.  +  ^  ^' 


+  ... 


und  diese  Beihe  mit  ^(x)  mnltipUciren;   F  ist  dann  der  Inbegriff  aller  Glieder, 
welche  podtiTe  Exponenten  haben. 

Man  erhUt: 

+ 

oder  irean  num  aadi  den  Coettdenten  C  ordnet: 

r=c^ir.+c^^,(V+Ä,)+c«+,(V+*i'+«i)+ 

hiemadt  wbd  der  FeUer  sein: 


•    •     • 


'^^n-\-if   (^i^'+^i^+^i) /(«)<*«+••• 


0 

Es  sollen  jetst  die  Zwischenwerthe  «i»  «t  •  •  *  ^m  vi€tA  willkärlich,  sondern 

so  bestimmt  werden,  dass  die  n  ersten  Glieder  dieses  Fehlers  oder,  was  dassdbe 
ist,  die  Integrale: 

r\(x)dx,  r  mf{x)4x,  r\^f(x)dx...  r  »^-vw*«« 

•/O  •'0  •'0  •'0 

rerschwinden,  es  fallen  dann  die  Coeffidenten  C^,  ^n+l*  ^«+2'  *  •  '  ^a«— l 
gana  weg  nnd  der  Fehler  hangt  nnr  von  C^^  ^3fi+ 1  •  •  •  ^^* 
Knn  ist: 

/«•*  nx)dxzij^ff{x)dx^m/[x'^'^  Vf{')^]  ^  =ix^ff{x)dx'-mx^^  ^M»)^ 

9* 
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und  indem  man  Bo  fortf&hrt: 

+m(m«l)x**-y[/(//(*)(fe)ix]d:r—  .  .  . 
(«1)«  («_i)  (««2)  .  .  .  2  .  l//(«)rf»~"*"* . 
wenn  man  tdM X f{x)dx'^'^    du  m+lfache  Integral: 

/[/(/•  •  •  Wf(x)dx)dx)dx]  .  ..  dx 
bezeichnen  will. 

Damit  also  die  Integrale: 

•/    0  *^    0  *^     0 

yerschwinden,  ist  es  nöthig,  dass  auch: 

//(x)(te,  /f{x)dx\  /f{x)dx*  .  .  .,  f/{x)di^ 
gleich  Nnll  werden.    Setzt  man  nnn: 

/r(x)dx''=(x^^xf, 
so  ist: 


dx 


Jf{z)dx*-^  =  '''^'!~*^"=  »(«  -l)(«»-^)*-'(2r-l)'  +2K«'-«)''"'. 


Alle  Differenzialcoeffidenten  von  («*  — x)**  bis  indnsive  ztmi  n — Iten  ent- 
halten aber  den  Factor  o;* — ar;- setzt  man  Eins  für  »  nnd  Null  för  x,  so  yer- 
schwindet  derselbe,  also  werden  alle  diese  Integrale  in  den  Grenzen  Knll  nnd 
Eins  genonunen  verschwinden. 

Damit  nun 

/*A*)<te*=(»»-«)».  /(,)=^i-^ 

seil  entwickelt  man  {x^^x)    nach  dem  binomischen  Satze.    Es  ergibt  sich: 

nnd  durch  n  maliges  Differenzüren : 

n!  ^{x^-'xf  _    n         n/n/(2n~l)/        ti— i         n/n/(2n-2)/        i»— 2 
^'        dx^        ^*       l/ii— 1/»— l/2fi.'*        ■**  2/11-2/ 11-2  I2nl* 

fi!»l(2n-3)!        w-3 


3!ii-^In-312iil 


2  M 

es  bedeuten  hier  fi|,  n,  .  .  .  «   die  Bi-  gen  Schiftsse  zu  ftndem  zn  (x  — x)     hin- 

nomialcoefficienten,     »!    den    Ausdruck  zugefCLgt  werden.    Die  Wurzeln  der  Qlei- 

1.2.3...n.  ehnng 

Dies    zuletzt    entwickelte   Polynomen  <<'*(x* — *)^_t,  v    r^ 

muss  für  /(«)  genommen  werden.     Der  JJ       ^/^«)=0 

Factor  =--r  n&mlich  kann  ohne  die  obi-  .   ,    ,  .^.        "  ,  .  ,        , , 

2fil  smd  dann   positire  nnd  ungleiche  echte 
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weldi«  die  Werthe  von  a^,  «„  «,  •  .  ,  «^  geben,  zu  welchen  die  Ana- 


Es  sei  wieder: 


/(a  )  berechnet  werden  müssen  *). 


-.--f. 


f(x)dx 


so  bat  man: 


or(«^)(*-y 

7(*)rf«=JSf,/(«.)+JSf,/(«,)+ 


Ä./'W- 


Die  folgende  Tafel  enthält  die  Werthe  von  a  nnd  K^  wenn  die  Aniahl  der 
Zwischenwerthe  bekannt  ist. 


Anzahl  der 
Zwiselienwertlie. 

2 


Äj=a21132487 
«,=0,78867513 

a|=ail270167 
<i,  =0,50000000 
«,=0,88729833 

«,=0,06943184 
«,=0,33000948 
«,=0,66999062 
«4=0,93056816 

«1=0,04691008 
«,=0,23076534 
«,=0,50000000 
«4=0,76923466 
«,=0,95308992 


*)  Dass  die  Gleichung 


=  0, 


dx 


welche  offenbar  vom  fiten  Grade  ist, 
wirklich  »  verschiedene  positive  Brüche 
za  Wurzeln  habe,  ist  leicht  in  folgen- 
der Weise  einzusehen.  Der  Ausdruck 

(«*— x)**  hat  zwei  n fache  Wurzeln  0 
und  1,  zwischen  beiden  also  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  welches  übrigens 

gleidi  i  ist,  da  ^^"^7"^  =  0  die- 
sen  Werth  gibt    Die  Gleichung 

dx  """ 
hat  die  beiden  Wurzeln  Null  und  Eins 
noch,  diese  sind  aber  n— Ifach,  aus- 
serdem j-  als  Wuczel;  da  diese  Glei- 
chung Tom  2»— Iten  Grade  ist,  so  sind 
weiter  keine  Wurzeln  Torhanden,  und 
^  ist  eine  einfache  Wurzel.  Es  müssen 
also  zwischen  0  und  ^  und  z?rischen 
^  nnd  1  Maxima  bezüglich  Minima  von 

-    -  liegen,  welche  die  Gleichung 


dx 


Jf ,  =0,17392742 
If,  =0,82607258 

Jir,=jsr. 

K,  =0,11846344 
#r,=  0,23931484 
/r,  =0,28444444 

K.=ir, 


erfüllen,  und  die  wir  mit  aund  ß  be- 
zeichnen. Die  letzte  Gleichung  hat  also 
die  ti'2fachen  Wurzeln  0  und  Ir,  aus- 
serdem die  einfachen  a  und  /?,  also 
liegen  zwischen  0  und  o,  a  und  /f, 
ß  und  1   Maxima  oder  Minima  Ton 

—  j  ^       t  deren  Werthe  «,,  j5„  y^ 

•  dx 

seien,  und  Gleichung 

d^jx^'-xf^^ 
dx* 

«         • 

hat  die  Wurzeln  cTp  /9„  )/|,  Null  und 
Eins.  Die  beiden  letztem  sindn— 2fach, 
die  übrigen  einfach.  Indem  man  so 
fortfährt,  stellen  sich  4,  5  .  .  .  Wur- 
zeln zwischen  Kuli  und  Eins  für 
die  hohem  Differenzialquotienten  von 

(««  —  «)•  ein,  und  die  Wurzeln  Null 
und  Eins  werden  um  je  einen  Ghrad 

niedriger.   Bei  ^-^ ^ 


=0 


yerschwin- 


dx 


den  die  letztem  ganz,  und  die  Anzahl 
der  einfachen  zwischen  Null  und  Eins 
liegenden  Wurzeln  ist  fi.  Mehr  sind 
ni^t  möglich,  da  dieser  Ansdmck  vom 
nten  Grade  ist. 
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DiM Inlegr«tioiunreifthfen  ist  dann  anr      34)  Doppelte  and  Tielfache  Ift- 

wendbar,  wenn  man  zwar  die  Form  der  tegrale. 
Function  (f'(x)  n|cht  kennt,  jedoch  die- 
selbe    für    beliebige    gegebene  Werthe       ***  *®* 
«1,  <f,  .  .  .  zu  berechnen  im  Stande  ist;  ^^ 

es  verliert  aber  seinen  Natzen,  wenn  diese  /      f(x,«)dx^a(y). 

Werthe  0|,  a«  ...  selbst  gegeben  sind.  J  x^ 

Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten   «,.-»       ,  ,.        ^\       , 

gegebenen  Methoden  der  mechanischen  »«*  der  Berechnung  dieses  Integrales  ist 
Quadratur  bleiben  dann  noch  anwendbar.  V  /^\^  constant  betrachtet.  Wir  setawn 
In  diesem  und  dem  vorigen  Abschnitte  ^^^'^  «un&chst  voraus,  dass  die  Grea- 
sind  wir  der  Darstellung  in  „Minding's  ««>»  *•  ^^^  ^  ^o»  V  inabhangig  sind. 
Jahrbuch  der  Differenzial-  und  Integral-  Es  ist  dann  nach  unserer  Bezeichnung: 
rechnung*'  gefolgt 

und  folglich 


g(3i)dy=:J        J       f{x,y)dxdy=    .  .  . 


3fo  ^  y*"^  *• 


=(yi-yo)[(«i-*o)/(«i»yi)+(»^-«i)/(«i.yi)+{««-««)/i;«t.yi)+  . .. 

+  (*p-*p-i)/'(«p.yt)l 


+(yr~yr-i)K*»~*»J^**'yP+(*«""*»)^*«'yP"*"(*»""*>)'^*«»yP+  •  •  • 

+  (Xp-*,_j)A^p,yr)]. 
Setzt  man  noch 

yo 

also: 

V<*)=(yi-yo)/(«»yi)+(y.-yi)/(*>y0+  •  ••  •4-(y,.-yr«i)A(*»yp, 

so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Ausdruck     /       tp(x)dx  völlig   mit   dem   obigen 

übereinstimmt,   wenn    man  die  vertical  unter  einander  stehenden  Glieder  zusam- 
menstellt, und  man  hat  daher: 


y,{zyx=J      f^)dff 


*•  ^  y« 

oder: 


^  yo''  «•  ^  ^.^  y. 

Diese  Ausdrücke  heissen  Doppelintegrale.    Man  hat  für  dieselben  also  den  Satz: 
„Wenn  die  Grenzen  der  Doppelüitegrale  constant  sind ,  so  kommt  es  auf  die 
Ordnung  des  Integrirens  nicht  an." 

Dieser  Satz  Iftsst  sich  augenblicklich  auf  drei  nnd  mehrfache  Integrale  aus- 
dehnen. 


Bf  ist  nftnüich: 

/        /         f{x,y,z)dxdy4*xz   111        f(x,y,z)dydxd» 

«••^  y.*^  *•  "^  *o*^  ^0*^  y« 

/        /         t{x,y,%)dydidx, 
*o*^  *o"^  yo 
wie  lieh  durch  wiederholte  Anwendung  des  eben  gegebenen  Satzes  sogleich  zeigt. 

.Bei  diesem  Satze  ist  jedoch  die  ron  Zan&chst   wollen  wir  diesen  Fall   an 

Canchy  gemachte  Bemerkung  von  gros-  einem  Beispiele  erläutern, 

aer  Wichtigkeit,  dass  er  möglicher  Weise  Es  sei  gesucht: 

seine  Anwendung  yerlieren  kann,  wenn  ,  ^        ,  I 

für  einen  awischen  den  gegebenen  Gren-  f*        P          y*""^*   jyjfr 

Ben  liegenden  Werth  ron  x,  y  n.  s.  w.  J  ^\J  ^^  (y '+«')* 
das  Argument  /(x,  y,  %)  discontinnirlich 

wird.  Die  MögKchkeit  dieser  Ausnahme  p^  Argument     ^'"^^^      wird  uncnd- 

iat  mr   die  ganze  Integralrechnung  be-  (y*  +  «0* 

reits  erwiesen,  und  es  kommt  nur  dar-  lieh  nur,   wenn  y  und  x  sich  der  Null 

snf  an,  zu  finden,  in  welchen  Fallen  sie  nShem;  offenbar  ist  nimlich,  wenn  «s^« 

•tettfindet,  und   wie   gross    der  Unter-  y=:s^  gesetzt  wird,  wo  ^u  unendlich  klein, 

schied    awischen    den   Integralen    wird,  t  endlich  ist; 

wenn  wir  die  Grenzen  umkehren.  «■— «•             i*— 1 

Wir  beschrilnken    uns    auf  Doppel-  (y*  +  x^y  "  (s'-f-l)»^»' 

Nun  ist: 

yS 

/y^-x*       ri    ji'^    /y \      2  r    d%        1^  r    a 


"     i\l+*V' 


y 

wo  «=^  gesetzt  wurde.    Also: 

1 


/5?t5p''»=-I (rjTiyJ  ""lÄi'  -?/rfe  =-2««*<i*. 

und  da 

«ctg(+l)=fi  arctg(-l)=-J 
ist: 

Integriren  wir  nun  zuerst  nach  »,  so  kommt: 

4  =  i.-ii 


^  (»».+*')•     9J  (1+2!) 


ff*  dp 

1~ 


y       V    -     « 
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sbo: 


mithin: 


if  _    i|p=2«»ctg(+l)-2«rctg(-l), 

80   dass,   wenn  man    die   Qrensen  des       Wir  setsen: 

Integrals  umkehrt,   sich   der   entgegen-  pif  pß 

gesetzte   Werth    -fn   statt    —  n   ergibt,  ^^/      /      fl'ifO^^^ffy 

also    der  Unterschied    beider    Integrale  «^   y*^   a 

2»  betr&gt.  a      > 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  man  bei  der  B-lifCxySdudx 

Berechnung  in  beiden  Fällen  nach  all-  ./  ^      '^  '^'  ^ 

gemeinen  Begeln,  also  ohne  Ber&cksich-  «  .    i      .  '    J  a       ,. 

tigong  der  Discontinnitat  verfahren  ist  »ei  i   eine   »wischen   a  und  8  hegende 

.    C»uchy  zeigt  aber  auch,   wie  man  im  Zahl,  /*  eine  solche,  die  zwischen  y  und 

aUgemeinen  FaUe  den  Unterschied  bei-  £  liegt,  und  sei:  /(A,^)  discontinmrhch. 

der  Integrale  ermitteln  kann.    Für  den  Finden  sich  mehrere  DiscontinnitAten  vor, 

Fall,  dass  derselbe  Null  ist,  kann  dann  f^^.'??  J^"  i^^\  zu  gebende  Verfahren 

die   Umkehrung   ohne    Bedenken    statt-  l«dighch  zu  wiederholen, 
finden«  Sei  femer: 

f,  ^  zwei  unendlich  kleine,  aber  positiv  angenommene  Zahlen,  so  ist: 

+  f        ^(*»ir)^srl  ^. 

In  diesen  Integralen  findet  sich  n&mlich  keine  Discontinuitftt,  es  ist  mithin  die 
Umkehrung  der  Grenzen  gestattet.  Mit  Anwendung  der  oben  gegebenen  Bezeich- 
nung aber  erh&lt  man: 

J   y  *^   (x  +  9' 

Lftsst  man  nun  sowohl  «  als  ^  nach  Null  hin  convergiren,  so  gibt  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung: 

y  *^    y*^    a 

Pagegen  wird  die  rechte  Seite: 

d.  h. 

I      I     f(^*9)^9^-  I   ■  /  f{'yV)d}fdxs 
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••  ist  also : 


rP  rr^^  iP 


In  dsm  Torhin  berechneten  Beispiele  war: 


also: 


'-i 

«=0, 

<K' 

,A«+*)=; 

-* 
«+*«' 

arctg^-arctg-  +  arctg^ -arctg-j  . 

Da  9  nnd  c  anendlich  Uein  sind,  so  ge-  die  Function  f{xy  y)  während  des  Inte- 

,        «.     4  n            1«      I  ^         i  grationsweges  continnirlich  bleibt,  womit 

ben  die  4  Bogen   aUe  ±^     und    swar  ^^^   j„^    ^^^^gen  Abschnitte   behandelte 

den  positiTen  Werth    dann,    wenn    der  Ansnahmefall  wegfUlt 
ZAhler  ß  oder  a  positiv,  den  negativen,  Deoken  wir  nns   in  der  Ebene  einen 
wenn   er  negativ  ist     In  nnserm  Falle  beliebigen  Umfang,  unter  x  und  y  recht- 
war ßzzlt  «  =  —1,  man  erhält  also  winklige  Coordinaten.    Der  Umfang  kann 

(^  beliebig  gekrümmt  sein,  auch  ganz  oder 

-4.-^.?^  ~)  =  — 2/f  *^°^  "nieil  aus  graden  Linien  bestehen. 

2      2      2       2/  Wir  setsen  ihn  aber  stets  als  geschlossen 

und:  voraus,   schliessen  jedoch  den  Fall  mit 

A     B^A  ®>i^»  *da88  einzelne  Theile  desselben  ins 

A    B^^ny  Unendliche  fallen,  in  welchem  Falle  wir 

wie  dies  auch  sich  oben  ergeben  hat.  die  Grenzlinie   uns  in  beliebiger  Weise 

ins  Unendliche  fortgesetzt  denken.   Z.  B. 

95)       Doppelintegrale,      deren  besteht  die  Begrenzung   nur    aus  swei 

Grenzen  nicht  constant  sind.  parallelen   Graden,    so   können  wir   zu 

T«  kWt^^iA^^^  «(«^  •!.-.»  AXä.  fi^^mi.^  ihnen  zwei  unendlich  entfernte  senkrechte 

ImAUgememen  sind  aber  die  Grenwn  q^    nehmen,  also  ein  unendlich  gros- 

der  Doppelintegrale,  wie  überhaupt  der  J*    ^^   ^  r^  Umfang  beuchter 

viel&chen,  nicht  als  constant  anzusehen.  a-^j         -         -    vli^v-I:  av  !a!: 

Wir  wollen  nur  Doppelintegrale  betrach-  ^'"*  .«1,  «,  . .  •  x,  bebebige  Absdssen, 

ten,  da  vielfache  sich  immer  durch  Wie-  Vi^yt-'-Vs  d>«  «ugehörigen  Ordinaten, 

derholung  des  bei  Doppelintegralen  ein-  von  denen  jedoch  zwei  auf  einander  fol- 

znschlagenden  Verfahrens  behandeln  las-  gende   einander   unenUch  nahe    gedacht 

sen;  auch  setsen  wir  jetzt  voraus,  dass  werden,  so  ist: 

das  über  den  Theil  der  fibene,  welcher  theile  mit   dem  entsprechenden  Werthe 

von  unserm  Umfange  begrenzt  wird,  er-  von  /(x,  y)  mnltiplicirt 

S;**d!?r  ^^"Ä;    in*i™»JJS;  Wm  m«.  eine  Ver«M,ch«Hch«ng  «► 

kWae  Becht,«ke  gethedt,  deren  InhiJt  j^^agUit  detElmentheU.  dSken,  nnd 

^y.-».-lJ  ^'*-*t~if   '»•*'*«*'    »"*  et    stellt   dann  du  Doppelintegr.1   die 

jeder  dieier  nnendlieh  Udnen  -  Ebenen-  KMse  des  gansen  begrenzten  Inhalti  ror. 
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Et  iit  aagenblicUich  eniclitlicb,  wie  diese  OB  die  Biditong  der  potitireD  A    .    .   . 

ganze  TeruiBcluuilicfauDg   andi  auf  drei-  and  Ordinaten  angeben,  und  lei  EWFT 

fache  Integrale  Änwendnng  findet,  wenn  dei  gegebme  VmAuig. 

man  dem  geschloMenen   Umfange    eine  Der  Anidrnck //r*,f)<fa,   wo   4r  ba> 

Qrenifliche,  den  unendlich  ileinen  Recht-  Uabig  j^,   iteUt  dann  ein  Integral  Tor, 

ecken  aber  Parallelepipeda  mbetitairt.  welches  aicb  Aber  die  dem  gegebenen  s 

El  ist  nacb  dieser  Definition  der  Dop-  entsprechende  Ordinal«  GK  nndcwaiTOB 

pelintegrale  vOUig  klar,  daJi  WhnG  erstreckt.    Wir  haben  hier  tot- 

rfti      \j   j       t F ti      \j^j  ansgesetEt,  dais  der  Umfang  «In  ejnftdi 

JJ  n^,y)dzdg=/J  r(*,y).*ld^  be^niender  ist,  nnd  jede  der  Abwiseen- 

sn  setzen  ist,   da   die  tmendlich  kleinen  aze  oder  der  Otdinatenaxe  parallele  Id- 

P(irallBlogTainin6(i|— ij       )(j(^— 3(^_l)  nie  denselben  hlkbetena iweinial  tdiaeid«. 

rind,  an.*  findet  diese  Umkehmng  fllr  ^[^  ^^.^^^  Ordin.tenwerthe,  welche  für 
"'I'tn^eu'H^  °ab  ■  d.r^m.  wie  in  8^^-«  '  ,^«-  Scbnittpancten  W 
bellen  G^tsJt^nderintegriJs  die  (An.  «»10  dor  Ordinate  entsprechen.  »  amd 
Een    Ton    x   und    ji     beiümmt    werden  ^tt   ^i 

mtUien,  damit  in  der  Thst  dasselbe  den  die  Qrenxen  nnserei  Integnli.  M  ^*pi- 
gegebenen  Umfang  nrnfsaie.  nach: 

so  ist  da«  Integral  fif{x)d»  Aber  di« 
Absdsieneze  von  Funkt  a  bii  L,  d.  h. 
von  der  kleinsten  bis  iDr  gifis4len  Ab- 
eiise,  denen  Fnncte  dea  Um&ngei  ent- 
sprechen, in  erstrecken,  nnd  tctitman 

Off=JVE=*„  OL=JfF=»„ 

80  lind  diu  die  Grenien;   x,  und  c, 

sind  hier  gegebene  Constanten,  wihrend 

Yj,   F,    Fnnctianeit   Ton   «   ibtd.     Der 

HOgen   di«  Unien  (Fig.  80-)  OA   nnd   Werth  dei  Integral«  Ist  also: 

mit  *  beginnen.  />^i 

/f(,*,y)ilx   ist   dann   über  eine   der  •'X, 


von  y  MUpricht     Die  Äncte  P  nnd  S  ™"^n  ,^«»  ^Tf^/-  "^  ^^ 

lind 'die  Sdinittpnncte,   welche  für   den  ^"  f^""   «»^  ^"  ^!"°'".  O^"*?»- 

gegebenen     Ordinatenwenh     itattBnden,  "»^  entuprechen,  in  int^nron.     Bei 
seien  deren  AbiciBsenwerthe  bezttglich:  VV~OA=g^,  TR  =  OB=y^, 

X,=y>,(y),  Xi=9>,(y),  also  y,  nnd  y,  Constanten,  lo  hat  maii: 


Sollten  gewiMe  der  AbiciiiMiftxe  oder 

der  Ordinatenaxe  parallele  Liniea  (Fig.  31)  3^1 

ABCD   den   Umfaiig  mehr  alt  iweimil  f(xu'\  =  Q 

■dmefden,  10  ist  daa  beireffende  Integral  ,.„,,,          ,       „          „„ 

Ton   A  nach  B   nnd   Ton   C  nach  D   m  ^«  Qlewhnng  der  Curre  BC,  nnd  mOge 

«ratrecken,  wihnmd  der  fiberBCerttrackW  ""*  """*  «"Keben 

Th«il  anifUtC   Aehnliche«  tritt  ein,  vreon  y=7(x),   z  =  ^). 

diaBegreniong  eine  Mehrfache  itt.   Geht  .  .           /■/■«      v..         ,.-         .ti. 

■ie  >nni  Theil  in.  nnendüdie,  »o  iet  der  ^"  nun /y /!;*,,)  Arrfiatifdieaen  Inhalt 

betreffende  Wwth    7,    oder  X.    gleich  '"  e"tf«ken,  .0  i.t  offenbar: 

nnendlich    in    nehmen.      Es    lelit  diel  F,=y(z),  Y,  =0, 

aber  Torans,    dsas   noch   der  Werth  de*  ,   —OA   x  ^OD. 

Integrale«  ein  bectimiater  aei,  waieigen-  b  „    ,       *       ,.'  .^~      '.       i      ^ 

tbttmliche  ÜDtemcbiiDgen  erfördert,  die  S°"   ^"««fen   die  Integr»non   in   dar 

.[Ater  folgen  werden.  Ordnung  //(lx,y)dxdt  ToUtogen  wer- 

BeUpiel.      Der  g.wOhnlieh.te  Fall  ^en,  •"  "«bt  man  .ogWeh,  da«  (Br rile 

ist  der,  wo  (Fig.  32)  der  Umfang  gebildet  Jf«"^«  '<>■>  f.  d«  kiemer  ^  AB,  d^h. 

wird  li  dnrih  eiaenTheil  derAbsdisen-  k«mer  als,(xjs.nd,  X,  =00  X.:.0^ 


B  ili>,   3)    dsrcfa  iwel  parallele  Ordi- 


alio  Xi  =  z,,   X^^x,  an  nehmen  e 


X«  ind  CD,   8)   direh   du   enl-   ™^'  «b"  «l.r  ,  =  0»  jrO..«r  ijl  JB. 
immer  concv  odor  immer  codvbt    •?_■•' d'e  Integration    über  du  Strecke 


weder  intmer  concr  oder  immer  conra  '„V  Z^'  '"*!"■"  ,  , . ,    _      „„ 

tekrlbnmte  Cnrren.tllck  BC.  OF,  ih.ron  X  =v<»)bl'3r,  =  0B=^ 

£■  1.1  leitlt  .rriebtilil,  1..I  in  jedem  ■•  erBroike«      fiie  ftenren  Ton  ,  nber 

FaUe  ein   gegebene.  Doppelintesrel  >iek  "«d  ».  =  0,   d«   d..  klein.«  ,   .nl  der 

In  Stdeke  ieSogen  l».i  dio  in  der  ui-  Ab.di.»iml,eg«,.nd,,  =  efl=»(i.)..t 

gegebenen  Wei.e  begrenrt  .ind.  Man  hat  alu: 

ai,"'0  ''0*'»,  a'Oa'    yr(y) 

wo    man  Torans  letat,  daai  x 
don  Ton  «  eei. 

;  gegeben 


Com^drt«  noeh  wllrde   der  Atiadmck   gegeben,  wo    ma: 
a^,    wenn  die   Corre   BC   die   Krilni-   eine  Fnnction  toi 
mnngarichtnng  Inderte,   jedoch  liaet  lie 
sieh   in   diesem   Falle   immer   in  Thelle       ^^'  i*^^  Begebt 
mit    gleicher    Ertlmninngirichtiuiff    aer- 

Zn  Beiipielon  fttr  diete  Ktsia  werden 
die  folgenden  Absebnitte  dieses  ArttkeU 
noofa  Oel^enbait  geben.  ^(3) 

86)  TraniformatioD  mehrfacher  4* 

Integrale.  und  aetien  irir 

Die  Tranafoimatlon  einlacher  Integrale  _  , ,     . 

war  dnreh  die  Formel  J-IK«.»;. 

f  f Mir  =/((»)—  Ai  """  *  ""^  "  'or'nderlich  leii)  sollen,  1 
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Nach   dem  in  Abflchnitt  (11)    Gesagten  ches  Zeichen  haben.     Ist  also  z.  B.  dx 

ist  aber  für  den  Aasdrack  . .  ,   rf0  .  ,     . 

^  poBitiY  und  -r-  negativ,  so  ist  auch  au 

f\f{x,u)dx-\-Ux,u)du\  .  *« 
,,             .        ,       ,,       _  negativ  zu  nehmen,  wo  dann  m.  untere, 
welcher  m  ir^nd  weldien  Grenzen  ge-  „    ^ber  obere  Grenze  sein  würde.     Um 
nommen  ist,  der  Werth  ganz  derselbe,  djese  Vertauschung  der  Grenzen  zu  ver- 
weiches auch  die  Gleichung  zwischen  «  „eiden,  kann  man,  wie  hier  geschehen, 

J"  .^?.' J**™"8®"**h   ^««  f  '^'^^  f^  du  stets  positiv  denken  und  das  Integral 

contmuirhch  sind  und  die  Gleichung  mit  doppelten  Vorzeichen  versehen.  Durch 

^f  _  d^i  Umkehrnng  der  Grenzen  ergibt  sich  dann : 
erfüllen.  A  -Jf  {f*  ^dx)du. 


Setzt  man  nun; 


wo  die  Grenzen   nach  dem  obigen  Ver- 


,    dfß>  dy      dat          d(pdy      dtp  wo  die  urcnzen   nacn  dem  obigen  Ye 

/=-y  jp  =  -T^,  ^»  "7"3i    ~  "5~'  fahren  zu  bestimmen  sind.    Sei  jetzt: 

so   verwandelt  sich   offenbar  das  letzte  ^=9\^^h 

Integral  in   das   uns    vorliegende,   und  ^^  kann  man  ganz  wie  oben  setzen: 

du      dxdu*     dx       dudx* 

welche  Ansdrtcke  in  der  That  identisch  '<»  .^^  ^^^^  .»■•*  *'^?^»^  •»«*  f^ 

I  ii  vorigen  Abschnitte  ergeben,     ti  und   v 

sind  durch  die  Gleichungen: 

Ist  also  F(y)  continuirlich ,    so  kann  _    .      .      _    .      . 

man  z.B.  voraussetzen,  dass  x  während  ^-9y^^h  Jf-n*»*; 

der  Integration  constent  bleibe,  und  hat:  TOllig  bestimmt.     Werde  aber  die  l^z- 

tere  .Gleichung  ersetzt  durch  die  folgende 

^                     ^9  SO  handelt  es  sich  eben  nur  darum,  den 

Die  Grenzen   des  letzten  Integrals  müs-  <nr  ^v          ^^  ^     i.            j 

Kn  denen  des  ersten  entopredien,  und  ^•'*  ^<'"  "^  "»"«=''  »  «""^  f>   «'•"'■ 

ergeben  sich  ans  den  Gleichungen:  drücken. 

V'(*»*o)  =  *'»  ^(*>*'i)=y«  ^0                     *.«•., 

«  .  .     ^         ,  -—ist  nun  der  Differenziuquotient  von 

Sei  jetzt  gegeben:  du                                       ^ 

/x        y  y  ^t^  u  unter  der  Bedingung   genom- 

^   jT^'  ffg  y)dydx  ^^^^  ^^*  ^  constant  sei.    Unter  dieser 

X  -f  y^                    '  Bedingung  hat  man  aber: 

wo  jfo»  yi  ^^  Allgemeinen  Functionen  dy  _  dif.^      d^  dv^ 

von  X  und  o^q,  x^  Constanten  sind,  wie  du"   du        do  du 

dies  im  vorigen  Abschnitte  sich  ergab,  und 

Machen  wir  nun  die  Substitution:  !?f  =  ^4.^^=:0 

y=tK*,-),  du       du       dvdu      ' 

so  ergibt  sich  nach  dem  Obigen:  »^^'^^'^^  J)^*"  *^«   ^^^««^  ^^^^^^  ö^^^' 

/«i    ^11,    ^^  chungen:  £,  so  kommt: 

/       f-^dudx  *       !.          V      V  V 

X    *ß   ft      ^^  o^  __  dy  ^    1    /dy^  d^       dy|  gi;\ 

und  die  Grenzen  ti^,  Ij    sind   durch  die  "^  "  dü^d^  \"Sr  d»        du  du/' 

Gleichungen  bestimmt:  du 

Es  ist  hier  aber  wohl  zu  berücksichtigen,  ^  ^  f  ffix.y)  dxdyzz  fff*  ^du  dv, 

dass  die  Ausdrücke  dx  und  ^  du  glei-  ^*^                       '  ' 

rfii  wo 
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_^dip  d^i      dy  ^yi  Setsen  wir  jetst: 

"  dv  du        du  dv  .  ,  V 

.„  *i  =  ^i(«i»  *t»  Jfi  •  •  •  *  ) 

oder,  wenn  man  will:  "* 

-^^-^^  *«  =  V'a(««i»  «»»  «•  •  •  •  «,^ 

und  Uf  V  durch  die  Gleicfanngen : 

gegeben  sind.  .••••••• 

Diefee  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  

auf  ein  nfaches  Integral  ansdehnen.  Es     *,|— i  =  V'n_|(''i>  "i»  •'•'••*n— l»  ^n^ 

Alfff. . .  fä.,ä.,ä., . .  .^,.     '-=^-<"" ""  "•  •  •  •  -•^' 

^     />    •     v^    .*  .  .    80  erhalt  man  bei  wiederholter  Anwen- 

wo/^  eine  Function  von  4r^,x„...x^  ist   ^^^^  ^^^  ^^,,^^^  Verfahrens: 

JJJ  '  du,  du,  du,  ^»-1  ^n 

Ersetaen  wir  jetzt  die  obigen  Bedin-  ^1=9*1(^1)  ««i  «t  *  *  *  %) 

gnngsgleichnngen    durch    die   folgenden,  *  -«  /«     «     «    .  .  .  ü  ^ 

welche   aus  den  ersteren  durch  Eliminar  ^i-ViV*»»  »«»  *»  V 

tion  der  Grössen  x  in  den  Functionen .    •    • 

^  entstehen,    und  von  denen  nur    die  •    •    . 

letste  in  der  Form  mit  den  obenstehen-  

den  übereinstimmt:  '^^ffji^ii  *^s>  «•  *  *  *  O» 

SO  ist  •—•   der  Dififerentialquotient  von  a:|   nach  M|  unter   der  Bedingung  ge- 
ou, 

nommen,  dass  x,f  x^  •  >  •  x     constant  bleiben.     Es  ergibt  sich  also  durch  die 
Gleichungen : 

dif 

du,  "  du,       du,  dl«,  "^  du«  d^j"*"  '*'"*■  di»    du, 

0  =  ^  +  ^^  +  ^^+  •..  +^^ 
dii|       dtf,  du,       dii,  du ,  du    du, 

du 

A«^  .  ^^  .  ^!?!?« .   ...  .  ^yi  _; 

^''  du,'^  du^du,       du^du^  "^dn^  dy, 


J>K,  ^fn  du,  ^  *»«  du,  *V»  *«n 

Elimioirt  man  hieraus  die  GrOMcn 

d*/    dN, ^u^' 

■0  erhilt  man  In  Determinantenform: 
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WO 


A|  = 


A,= 


^yt  ^yt 


•  • 


•  • 


^9i 

^y» 


^yi 

n 


^ 
^••. 


Wir  wollen  jetzt  allgemein  setzen : 


A.= 


^y,    ^y. 


^y, 
"ST 


^y. 


+1 


du        dti 


•  •  • 


«+1 


dM. 


'y. 


s      s+ 1 


•   •   •   • 


80  dass  also 


d« 


^n=lS^ 


ist. 


Der  Ansdmck  -^  ist  nun  der  Diife- 

rentialqnotient  von  x^  nach  «,  anter 
der  Bedingung  genommen,  dass  ni^t 
allein  «,,  sondern  anch  x,,  x^  .  ,  ,  x 

u.  8.  w.  als  constant  betrachtet  sind. 
Er  ist  also  gegeben  durch  die  Glei- 
chnngen: 

^01  .  ^y>  .  ^y«  ^»» .         .  ^yt    •• 

dH,       df»,       du,  du,  du    du^ 


o^^^tp.^^...  +^ 


d« 


dUf        d«,  dt«3 


du    du. 


ans  welchen  sich  ergibt: 


in  gleicher  Weise  erhalt  man: 


A,^=A.. 


also  durch  Vereinigung  dieser  Ausdrucke: 

d^j  d^,  ^n— I     Mt  __  Ai  A, 


A 


^^— I 


nd« 


=  A 


11— 1 


ii-i' 


dtf,   dt«. 


du       .  du^ 


A,    A; 


=  A|, 


dy^ 

fi 
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£a  ist  also: 

JJf* •  •  f^^  dx^'dx^  •  •  •  dx^^JJf* •  •  ^  A 1  A«4  d»^  ilw,  •  •  •  Am^, 

Sind  nar  drei  Variable  gegeben,  und  bezeichnet  man  die  Ausdrücke: 

htf^  d(f>^  d(f>^  dfft^  d^),  d^i  dtjp^  dcpg  d^, 

du^  du^  dug  &u^  du^  äug  &^^  du^  dug 
bexfifi^ich  mit  a      b      c     a^^     b^     c,     a,     b^    c«, 

so  ist 

Beispiele:  also: 

I)  Sei  gegeben  A=rco8**4-r8in**=:r 

JfVdxd^  und 

und  Ähren  jm  die  zwei  neuen  ITnbe-  JfVdxd^zzJfrVdrdf^. 

kannten  r,  ^  durch  die  Gleichungen  ''''  ^   '''' 

«=rcos^,  y=rsin^,  11)' Ist  gegeben 

ein,  eine  Transformation,  welche  derVer-  _         ^ 

Wandlung  rechtwinkliger  Coordinaten  in  «=rcos^, 

Folarcoordinaken  entspricht.      Man   hat  y^rsin^cos^, 

dann:  s=r  sin  ^sin^ 

^  .  eos^,   jj  -  — rsin;^,  jj^^  g^i  ^ng  jj,^  transformirende  Integral : 

dy       .    ^    ^  ^  JlTUdxdydZy 

■f-  =  sm*,   3^  =  rcos*,  ,   ^  ""^^  '  ^ 

ÖT  ad'  so  hat  man: 

a=cos^,  6=— rsin^,  c=:0, 

ai  =  sin^cosys  &^  =  roos^oos9k,         c^=:— rsin^sin^, 

a^'^.sin^sin^,  6^=roos^Bin^,  c,  =  r  sin  ^  cos  ^. 

ft^Cj—ftjC^sr'sin^oos*,  «(A^c,— &,Cj)=r«sin^cos^*, 

b^e  — c,&  =:r«sin**oosy,  A&(6t^  — ^«*)  =r*sin*»C0By*, 

6c|  — 6,c  =r*sin^' sinyi,  's(^i  — *i<?)  =:r*sin^«  siny'. 

A=r«sin* 


und 


JJfVdxd^djk  ^JXfUr*  mnddrdddff, 
m)  Transformiren  wir  noch  das  Integral: 


ff  Mi)'-  «)'*'^ 


welehes  den  Inhalt  einer  Oberfliiche  angibt,  deren   Gleichung   in  rechtwinkligen 
Coordinaten  gegeben  ist,  ebenfalls  durch  Ein^rung  der  Polarcoordinaten  r,^,/,  wo 

«=:rcos^,        y=rsin^cos7',        ssrsin^sin^» 

ist.     Es  ist  hier  r  als  eine  Function  von  &  und  y^  aufzufassen,  und  man  hat: 


Die  Ausdrücke  fftr  -z-  und  ~  werden  gefanden,  wenn  man  die  Ausdrücke 

oy  oy 

inr  jf  und  s  nach  y  differenzürt,  wobei  der  erstere  1,  der  zweitere  0  zum  Diffe- 
rentialquotienten hat,  also: 

dr                    d^                          dr  d(p 

l=oosy(sin^7^  +  roos^)  -r-  +  sin^(cos9»  c rsiny)-^, 

dr  dS"  dr  dm 

0=Bin9(sin^r:r-  +  rcos^)-T--  +  sm^(sinyT--  +  rcosy)'^. 
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Es  ergibt  sich  hieraus: 

sinq^ 

^      r(rcos^  +  ^siii*)' 
und  wenn  man  diese  Werthe  in: 

rsin^ 

einsetat: 

V        sin  9  cos  ^  cos y  -rr  —  r  sin  ^*  cos  y  —  siny  r-: 

^  "  7  dr\  ' 

sin^l  r  cos  ^+ sin^^  I 

Ferner  hat  man: 

nnd  indem  man  die  Ausdrücke  f&r  y  und  s  nach  s  dlfferenziirt : 

0=co8y.(8in^r- +rco8*)T^  +  sin  *  (cos  y.  r r8iny)gj, 

l=sin9k(sin^^  •f-rcos^)j-  +sin*  (siny-j^  +roos7)g^, 

woraus  sich  ergibt: 

dr 
v^         rsm»  —  cosoi-r-  ^ 

o» ^  ^  d(f,  oy  __  cos  9^ 


also  ist: 


also 


r(gm*TT  4-  rco8»9) 

dr  dr 

w        sin  ^  cos  *  sin  9»  rr;  —  r  sin  ^*  sin  y>  +  cos  y  r- 

sin  ^  (rcos  ^  +  sin  ^  tj; 
...  r«  sin^>  +  sin*«  ttt  +  v^ 

^  sm  5*  (rcos  *+ wn  *  tt  I 

Man  hat  femer: 

d*  dtp        d&  dtp 

^  =  TT  sin* cos y+r cos* cos y 

dff       dr 

T*-  =  T- sin  *  cos  7' ^r  sin*  sin  y» 

ds       dr 

TT  =  TT  «n* sin 9)  + rcos* sin y 

^»       ^    .    «  .  .    - 

^  =  T~  sin*smy +  rsm*C08y 

dr 

A  =:r» iin  *008*+r  tt  sin*», 
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also: 


=fjr  /r.rin»*  +  5g.i«*»  +  ^ rf» <*y. 


Die  BeBtimmung  der  Grenzen  bei  der  Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dasa 
Transformation  ist  nach  dem  Obigen  der  Integrationsweg  bei  bestimmten  In- 
leicht anznstellon,  führt  indess  oft,  wie  tegralen  angegeben  werden  moss.  Ge- 
die  Transformation  selbst,  sn  langwieri-  schiebt  dies  nicht,  so  setzten  wir  immer 
gen  Bechnangen.  den  gradlinigen  Weg  vorans,   der  ftbri- 

j .     T»          1.             j  g«ns,  wie  an  seiner  Stelle  gezeigt  wurde, 

37)   Ueber  die  Berechnung  der  jer  einzige  Werth  ist,  wenn,   wie  dies 

bestimmten  Integrale.  j^hr  h&ufig  der  FaU   ist,  die  Function 

Oft  lassen  sich  Quadraturen  in  gewis>  unter  dem  Integralzeichen   nicht  discon- 

sen  gegebenen  Grenzen,  s.  B.  0  und  ao ,  tinuirlich  wird  und  keine  Mehrdeutigkeit 

—  OD  und  00  ,   0  und  1 ,  0  und  n  noch  besitzt.    Noch  ist  zu  beachten,  dass  selbst 

dann  ausführen ,   wenn    sich  das  allge-  Discontinnit&ts  -  oder  mehrÜBiche  .Funkte 

meine  Integral  der  Berechnung  entzieht,  eine  Mehrdeutigkeit  des   Integrals  zwar 

Diese  Berechnungen    bilden    die    so  mOglich  machen,    aber  nicht  mit  Noth- 

widitige  Theorie   der  bestimmten  Inte-  wendigkeit  bedingen, 
grale,  welche  wir  jetzt  zu  geben  haben. 

Zunächst  aber  ist  eine  Bemerkung ttber  38)  Erste  Methode  der  Quadra* 

diejenigen  bestimmten  Integrale  zu  ma-  *tur  bestimmter  Integrale, 

eben,  deren  eine  Grenze  unendlich  wird.  tt  *      i     «»«^  xv  j            i  v               .  i. 

Es  kann  hier  derselbe  Fall  wie   bei  Unter  den  Me&oden,  weiter  man  sich 

denBeihen  eintreten,  die  eine  unendliche  5?'  Auffindung  bestimmter  Integrale  he- 

Anzahl  Ton  Gliedern  haben,  dass  nftm-  J'^f^  «t  folgende  Ton  grosser  Wichtig- 

lieh  der  Ausdruck   aufhört,    einen    be-  ""•    ^®* 

stimmten  Werth  zu  haben,  also  entweder  £*ß 

unbestimmt  oder  unendlich  gross  wird.  j     f{x)dxzzU 

Sei  das  Integral  *^  a 

iQO  das  zu  bestimmende  Integral,  so  gelingt 

f(s)dx=t^(a)  es  zuweilen,    den  Ausdruck  f(x)  unter 

a  der  Form  eines  andern  bestimmten  In- 
gegeben, so  verfahrt  man,  um  zu  unter-  ^^«^^  auszudrücken.     Ist  demnach 
suchen,  ob  dieser  Fall  eintrete,  ähnlich  y*(f 
wie  bei  Beihen,  die  man  in  Bezug  auf  f(x)  =  #      (ß(tty  x)dUf 
ihre  Convergenz  oder  Divergenz   prüft.  *^  y 
Man  setzt  nämlich  go  hat  man : 

f{x)dx  +  J       f(x)dx,  u^l      I      ^(u,x)dudxy 

wo  man  sich  h  endlich,  aber  unbestimmt  ^^^  ^^\  Umkehrung  der  Grenzen: 

gross  denkt.      Wenn    der  zweite  Theil  . 

r     f(x)dx    mit    wadisendem   k   sich  ^  =J    J  ^v(?h^)dxdu. 

der  Null   nähert,    so    hat    das   Integral  g*ß 

einen  Grenz  werth,  und  es  ist  derselbe  gleich  Gelingt  es  dann  /     y.  (tc,  x)  du  anscn* 

/k  ^   u 

f{x)dx,  drücken,  so  ist  zuweilen  auch  die  noch 

0  übrige  Integration   ausführbar,  so  dass 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  U  in   der   That   bestinunt  ist.     Diese 

machen,  wenn  die  untere  Ghrenze  —  oo  Methode   beruht    im  Wesentlichen    auf 

ist.  ümkehrung  der  Grenzen. 

10 


/: 
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Anwendungen.    I.  Sei  gesncht  das  Offenbar  hat  man:' 

Integral:  ^^ax_^-bx       ^h    _^ 

/oo     —aar     ^—6«  zz  I      e         du, 

0               *  wie    sich    durch    Integration    verifidren 

wo  a  and  b  positive  Zahlen  sein  sollen.  Iftsst,  also: 

U=  f"^  f    e'''^dudx=  r    f"^  e^^^dxdu. 

Da  nun 

e-'^dx=~ , 


/• 


u 
also  wenn  man  od   und  0  für  m  setst,  und  die  Differenz  nimmt: 

—  na?. 


J  0  * 


'»*. 


ist,  so  hat  man: 

also: 

/»      — flx       —bx  /fcx 


0 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  noch 

so  erh&lt  man: 

—ax     j—bx^a      b 
e         — c        =y  — y  , 

y 

für  «  =  0  wird  y  =  l,         für  ar=0  wird  y  =  0, 
also: 

^  f  —ax     ^—bx.  /»^ /'«<*— *_«*"S  /■*«*""*—»*"* 


y -y 


igy 

also: 

<     b—\       «—1 

II 


^y, 


/t     o — 1         a — i  /i\ 


II.    Die  Formel  I  lasst  sich  auch  dann  noch  anwenden,  wenn  a  complex  ist, 
Yorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  positiv  bleibt. 

Denn  es  ist: 

J  a-\-bi 

J   Q  a  +  b% 

also: 

''=y::y:--"^''--'=/!:.-Tii-K^.- 
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aber  anch: 


.00    /•+« 


woraui  dann  folgt: 


/ 


00  ^-(«+ai>_^-(a-tti>        j      ^ 


Ana  den  Gleichungen  ^ 


ftxt       — a*f 

6  -~"C 


daai 


2i 


=  8in  aar, 


r 

^   0 


a— fl» 


— ox  Bin  ttx 


dx    eine    conti* 


Ui  _  l+itgf 


oder,  wenn  man: 


setzt: 


f=tg. 


2tarctg-=:lg -1 

a        a—\a 


ergibt  sich: 
>oo 


^ax  ^^^t*x 


djr=arctg->. 
a 


III 


nnirliche  Function  Ton  a  iat,  die  fOr 
ff=:0  rerschwindet.     £«  mnes  also   für 

diesen  fall  anch  arc  tg  -     gleich   Knll 

werden,  was  nnr  bei  dem  absolut  klein- 
sten zngehOrigen  Bogen  der  Fall,  so  dass, 
wie   in   der  Regel,   anch   hier    derselbe 

unter  arctg—  zu  verstehen  ist. 
a 

Das  mit  in  bezeichnete  Integral  gilt 
für  jeden  positiven  Werth  von  «;  es 
fragt  sich,  ob  es  für  a  =  0  noch  rich- 
tig ist 

Offenbar  stellen  beide  Seiten  der  Glei- 
chung 


r 

^    0 


— ax  sinrro? ,  a 

«         'a;a?=arctg  — 


Es   konnte   hierbei   noch   ein  Zweifel 

entstehen,  welcher  der  arcns  tangens  >a  . 

nehmen  sei;   da,    wenn  m   der  kleinste  Functionen  vor,  die  för  positives  a  con- 

Werth   des  Arcus  tangens  ist,   der  all-  tinuirlich  sind,   wie   klein    anch   a  sei. 

gemeine    Ausdruck    fiir   diese    Function  ^«    ^^fi^t    »ich,     ob    diese    Continuität 

m+f»i   wird,    wo  s   eine    positive  oder  "^^"^^  stattfindet,  wenn  a  über  alle  Qren- 

negative  ganze  Zahl  ist.  ■«"  ^*"  "*<*  Null  abnimmt,  in  welchem 

-_           ,-•       ,.        fT-^i-v.  ^*^^ö  Ä'^ch   dann  noch  beide  Seiten  der 

Im  Integral  I  war  dieser  Zweifel  mcht  Gleichung  ihren  Werth  für  «=0  beibe- 

r^—ax^^—hx  halten. 
^  Die  rechte  Seite  ist  in  der  That  eine 

^  continuirliche   Function  von   a,    welche 

ist  eine  reelle  Grösse,  folglich  kann  auch  ^_^.,,            ,.     •^..       n 

nur  der  reelle  Werth  von  lg(— ) 

genommen  werden.  "i^d   — ^  annimmt,  je  nachdem  a  positiv 

In  unserm  Falle  aber   löst  sich  anch  oder  negativ  ist.     Was  die  linke  Seite 

der  Zweifel  leicht,    wenn   man  bedenkt,  anbetrifft,  so  schreiben  wir 


für    verschwindendes    a  die  Werthe   -^ 
dafeur  2 

n 


r 


00 


sm  nx 


dx 


J    0       *  J    k 


siniva; 


4x, 


Continuit&t  findet  dann  statt,  wenn  mit  wachsendem  k  das  letztere  Integral  ver- 
schwindet.   Sei,  um  dies  zn  untersuchen 


.     2»Ä 


so  haben  wir: 


10' 
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(2f +1)71  (2« +2)1 


{is  +  1); 

a  a 

[2<4-(n+i)]yr  [2«+(fi4- t)+*];r 


a 


dx  +    •  •  •   +  I  <MP. 

*  •/   [2s+(f»+t)];r  * 


a  ♦  « 


£^  iat  hier  statt  der  obern  Grense  oo  genommen: 

^  ^  (2f +^+Off 

wo  n  eine  beliebig  grosse  ganze  Zahl,  t  aber  ein  echter  positiver  Brach  sein  soll. 

Da  in  den  Grenzen  jedes  der  Theilintegrale  sin  ax  sein  Zeichen  nicht  än- 
dert, so  kann  man  setzen,  wenn  ^  ein  positiver  echter  Brach  ist,  and  u  eine 
ganze  Zahl: 

(tf+i)7g  (tf+Q/r  («+i)7g 

un  *^    Hit  K^'Tv-jn^    ^^ 

a  a  a 

co8u«~cos(tf+l);r  _  (— 1)"2 

also: 


/ 


^'sinao:^  2  2.2 

Oa?  =  ,„ -r .^     .   ., —-r h 


(-1)'*2       .  2i 


•  •  •  •  • 


(2«+n+^^);i  ^  (2»+n+l^^+0»' 
wo  iL  ebenfalls  ein  echter  Brach  ist. 

Die  Snmme  dieser  Beihe  ist  offenbar  kleiner,  als  die  der  folgenden,  welche 
entsteht,  wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  &,  &^  •  •  •  mit  Nnll,  in  den 
negativen  ^,,  9-^  •  •  •  mit  Eins  vertauscht,  und  das  letzte  oder  die  beiden  letzten 
Glieder,  die  jedenfalls  verschwinden,  weglasst. 

2 /!:___!__    .  _1 L4.-J L.4.  ^-2  J, 

n\2»      2»+2"*"2»+2      2»+4'^2j+4      2j+6  ■*■*'"/""  tt  2»* 
welche  mit  wachsendem  t  offenbar  verschwindet. 

Sie  ist  ferner  grösser  als  die  ebenfalls  verschwindende  Beihe,  die  entsteht, 
wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  1  für  «>,  und  in  den  negativen  dafür  Null 
setzt,  in  welchem  Falle  man: 

7i\2s+l      2»+l"*"2f+3      2s-f3"'      /"" 
erhält,  also  jedenfalls: 


/ 


**   sincfj?  , 
dx=0, 

h       * 


wie   auch  k'   wachse,  wenn    es  nur  grösser  als    das    ebenfalls  wadisende  k  ist, 
woraus  dann: 


k       * 
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/•^  Blnax  C08«jr.   _» 

folgt,  QBd  die  Continnit&t  aoBers  Inte-  *'   0  ^  ^ 

graU  erwiesen  ist. .  Man  hat  somit:  Der  Ausdruck  IV   ist  wichtig   for   ge- 

/*^  sin    X  n  wisse    später   folgende   üntersnchnngen. 

l — ILite=+-,  nia  Dirichlet,  von  dem  dieselben  herrühren, 

0        ^  ^  nennt  das   Integral  den    „discontinuirli- 

wo'daa  obere  oder  nntei«  Zeichen  gilt,  ^^^^'^  1*^*^/^"»  ^"^^  P*>^  '^  «^«  ^«^™' 
je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.         ^  ^ 

Für  a  gleich  NuU,  wird  der  Ausdruck  2    P"^  sina?cos/yarj^__     ^^^^  _^    ^^^ 

/^  dx  _  ^J  0  * 

oder  negativ  kleiner  als  Eins   ist,  also 

also  discontinnirlich.  zwischen  —1  und  +1  liegt,  der  zweite, 

IIL     Aus  der  Formel  III  a  Iftsst  sich   wenn    ß     irgendwie    ausserhalb     dieser 

nodi  ein  andres  wichtiges  Resultat  her-   Grenzen   fUlt     Das  Zeichen  von  ß  hat 

leiten.    Sei  nftmlich  ofifenbar  keinen  Einfluss  auf  das 

a^a-^-b,  Resultat. 

a  und  b  positiv,   und  a  grOsser  als  6,  jy^    ^le  Formel 

80  hat  man:   « 

J       Q  X  Ä 

von    welcher    wir    bei    diesen  Betrach- 

/^  sm{a—b)x.  __  n  tungen  ausgingen,  ist  auch  an  sich  wich- 

j.        V  .j       «        1         8*®    «erftUt,    wenn  man    das    Reelle 
also,  wenn  man   diese  beiden  Formeln  ^^^^  Imaginftren  trennt,  und 
addirt  und  auch  subtrahirt:  ^  .. 

1      __  «—6t 

•*  siutfx  cosftar.       n  rt+Ti  "  ««4-6* 


*  2 


/ 

*/    0  *  ^0 


setzt,  in  die  beiden  andern: 


«"""^COSÄxcfarr: 


«*+6 


t 


e     "*8in6xd!r  = -r-T-7T        VI 


ein  Resultat,   dass  man  auch  folgender-  P^     ^ax  b 

e         8\nbxdx=    .  .  ,. 
0  «»  +  &«» 

/'*'  sinajT  cos/J«,      ^       .      /v     «r 
^— Äa?=-    oder  0.    IV  wo  «  positiv  sein  muss. 
^  Beide  Formeln  verlieren  ihre  Beden- 
Der  erste  .Werth  gilt,  wenn  a  grösser  tung,  wenn  «  gleich  Null  wird.   In  die- 
als  ß,   der  zweite,  wenn  a  kleiner  als  ß  sem  Falle    werden   nämlich  beide  Inte- 
ist,  vorausgesetzt,   dass  «  und  ß  positiv  grale  discontinnirlich. 
sind. 
Ist  /9=«,  so  hat  man:  V.    Multipliciren  wir  die  Formel  VI 

*^  sin2ajr.        n  mit  ^^ —  und  integriren  in  den  Gren- 

■dx  =27)  o 


f 


0        ^  ^  zen  b  und  x,  so  kommt: 

00    /•«  e-"*^sin6a:cos6.    „       T*^  cos6rf6 


yjy-  e— sin6a:cos6^^,^y- 


0   «'+**' 
aber  mit  ümkehrung  der  Grenzen: 
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Es  ist  aber:  39)    Zweite  Methode  der  Qna- 

/QD  .  .  .  „  dratur  bestimmter  Integrale. 
T =  5-  oder  gleich  0,  Em  öfter  angewandtes  Mittel  gewfthrt 
0  "  ^  die  EinfÜhmng  neuer  Variablen  bei  Dop- 
je  nachdem  das  positive  x  grösser  oder  pe«ntegralen,  auf  welche  Form  die  zn 
kleiner  als  1  ist.  Das  Integral  nimmt  ^ß^immenden  Ausdrucke  m  irgend  emer 
also  die  Gestalt  an :  ^«"«  ^"^  ^"°»«»  «»'»d- 

QQ                          OD        ij»  ®^^  Beispiel   wird   dies  klar  machen. 

£  r      ^-^^d^"   r      coBbdb  Sei  das  zu  bestimmende  Integral: 

IT  -^  r    -"«'V/- 

da  der  von  0  bis  1  gehende  Theil  des  J  ' 

ersten  Integrals   verschwindet.     Berech-  ** 

net  man  den  Ausdruck  links,  so  kommt:  wo    a    eine    positive   Grosse    oder    eine 

«.        .  „  __«  complexe,  deren  reeller  Theil  positiv  ist. 

/*»  cos&«i6  __  n  e^  Dann  ist  offenbar : 
0    «•  +  *"      2     a  ^  ^^^^  ^ 

oder,  wenn  man  b=:aa>  setst:  ^^  "  /  ^   ^  ^' '  I       «     '^  4f 

/*  costfjfrfa?  _  71    _<,  oder  auch: 

HTT:^  ~  2  ' 

wo  a  aber  positiv  sein  muss.     Es  kann  ^    ^  J  n  J  n   *                     "y*** 
a  auch  Null   sein ,  wie  sich  unmittelbar 

verificiren  l&sst ;  wäre  a  negativ,  so  wäre  Wir  machen  nun  die  Substitution 

der  absolute  Werth  von  a  rechts  in  den  «=».  jr 

Exponenten  su  setzen.                                           ,  ^           ' 

wo  auch 

Differenziirt  man  noch  a  unter  dem  _a  #        _a 

Integralzeichen,  so  kommt:  »-0  für  y-_0. 


/ 


■  »  =  00   für  y=oo 

XBmaxdx      n    — a      ^«**      .  . 


n^e""**.     VIII  wird. 


"""      1-4-^'  2 

^  Nach  den  in  Abschnitt  36  enthaltenen 

Integ^rt    man   VII    nach    a    in    den  Prinzipien  ist  dann: 

Grenzen  rt=0  und  a's:ia^  so  konaimt:  ^      ^ 

^  wo    die   Ordnung   der  Integration    ver- 

immer  positives  a  vorausgesetzt.  tauscht  ist,  aber: 

und  im  Falle  a  seinem   reellen  Theile  nach  positiv  ist: 

»OD 


/ 


„..(,+..)       1 

0    •  '*    2«(1  +  .')' 


also: 

»00 


2aß    , 


d%     _  arctgoo  — arctgO  _  n 

1+»«  "■  2i  ■"  IT/ 


Es  ist  somit 


d.  h. 


/:  '-"'"-^fi- 
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Für  den  Fall,  wo  «  =  1  ist,  ergibt  sich  bier«iist 

0 
Differenuirt  man  den  Ansdmck  X  nmal  nach  «,  so  ergibt  sich  noch: 

wo  unter  n\  das  bekannte  Prodnct  l*2*d**«n  verstanden  ist. 
Sei  jetzt 

and  a  immer  positiv,  so  sind  die  Ausdrücke  X  und  XI  noch  einiger  Transfor- 
mationen f&big. 

Setzt  man 

so  kommt: 

du 
2xdx:=dUf  rf«  =  — 7= 

.00  ^ — Ol* 


Setze  man  femer: 


r  ii!!>-i/2    xb 

J  0      Yu        r«     . 

r^e-«'u«-*^  =  l/i-2!^.  XIa 

^  0  r«4'*ni«* 


e  = « 

V« 

—2*6         dx=.dt, 

dt 
dx-^ 


2yigi' 

«=0  wird  »=1, 

fOr 

x=oo  wird  s=0. 


Die  Qleicbnngen  X  und  XI  geben  also: 


H 


Xc 


Es  ist  femer: 

wie  man  erhftlt,  wenn  man  «= — y  setzt,  und  ebenso 

•/    Ä  J    0 


1*4 

* 

Diese Besultate,  bezüglich  za  den  Aiudrficken X nod XI  addirend,  eibält  man: 


^    — 00  '       4  nia 

In  dem  Integral  Xd  ist  die  Function  e  stets  continnirlich  und  eindeu- 

tig, also  der  Werth  vom  Integrationsweg  unabhängig,  Torausgesetzt,  dass  die 
Grenzen  —  oo  und  +  oo  bleiben.     Setzen  wir  jetzt 

wo  h  reell  ist,  so  werden  — s — ki  und  4-s  — Ai  die  Grenzen  von  y,  wo  s  eine 
unendlich  grosse,  aber  wesentlich  reelle  und  positive  Grösse  bedentot.  Nach  dem 
eben  Gesagten  ist  im  übrigen  der  Integrationsweg  gleichgültig.    Aber : 

wo  in  jedem  der  Theilintegrale  rechts  [dieselbe  Function^  welche  links  steht,  zu 
erg&nzen  ist. 

Offenbar  aber  rerschwindet  mit  wachsendem  $  im  ersten  und  dritten  Theil 
die  Function  ganz,  und  man  hat  also: 

Trennt  man  den  reellen  und  imaginftren  Theil,  so  ergibt  sich: 

J^  .-«ä''co8(2«%dy=y^e-«*' 

nnd  der  mit  dem  sinus  behaftete  Theil  wird  I^ull,  wie  sich  übrigens  Ton  selbst 
yersteht.    Wir  setzen 

2ah  =  ß 

ßl 

I  e     "^  coBßydyzzy  —  e  XU 


Es  ist  aber  auch: 

e     **y  coBßydif=  j       e     "y  cos/?y</y+  1  e     ^  cosj9y<fy 

und 

/O  «1  ^00  2 

e     ^  cos^yrfy  =  /        e     ^^^  cos/Jyrfy, 
— 00  ^     0 

wenn  — y  für  y  gesetzt  wird. 

Es  ergibt  sich  hieraus: 

ß^ 

Xlla 


/*e~«l''cos^y.%,=  i|/|e     ^, 


1^ 


0 

Bei   dem   Ausdrucke  X  kann   ein  Zweifel   entstehen,    welcher  Werth    Ton 
ü  gemeint  sei,  wenn  a  eine  complexe  Zahl  ist. 
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Sei  «  =  ret\  ,o  ist  *^«^ ' 


fi- 


y.  g**  Sich  surückftihren  liessen,  se  w&re  noch 

dir  ^^  za  heweisen,  dass  dieser  Ansdnick  auch 

Es  ist  dies ,    so  wie  das  Integral  Bnks,  '^rklich  gegen  einen  bestimmten  Werth 

eine  continuirliche  Function  von  // ,  wel-  convergirt,  da  im  entgegengesetzten  FaUe 

^Q  fgf  die  gegebenen  Schlüsse  ungenau  wären« 

Vn     ^^       ^^          ,.  ^  *     ,       j  In     /       e     "*  dx  ist  die  Function 

in              übergeht,  somit  ist  also   das  ./  j^ 

"^  y^  stets  positiv,  ausserdem  aber 

positire  Zeichen  zu  nehmen.  ^ 

Da   alle  in    diesem  Abschnitte   gege-  e     ^*  <e    *' 

benen  Resultate  auf  den  Werth  des  In-  und  da: 


/ 


ist,  ein  Ausdruck,  der  mit  wachsendem  oder 

k  rerschwindet,  so   ist  unsere  Voraus-  _     — 2a 

Setzung  erwiesen.  «  — ««        ,. 

wo  a  eine  Constante  ist   Man  bestimmt 

40)     Dritte   Methode    zur   Be-  dieselbe,  indem  man  a  gleich  Null  setzt, 

rechnung  bestimmter  Integrale.  £&  wird  dann 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  bestimm-  ^^^^^  auch*                    ' 

ter  Integrale   gew&hrt  oft  die  Auflösung  ^ 

von  Differenzialgleichungen.   Wir  führen  ii=  /*      e^^^dx^^Vn 

ein   Beispiel   davon  an,  wobei  das   der  J  q                     if    > 

Theorie  der  Differenzialgleichungen  An-  ^^q. 

gehörige,    welches    vorkommt,   keinerlei  ^a 

Schwierigkeiten  macht.  ^oo    — x^ ;  q 

Sei  gegeben:  /        «            *  (te  =  l}^fl      "*.   Xni 

,00    •"**"~ra  Der  Weg,  der  zu  diesem  Resultat  führt, 

e                dx,  setzt  also  die  Eenhtniss  eines  speciellen 

0  Falles  voraus,    wo    a   gleich   Null  ist. 

diffcrenziirt  man  nach  «,  se  kommt:  B®>  ^^'  «^«^  angeführten  Methode  ist 

dies   durchgehends  der  Fall   und  ist  sie 

— ;p»-.?l  daher  besonders  für  FWle  geeignet,  wo 

du  _     Q    f*^  e            X»  ,  das  Integral  eine  reelle  Constante  ent- 

dä'^^     J        X» '  ^*^'  ^^^  d®'  Werth   desselben  gesucht 

^  werden   soll,   im  Falle,   wo  diese  Con* 

,  ^    ö    -.               _  staute  complex  wird.     Da  es  für  diese 

setzt  man  rechts  -  lÄr  ar,  so  kommt:  Betrachtungen  aber  eine  allgemeine  Me- 
thode gibt,   von   der  sogleich  die  Bede 

du_^         /•**     _4«— — ,          Q  sein  soll,  unterlassen   wir,  von  der  hier 

da"      J       *            4itf»=— Zu.  behandelten    weitere  Anwendungen    zu 

^  machen,  und  zeigen  nur  noch,  dass  sich 

Es  ist  also  die  Differensialgleichung:  auch  das  in  XIII  gegebene  Resultat  auf 

j^  dem  Wege  einfacher  Substitution  ergibt 

35=  ""2a  Eg  igt  nämlich: 

anizulöseni  welche  die  Gestalt  annimmt:  /•+go    «  ,. 

wir  setzen 

also  integrirt:  a 

lgii=— 2«  +  const  J'""*"'^' 
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also  denken,  so  ist 

^      «''/  a:=+oo   füry=+oo, 

Da  lerner  sich  also: 

ergibt,  ein  Ausdruck,  dessen  Radikal  wir 

uns  mit  dem  positiven  Zeichen  versehen   oder: 


a» 


..., 


Führt  man  die  Substitution  in  Fartialbrüche  serlegen.     Ist   nftmlich 

g  a  eine  der  Wurzeln,  so  hat  man: 

ein,  so  verwandelt  sich,  ganz  wie  oben,  ^(*)      *    * 

das  zweite  Integral  in   ein   dem   ersten  wo  die  andern  Glieder  rechts  «  — a  nicht 

TÖllig  identisches,  woraus  sich:  als    Kenner    haben.       Multiplicirt    man 

^s  *  also    beide    Seiten    der    Gleichung    mit 

o     ^00     — X* :  X  —  a,  so  ist: 

also  das  Resultat  XIII  ergibt.  v(^) 

fOr  den  Fall,  wo 

«-0 

Diese  Methode  ist  von  allen  die  ein-  j^^     ^^  ^^„^  ^jj^  ^„^^^   qU^^^,   ^^r. 

fachste.    Sie  besteht  eben  nur  dann,  das  gehwinden.  In  diesem  Falle  werden  aber 

unbestimmte  Integral  zu . berechnen,  und  ^^^^^  (z--^z)  f(x)  und  y(x)  beide  gleich 

die  läUe  aufzusuchen,   wo  die  Speciah-  n^U,  und   mkn   erhält   durch  Differen- 

Sirung  der  Grenzen  das  Resultat  beson-  ^ü^en  des  Zählers  und  Nenners : 
ders  vereinfacht.  ,  ^ 

Beispiel.    Es  sollen  f(x)  und  (f(x)  A  =    )/\- 

ganze  rationale  Functionen  sein ,  jedoch  V  vV 

f(x)   vom  niederen  Grade  als  (f(x)  uad  Seien   nun   zwei  conjugirte  Wurzeln  un- 

habe  die  Gleichung  sercr  Gleichung  (f(x)  =  Ot 

g(x)^0  a=p+qi  und  u'=:p — qh 

nur   imaginäre  und   ungleiche   Wurzeln,  und  die  Zahler  der  zugehörigen  Fartial- 

fXx^  brQche  * 
so  lässt  sich  der  Ausdruck  ^^   immer  '  A^P+Qi,  A'=P-Qi, 


41)    Vierte  Methode. 


a?— «       x—tt'  "■  x-^p'-qi       x—p  +  qi  (x—py  +  q'  ' 

und  integrirt  man  diesen  Ausdruck  in  den  Grenzen  — r  und  rk,  so  kommt: 

—  20[arc  tg  {rh —p)+ arc  tg  (r  -\-p)] 
oder  wenn  man  r  gleich  oo   setzt,  wird  dies  Resultat: 

2PlgA— 2e;r. 
Es  wird  also: 

f  4^rfar=:21gÄl'P— 2/T^e,  XIV 
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wo   die  Snmmen  auf  alle  den  Warael«  dem  mittlern  Werth 

paaren  entsprechenden  Werthe  von  P  und  jj_2 

Q  sich  beziehen.  <  = 

Wohl  zu  bemerken  ist,  dass  dies  Re-  .     •  i, 

sultat  von  dem  Verh&ltniss  h  der  obern  entspricht.  ^     ^      ^  ^.     ^ 

und   untern  Grenze  abhängt,  also   ganz  ^°  ^^^  Ausdruck  für  Q  setzen  wir: 

«nbestimmt  ist.  (2m+l);r_ 

Nur    in    dem   Falle,    wo  —  JfP  ver-  2ii       ~" 

Bchwindet,  hat  dies  Integral  in  den  Gren-  .       i^»  v  .            •.-...-.• 

zen   —00   und    +00    einen   bestimmten  «n^  m^HipWn  und  dividiren  mit  sm«; 

und  eindeutigen  Werth.  ®«  ^°""'  ^*"'^' 

8ei  z.  B.  P  = l_  2sin(2f+l)asin« 

und  m  kleiner  als  n.    Dann  ist:  *         =— 1 — ; — (cos2«a— co8  2(<-f  1)«), 

f(x)        Ion  4iism«^ 

i^^  =  —a; •"*"'-'•+ ^-  woraus  sich,  wenn  man  für  s  dieWertbe 

'/  W      ^^  0,  1,  2  .  .  •  2n-l  setzt,  ergibt: 

Die  Wurzeln  a  der  Gleichung  1— cos2ii« 

1+a:     =0  4»sma 

aber  sind:  oder,  da 

a=:«+ffi=:coB?y^7i+i8in^^/r,  coß2iia=cos(2m4-l)7i=-l 

2/1  2n  .^^^ 

wo  $  jeden  der  Werihe  0,  1,  2  •  •  •  n— 1  1 

annehmen  kann.  ^Q= 


In  dem  Ausdrucke 


2'*"°       2>» 


ff  .        -    tÜÜlüi/jm— 2n+i)         ^"^  diesem  Falle  fallt  also  der  logarith- 
iW  —  Jl  *      2n       ^*        '  mische  Theil .  welcher  unbestimmt  war. 


_       ^  mische  Theil,  welcher  unbestimmt  war, 

fß'{a)      2n^  ganz  weg,  und  man  hat,    wie  auch  das 

ist  der  reelle  Theil  mit  f> ,   der  imagi-  ^'^cUe  Verhältniss  der  obern  zur  untern 

naire  mit  Q  zu  bezeichnen,  also:  Grenze  beschafifen  sei: 

„     1         2*+l  ,0       „    .  IN  ^"^^        2m 

ß=^sin-^ — (2m— 2n+l)7i  2n 

Bei  diesem  Integral  ist  jedoch  der  Inte« 

^^^  grationsweg  keineswegs  beliebig. 

f-      ^  ^^^(2<+l)(2m+l);i^  jj.„jj^^  ju^^    denselben  auf  der  Ab- 

2n                   2it  scissenaxe,  so  bleibt  x  stets  reell  und  es 

1    .    (2s4-l)(2m+l);i  ^^^^  keine  Discontinuität  ein,  da  nur  för 

2ä                   2»             *  imaginäres  x   der   Nenner  1+«        ver- 

Es  ist  aber  augenblicklich  zu  sehen,  dass  schwinden  kann.     Wählt  man  einen  an- 

ftr  «-a-1   und  #=11-«    die  Werthe  J^rn  Weg,  so  darf  in  dem  von  dcmsel- 

von  F  derart  sich  enteprechen,  daes  der  ^:^    "^^^  ^^r   Abscissenaxe    begrenzten 

•ine  der  entgegengesetzte  des  andern  ist,  Flächentheil  keine  Wurzel  der  Gleichung 

wenn  also  die  Zahl  n  grade  ist,  so  wird  1+a:'"  enthalten  sein,   weil  sonst  nach 

^P:rO.  ^em  früher  (Abschmlt  13)  Gesagten  das 

Tv.«j^tx**                            j  Besultat  ein  andres  werden  muss. 

Dies  findet  auch  statt,   wenn  «1  ungrade  j^  ^^^  Ausdrucke  XV  können  auch 

ist,  da               10  ^*®  Integrationsgrenzen  von  Null  bis  un- 

p_ coo             ;t=0  endlich  genommen  werden.    Es  ist  näm- 

"2»            2  lieh: 

/  — <fc=  /  ixJr  I        — ix. 


148 


wenn  man  in  dem  ersten  Integral  der  erhalten: 
rechten  Seite  die  Grenzen  vertanscht,  nnd  ^ 

—X  für  :r  setzt,   so  wird  dasselbe  dem 
zweiten  Integrale  yöUig  gleich,  also : 


/ 


"^.^-cte 


XVb 


n 


1+x 


2tl 


o     .  2iii+l  • 
2it  sin    ^      n 


XV  a 


q  sinvTT 
9 


2» 


Dies  schon  öfter  angewandte  Verfahren 
l&sst  sich  anch  in  dem  allgemein  gülti- 
gen Satze  aasdrücken: 

/  /(*)rfx  =  2/       f{x)dx, 

wenn 

also  f{x)  eine  grade  Function  ist. 
logen  anch  hinin,  dass  immer: 

4-00 

/][«)rfr=0, 

QO 


WO  jetzt  p  und  9  beliebige  reelle  Zahlen 
sein  können ,  voransgesetzt,  dass  p  <q 
ist.    untersuchen  wir  noch  das  Integral: 

"*■**        2m 
—00 


«---1 


2» 


60  enthält  die  Function  x'  —1  im  Nen- 
ner zunächst  zwei  reelle  Factoren  x  +  1 
und  a;— 1,  ein  Fall,  den  wir  in  unserer 
allgemeinen  Betrachtung  ausgeschlossen 
hatten.    Setzen  wir  daher: 


Wir 


a 


f 


**»-! 


ß     .   f{') 


«— 1      «+1     y-(*)' 


wenn 


({-*)=-((?>), 


SO  hat  die  Function  ^(o?)  keinen  reellen 
Factor  mehr. 

üebrigens  ergibt  sich  a  und  ß  aus  der 
Formel: 


also  f{x)  eine  ungrade  Function  ist.  Es 
wird  dann,  wenn  man  das  Integral  in 
zwei  andre  theilt,  deren  Grenzen  —  oo 
und  0,  so  wie  0  und  +qo  sind,  im 
erstem  — x  tdr  x  setzt,  das  erste  Inte- 


2m 


dc«^**-!) 


1    2m— 2«+ 1 
=  2S* 


*)« 


gral    der    entgegengesetzte    Werth    des  für  den  Fall,  wo  x  bezüglich  gleich  +1' 

zweiten.  oder  gleich  —1  ist,  ganz  wie  dies  oben 

^    „„„  gezeigt  wurde.    Also: 
In  XV a  setzten  wir  noch:  ^  ^ 

«  =  z**,   2a(m+l)=;?,   2an  =  y,  ""Si'    ^"^"^^ 

wo  also  p  immer  kleiner  als  q  ist,  nnd  es  ist  also: 


'2ii' 


_^  ^2"_i  ^^  -2» j  _« «-1  2»7  _^  «+1  +7  y(,r- 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  wo  s  jeden  der  Werthe  1,  2,  3*<  •  n— 1 
dritten  Integral,  welches  ein  specieller  annimmt,  die  übrigen  Wurzeln  gibt  der 
Fall  des  Ausdrucks  XIV  ist,  man  hat  Ausdruck  /i  —  fi,  wo  p  und  q  immer 
nämlich,  da  p+qi  eine  imaginäre  Wur-  einem  der  obigen  Werthe  entsprechen, 
zel  der  Gleichung  Die  Werthe   s  =  0  und  »zzn  sind  hier 

ausgeschlossen,   weil  sie  zu  den  reellen 
Wurzeln  führen.    Es  ist  nun: 


ist: 


X     —1=0 


STTi 

p  +  q%^}/i:ze     , 


f{x)   _   1_   2m— 2n+ 1 
^\x)  "  2i»* 


also 
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da  man  diesen  Ansdnick  erhält,  indem   dass  anch,   wenn  n— 1  nngrade  ist,  dem 
man  in  den  yorigen  mittleren  Werth 

setzt,  also:  2' 

j»=:J_co8(2m+l)— ,  welcher  allein  stehen  wurde: 

p=s-sin(2m+l)--,  ^*  2 

^"  *  ^  entspricht, 

combinirt  man  immer  je   awei  Werthe,       tt       ^/i  i.       i. 

denen  «  =  a,  nnd  f  =  n-a  entspricht,  so      .^m   SQ    zu   berechnen,    setzten   wir 
ist    die    Summe    beider    zugehörigen   P  wieder: 
gleich  Null,  also  /o-._i_i\^  _ 

^P=0,  (2«+!)-;^-«, 

denn  ganz  wie  oben  erwiesen  ergibt  sich,   es  ist  dann : 

_2sinf  «sin<r  _  cos(f—l)<r »008(1 4-1)« 

4nsina  iitsina  * 

also: 

^         1  r       ^      ^x  /      ^N   1     l+cos«  — cos(n— 1)«— cosn« 

-r0=3-4— -Srcos(i-l)a-cos(f-l)«]=— i- 3-A ^ , 

^    insina     ^      ^        ^  4f»sina 

aber 

cos  fi  a  =  cos  (2m+ 1) »  =  —1 
und 

cos  (n— 1)  a  =:  cos  (fia— a)  =  cos  [(2ai+l)  «— «]  =  —cos  er, 
also 

er 
^p^l+cos«  2     _  1 


2iisina  ~  n     •  «       o  *  (2«iH-l)«' 
2fismg-       2ittg^     ^  ^ 


also  nach  Fonnel  XIV: 


/ 


;d!r  = 


*      2ji 


Was   den   noch   fehlenden  Theil   des  deren  Badius  r   sei,   und  die  Integrale 

gesuchten  Integrals  anbetrifft,  so  erhai-  längs  derselben  im  übrigen  aber  auf  der 

■i                 -^  Abscissenaze    nehmen.      Es   sind   dann 

ten  beide  Ausdrftcke  r und  z eine  aber  4  Integrationswege  möglich,  welche 

l—«          X+«  rerschiedene  Resultate  geben  kOnnen,  je 

auf  der  Abscissenaze  liegende  Discon-  nachdem   wir    nämlich   den   einen    oder 

tinuitftt,    welche  den  Punkten  x=l  und  andern   dieser  Halbkreise   auf  der  Seite 

bezüglich  xzz—1  entspricht.   Wir  elimi-  nehmen,  wo  die  Ordinaten  positir,   oder 

niren    dieselbe,    indem    wir    um    diese  wo  sie  negativ  sind. 

Punkte  herum  kleine  Halbkreise  ziehen.  Man  setzt  demnach: 

J  -00  *-l  "*/    -f    *-^  J   i-r*-^     •'   i+r*""^* 

wo  f  und  <  unendlich  gross  sind.  Das   zweite    Integral    ist    auf    einem 

Das  erste  und  dritte  Integral  enthält  Halbkreise  zu  nehmen,  d.  h.  zu  setzen: 

keine  Discontinuität,  es  ergeben  sich  für  __    . 

dieselben  die  Werthe:  x=:l-r(cos^+i8in9)=l— re    ^, 

1»  Ü  4.  Iff  1  —  Iff  L  wo  die  Integrationsgrenzen  0  und  n  oder 

*  f  "^  *^  r  ""    *^f '  0  und  -w  sind,  also; 
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I  +1«  -t-W  _    :  +n 

1  — r  0  •^^  0 


ferner  ist: 

Die  Summe  des  ersten  nnd  dritten  Integrals  ist: 

lg-4-lgi  =  lg-. 

s  r        s 

Das  mittlere  gibt,  wenn  man 

x=z — 1  +r  (cos  y -f- 1  siny)  =  —  1 — re     ^ 
setst: 

—  I— r                     0  ^^ 

Es  nimmt  also  der  Ansdrack,  von  dem  Und  hier  ist  nur  eine  Ausbiegang  vor- 

wir  sprechen  banden,  die  aber  auf  einer  gans  belie- 

1    /•i°°    dx         1    /»+*    dx  bigen  Seite  der  Axe  liegt. 

Q-  /           s  —  h~  /           Hl  Wie  oben  erh&lt  man  noch ,  wenn  p 

^J   -00  *— 1      ^'^J   — 00  *+l  kleiner  als  7  ist: 

da    der  von    den  unendlichen    Grenzen  ^^JP^^d 

herrührende  Theil :  Ig^  —  lg  i  immer  Ter-  /      Z       i  "      jT '          ^^^  ^ 

schwindet,    folgende    Werthe    an:    Null  9 

wenn  beide  Ausweichungen  auf  derselben  wo  aber  immer  eine  Ausbiegung  statt- 

Seite  der  Abscissenaxe  liegen, —2177  wenn  findet.  Diese  wichtige  Betrachtung  fehlt 

das  erste  auf  der  positiven  Seite,  das  zweite  gewöhnlich  bei   der  Entwicklung   dieses 

auf    der   negativen    Seite    liegt,     +  2i/i  Integrals  in   den  Lehrbüchern.     Sie  ist 

wenn    das     Entgegengesetzte    der    Fall  aber  unerl&sslich,    da  sonst  lediglich  ein 

ist,    und  man  hat,  wenn  man  schliess-  falsches  Resultat  sich  ergibt. 

^lich  noch  den  Nenner  x'  — 1    mit  ent-  42)  Fünfte  Methode, 

gegengesetztem  Vorzeichen  nimmt:  jy^^  y^i^t  zu  gebende  Methode  der  Dar- 

^^ x'*'^dx  Stellung    bestimmter    Integrale     ist    die 


/ 


— \-2Qi7i,X.YI  schönste   und  allgemeinste  aller  vorhan- 

l^x'^  ntg  TT  denen,  sie  rührt  von  Canchy  her,  und 
"•^  ^2»  stüut  sich  auf  die  Theorie  der  Mehrden- 
wo  g  eine  der  Zahlen  ~  1 ,  +1  oder  tigkeit  der  Integrale,  welche  wir  in  Ab- 
Null bedeutet.  In  keinem  Falle  darf  das  sdinitt  XIII  gegeben  haben. 
Integral  nur  über  der  Abscissenaxe  er-  Während  alle  bis  jetzt  gegebenen  Me- 
streckt werden,  sondern  es  finden  immer  thoden  indirect  sind,  lehrt  diese  unter 
zwei  Ausbiegangen  nach  der  positiven  gewissen  Bedingungen  aaf  directe  Weise 
oder  negativen  Seite  statt,  welche  belie-  denWerth  der  bestimmten  Integrale  anfsa- 
big  sind,  aber  so  klein,  dass  sie  keine  finden,  zunächst  für  solche  Integrale,  deren 
zweite  Wurzel  der  Gleichung  Grenzen  —  oo  und   +  00  oder  0  and  2« 

2n__  ^_Q  sind ;  indess  lassen  sich  durch  zweckmässige 

.              „.              "~           ,  .  ,    ^T  1.  Transformation   diese  Grenzen  leicht  bei 

umfassen.      Nimmt  man  g   gleich  NuU,  ^j^n  bestimmten  Integralen  herstellen, 

also  beide  Ausbiegungen  nach  derselben  g^j  /y^x  ^j^e  Function ,    die  innerhalb 

Seite,   so  lässt  sich  unser  Integral  in  2  ejneg   gewissen   geschlossenen  ümfanges 

andere  gleiche  theilcn,  da  es  eine  grade  eindeutig,  aber  nicht  immer  continuiriich 

Function  enthalt,  und  man  hat :  j^      Umgeben  wir  dann  jeden  der  Dis- 

^  x^^  dx  continniÄtspunkte  mit  einer  beliebig  klei- 

r= ^ .       XVI  a  nen  geschlossenen  Curve,  etwa  mit  einem 

!_;,•'»    2ritK?^^Ü7r  Kreis,  dessen  Radius  ins  Unendliche  ab- 

2n  nimmt,   so   ist   nach  dem    Abschnitt  13 


/ 


151 

Sats  III  Gesagten  das  über  den  loBseren       Sind  »=ir|)JC  =  o(,  •••«=a    •••«r=a 

Umfang  ausgedehnte  Integral  ff{t£)  rfx,  die  Discontinuitatspunkte  und  setzen  wir 
gleich   der  Snmme   derjenigen   Integrale  unendlich  kleine  Kreise  mit  Radius  r  als 
derselben  Function,  welche  über  die  in-  Umfange  derselben  voraus,  so  ist: 
nern  die  Discontinuit&tspnncte  umgeben- 
den  Umringe    in  gleicher    Kichtung  als  P .  .,        .  /"^  ^          </K    </», 
der  äussere  sicherstrecken.    Es  istnäm-  J /Wäx=rtJ       /^cf+rc'-)«^  dff. 

lieh   in  dem   zwischen  allen  diesen  Um- 
fangen befindlichen  Raum   keine  weitere  Für  jeden   solcher  Umringe,    also  wenn 
BisconUnuit&t  der  Function  /-(x)  Torhan-  .j^   /*'    ^  j,„  ^„„^^  umring  be- 
den.     Vorausgesetzt   ist   hier,    dass   auf  J  ^ 
dem  ftussem  Umfang  selbst  keine    Dis-  zieht: 
continnit&t  eintritt. 

r  fix)  dx=i^T  f '"  /•(«  +  ref*)  e1%, 

wo  r  eine  ins  Unendliche    abnehmende   der  Modul  Ton  a  +ti  kleiner  als  jeder 

Constante  ist.  j    •     •         nx  j  /'  •  *    r*        ^  v. 

Nach  einem  bekannten  SaUe  Itast  sich   derjenigen  Moduln  ist,  für  welchen  «me 
der  Ausdmck  /■(,<  +»),  welcher  fari.=0   '"•■**  D'^conönuiUlt  eintntt. 

discontinnirlich  w?rd,   so   lange   in  eine   p  ^' J"    •'"»   '""«''"^v.  '"'•*"5?'  •''•° 
«-«V  —  —  •*•  A  ••        i>       Punct  tt     umgebenden  kleinen  Umnngs 

nach  ganzen  positiven  und  negativen  Fo-  P 

tenzen  geordnete  Reihe   entwickeln,   als   und  auf  demselben  jedenfalls: 

ii=QO  n=oo 

und 
•^0         '^  n=0         •^   0 


11=1       "«^0 


Bei   der  Integration  .werden  alle  Inte-  d.    h.    „das    Integral    einer    eindeutigen 

grale  Null,    da  die  Werthe  der  Integrale  über  einen  gewissen  Umfang  erstreckten 

e't*  fttr  die   Grensen  0  und  2n  gleich  ^r*".»"  *"  K'«',*  der  Residunmsnmme 

worden  innerhalb  dieses  Umfanges  befind- 

Eine   Ausnahme    macht    nur  das  mit  "^^«'^    Discontinnitftten   maltiplidrt   mit 

Ä,  multiplicirte  Glied:  ^''•• 

^  Befindet  sich  auf  dem  Umfange  selbst 

.»    /*       .    —  2friÄ  ®^°®     Discontinuit&t,    so    ist    für  diesen 

i/o      '^               *  Punkt  eine  Ans.biegung  zu  machen.   Ge- 
schieht   dieselbe    nach    innen,    so   ^It 

Es  ist  aber  B^  nichts  anders  als  der  diese    Discontinuitat   ganz   aus  der   Be- 

Coefficient  von  -i-   in   der  Eniwicklung  ^^achtung  weg,   geschieht   sie  aber  nach 

ti  aussen,   so   ist  das  zugehörige  Residuum 

von  f(a    +v).       Diesen    Coefficienten  in  die  Summe  rechts  mit  aufzunehmen. 

nennt  man   nach  Ganchj  das  Residuum  Unterwerfen    wir    jeUt    die   Function 

von  /*(irj.      Wir    bezeichnen    denselben  K^)  noch  folgender  Bedingung:  Sie  soll 

r  verschwinden,     wenn    man    den   reellen 

durch :           »  __  u     //     \  Theil  von  x  positiv  oder  negativ  unend- 

Ä,-  Besf(«  )  jjgj,^  ^ßd  wenn  man  den  mit  i  mnltipli- 

nnd    haben   also   den    hOch.t   wichtigen  ''^«"    T""""     ^^"^    nnendUch    setzt. 

Satz:  Solche  Function  ist  z.  B.  x     ',    wo   i 

/f                       p  =  n  eine  beliebige  positive  Zahl  ist, 

f(x)dx  =  2it  JT  Re8^(n  ).  Als  Umfang  betrachten  wir  dann  ein 

p=  \            P  Rechteck ,    dessen   eine  Seite   ein  Stück 
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2a  der  Abscisaenaxe  bildet,    in  dessen  ist  dann,  wenn  man 

Mitte  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x^ip-i-qi 

liegt,  und  wo  die  beiden  nicht  parallelen  setzt,   das  Integral  in  4  andre   sa  tbei- 

Seiten    sich  auf  der  Seite  der  positiven  len,  welche  den  4  Seiten  des  Ifcechtecks 

Ordinate  bis  zur  Höhe  b  erstrecken.   Es  entsprechen,  also: 

r  f(x) dxzz  r       f(p) dp  +  f   f{a+^)idq  +  f       f{p'\-hi) dp 


+f  f(-a^V^)idq. 


Im  ersten  und  dritten  Integral  ist  nftm-       Beispiel.    Sei 
lieh  offenbar  die  Ordinate  q  constant  und  axi 

bezüglich  gleich  0  und  &,  im  zweiten  und  f(x)z=^ > , 

vierten  ist  dieAbscisse  constant  und  be-  1+^* 

züglich  gleich  +a  und  —a.  ein  Ausdruck,  der  in  der  That  für 

Lässt  man  nun  die  positiven  Grössen  «=+00  und  x=-{-<x>i 

aundb  ins  Unendliche  wachsen    sover-  verschwindet.  Discontinuitftt  tritt  nur  für 

schwinden   nach    unserer  Annahme    die  ^^j^  -p^    •  . 

Functionen   unter   den  drei  letzten  Inte-  ^ 

gralzeichen  für  jeden   Werth,    den    sie  zzz-^i 

während  der  Integration  annehmen,  also:  ist;  setzen  wir  also 

^(00  +^i)=/'(p+oot)=/'(-oo  +5^0=0.  xzzi^u. 

Es  ist  also  r f{x)^    lediglich   gleich  ^  ^''^-         .,      ., 

/.+«  /(^)-! 1  -  ! t— 

dem  ersten  Integral  I  f(p)dp, Ahoi  2iit+ii^        ii(2i+«) 


f 


00  und 

—00  p=i 


wo  a    auf  alle  Discontinuit&tspunkte  geht,  ^+Q0  ^««1 

deren  imagin&rer  Theil  positiv  ist.     Die  •/    ^qq  1+«^ 

Besiduen  beziehen  sich  also  auf  alle  Werthe  ai_-  .-^«^  ^ -du  j  t       •  ■ 

Ton  «  ,   deren  mit  i  multipUcirter  Theü  ^^»7°°  "^  ^"«^  ""^  ö»««»**« 

positiv  ist.    Das  Integral  links  erstreckt 


/: 


■^^  C06  axdx        — 


sich  über  die  ganze   Abscissenaxe ,  die 

Function  f(x)  ist  also  immer  reelL  Eine  J   __^     l+x* 

Ausnahme  bildet  nur  der  Fall,  wo  f(x) 

reelle  Discontinuit&tspunkte  hat,  die  also  /*+^  ain  axdx_^ 

auf  der  Abscissenaxe  liegen.    In  diesem  /  l+x*    ~^' 

Falle   ist  eine  Ausbiegung    auf  die   ne-  "^^ 

gative  oder  positive  Ordinaten-Seite  zu  Das  erste  Resultat  haben  wir  schon  frü- 

machen,   und  im  erstem  Falle  tritt  das  her  erhalten.    Die  meisten  schon  gefnn- 

Besiduum  d^r  bezeichneten  Discontinuit&t  denen  Werthe  bestimmter  Integrale  wür- 

zur  Summe    rechts  hinzu;   das  Resultat  den  sich  aber  auf  dieselbe  Weise  ablei- 

verliert  also  seine  Eindeutigkeit.  ten  lassen. 

43)  Weitere  Anwendungen  der  vorigen  Methode. 
Die  Formel  A  nimmt  auch  noch  eine  andre  Form  an;  es  ist: 

nx)dx=/         f(x)dx+l         f(x)dx 

und  wenn  wir  im  ersten  Integral  rechts  x  mit  ^x  vertauschen: 

f(x)dx:=f  [nx)+r{-'x)]dx, 

—00  •^    0 
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also: 

ein  Besaltat,  welches,   im  Falle  f{x)  eine  grade  Function,  also  f(x)=:f('-x)  ist 
die  Gestalt  annimmt:  *  \  /    i  v      /     •» 

/oo  p=:f| 

/(a;)dr=7rt  -T  Bes^(«J.  (C) 

0  p=:|  r 

Ist  f(x)  eine  nngrade  Function,  also 
80  wurd  dagegen: 

/■'*Ax)^=rt^^^^,o.      (D) 

Beispiele.    Sei  den  Character  einer  ganzen  Function  in 

^  .     rF(x)  diesem  Gebiete  hat,  dann  ist  die  einiige 

n^)=   <  .    ,^  in  Betracht  kommende  Discontinuität  die 

"*"  der  Wurzel  von 

r  ist  eme  positive  Grösse  und  F(x)  eine  a_L  «-A 

Function   von  x,   die   für  einen  Werth  «  -t-r  _u 

von  j;,   dessen  mit  i  multiplicirter  Theil  x-ri 

positiv  ist,  nicht  unendlich  wird,  die  also  entsprechende. 
Es  ist  also: 


0 
da  für  x^ri 


^^'le'+r«/ "  2ri 


.  2ri 

ist. 

Ebenso  erhält  man,  wenn 
ist, 

Ist  aber  gegeben: 

QO  F(j?)~F(-a?)       r'ito 

2  a?(a;'+r«) 


r 


also 


'^^  ' x(x^  ■{•  r^y 


so  kommt  das  auf  x=0  bezügliche  Residuum  hinzu,  wenn  man  eine  Ausbiegnng 
nach  der  negativen  Ordinaten-Seite  hin  nimmt,  und  da 

Res(i)=l  für  x  =  0 
wird ': 


r 

^   0 


oder 

ni 


F{x)  -  F(^x)      r»dx      _  ni  rop,^x     «^  .v, 
2  *(*^  +  r«)-2"t^'^^^^^f'^)l 


11 
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wo  der  erste  oder  der  leteto  Werth  gilt,  je   gesetzt  wird 

nachdem  die  Ansbiegang  in  positiver  oder  ^/^\  F(ri4-ii) 

negativer  Bichtang  geschieht.  = • 

Aus  der  Formel  Ä  des  Abschnitts  42       «  ^   .  i  »*  _       e-/^  •  .a   „.«u  a^w^ 

aber  folrt  -  Entwickelt  man  F{r%  -f-  u)   nach  dem 

aoer  loigi .  Taylorschen  SaUe  nach  Potenzen  von  k, 

/+<»    irr 'S  ^**®  inamer   mOglich   ist,   da  bei   dieser 
--^.dxz:2nF{ri),        XX       Function  keine  Discontinuit&ten  vorkom- 

•~°o  ^     ^  men,    so  ist  das  mit  ••'^""^multiplicirte 

da  xzz  -ri    die   einzige  Discontinuitat   Glied  des  Zahlers : 

ist,  und  F('"-^)(r»)     «-i 

\r  +  xt/       i  . 

für  diesen  Werth  von  x  wird.  wo  F^**     *^  die  m-1  te  Ableitung  be- 

Ist  aber  gegeben  «'^"«*-  ^»  ^«'  ^«°'*«'^  ^  ^'     "*'   "^^ 

erhalt    man    also   das   mit   -    mnltipli- 

/+Q0       p^jp\  u 
J^^                    cirte  Glied  oder  das  Kesidium,  also: 

F(x)  1      F^*"     *^(H) 

wo  «1   eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so       Res  —=  —^  l.2--.m-^l 

ist,  wenn  (r+J»)         (») 

x  =  ri+u  und  nach  der  Formel  Ä: 

-/  ^^j-«^"»  1.2'3-m-l 

Offenbar  ist  auch:  keine,   wo   der  Cocfficient  von  i  posi- 
tiv ist. 

"*"°^      F(x)  Sei  wieder  F(aF)  eine  Function,  welche 

^ dx  =  0,       XXII  keine  Discontinuitäten  enthalt,  wenn  der 

__       (r—xif^  mit  i  multiplicirte  Theil  positiv  ist,  und 

^  7  (:Er)  eine  eindeutige  Function,  welche  für 

weil  dieser  Ausdruck  nur  eine  dem  Werthe  x^a 

x='-r%  discontinuirlich   wird,  »o  Ist  im  Allge- 

entsprechende  Discontinuitat  hat,    also  meinen: 

m=.QO  «1=00  

m  =  o     "^  m=l 

Ist  aber  die  Discontinuitat  der  Art,  dass   continuirlich,  also  in  der  Nahe  von  a  ist: 

yW-<=o  .  =a.f«+fl,i»»+*««+<»pt*    +  •  •  • 

ist,    ebenso    wie  y  («+r)   und  <y(a— r),  y(«+«)  '^ 

wo  r  unendlich  klein  ist,  jedoch  für  einen  I 

dieser  Werthe  auch  —  oo,   oder  oot  ein-  Das  constante  Glied  fehlt,   weil     ,        v 

treten  kann,   so  ist  die   zweite  Summe  ^  ^  ,    .    ,  .  u*  «^«"Iik-i 

immer  so  beschaffen,   dass  sie  aus  einer  für  «=0  verschwindet;  es  können   aber 

endlichen  Anzahl GUeder  besteht.   Es  ist  auch  gewisse  Coefficienten  fl„ö,-«,_i 

nämlich  verschwinden,      und     wir    nehmen    der 

I    ^A  Allgemeinheit   wegen  an,    dass  in  der 

q.{a)  That  a     der  erste  Coeffident  ist,  wel- 

,    ,.    ,,      ^.  1      •*•-,»««*       eher  erscheint,  wo  f  also  auch  gleich  1 

und  die  Function   ^^  «t  >m  Puuct  «  ^^.^  ^^^^     ^^„„  .^,. 


/ 
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y(«+«)= 


•X(^+-^«+^-'-^---) 


Der  Ausdruck: 


der  fCU*  11=0  Eins  wird,  lAsst  sich  aber  immer  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
Yon  u  entwickeln  nnd  man  hat: 

^^ 

oder: 

Es  ist  also  die  Zahl  der  mit  negativen  Potenzen  von  u  mnltiplidrten  Glieder  in 
der  That  endlich;  man  nennt  den  Ansdmck  ^(n)  eine  Discontinnit&t  vom  s ten 
Grade,  wenn  — i  der  algebraisch  kleinste  Exponent  von  «i  in  dieser  Beihe  ist.  Die 
Coefficienten  der  Beihe  lassen  sich  auch  anders  ausdrucken:  es  ist 

and  da  «'^(a+ii)  also  in  der  Gegend  von  a  continoirlich  ist,  aach: 

u  (f(a+u)  =  v  tf{u-]-v)^—^^^^u+      1.2 dp«     **  +  •  *  • 
t&r  den  Fall,  wo  v  verschwindet,  wie  der  Mac  Lanrinsche  Satz  lehrt   Es  ist  also : 

^      dj^'-^  1.2...(p— 1) 
Sachen  wir  jetzt  das  Besidanm  von  F(x)  g{x).    Es  ist: 

Sei 

v'y.  («+»)  =  ?/»(«) 
för  den  Fall,  wo  v  verschwindet,  so  ist : 


P    l-2-p—l 


\u         u  / 


Das  mit  —  maltiplidrte  Glied  wird  dann: 


oder 

Bes  [!?](«)  v(«)l=   JS    T-^ W  Q — T-^» 
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also: 

Das  erste  Summenseicheii  geht  anf  alle  Unendlichkeiten  a,  deren  mit  t  mnltipli- 
drter  Theil  positiv  ist. 

Sei  z.  B. 
wo  b  positiv  ist,  so  erhält  man 

Ist  a=:A+/ut  eine  der  Discontinnitäten,  so  hat  man  also: 

y  _« '  »w<^=2«z^^, — i.2...p-i.i.2...,-y — - 

Oder  wenn  man 

l«2-»«p— 1  p       p 

setzt: 

P 

^K,Bm  [W+(s-p+l)|l  +iürp0os  [6X+(s-p+l)^] 

+%H, sin  [6JL+(#-p+l)^  >.  XXIV 

Die  erste  Summe  geht  auf  alle  Werthe  von  X^  ft,  H^  K^  welche  Disoontinnitaten 
entsprechen.    Dies  Besultat  gibt  noch,   wenn  man  Reelles  und  Imaginäres  trennt : 

I  cos bXif{x)dx :zS  S     1,2... 

•^    —00  P--4  «^ 

{i/^cos[6A+(.-/i+J)|]-iirpBinfAA+(f-p+i)g] }         XXIVa 

sin6xtf(x)cl^  =  2'  JE  -ti— s 

-00  p=l   1-2.. .«-p 

JÄ-pCos  [6iL+(«-p+i)  J+//pSin  [6A+(«-p+l)  Jj.  XXIVb 

Hat  (f>{x)  nur  Discontinuitftten  ersten  /•+«>   ^ | 

Grades,   so  bestehen   die  sweiten  Sum-  /  x        tf(ae)dx 

men    nur    aus    einem    Gliede,    welches  *^  — oo 

«  =  1  und  ;i=l  entspricht,    wo  also  die  ,^d  dann  nnr  im  Falle,  wo  a  ein  äch- 

Potenas  Ä*""^  wegftUt.  ^er  Bruch,  a?""""^  für  «=0  unendlich. 

Sei  ferner  Es  wäre   also  (Abschnitt  42)  für  die- 

0 I  sen  Fall  ausser  demBesidnum  von  ^(x) 

'^W  =  *        y  noch  ein  Glied 

wo   a   eine  positive  Zahl  ist.     In   dem  fx"^'^^ aXx)  dx 

Ausdrucke  J  r\  /      » 
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WO  « =  re     in  setsen,  und  das  Integral  nach  der  negativen  Seite  der  Ordinaten 

in  den  Grenzen  Jl=:0,  iL=2/r  sa  nehmen  nimmt.     Es  ist  aber  anter  der  Vorans- 

ist,  r  aber  ins  Unendliche  abnimmt,  dann  setznng,  dass  (f{x)  für  «=0  nicht  nn- 

hinznznfttgen,  wenn  man  die  Ansbiegung  endlich  wird: 

y(j:)  =  ii^4-«,«-f  <»i«'-f-  ••• 


/ 


•  •• 


nnd  r  ond  re'      fUr  x  setsend,   und  die  Differenz  beider  Werthe  nehmend  er- 
hält man: 

ein  Ausdruck,  der  mit  abnehmendem  r  Abscissenaze  erstrecken.  Letzteres wihrde 

immer  verschwindet ;  es  hat  also  die  Art  sich    auch    aus  den  Betrachtungen  des 

derAusbiegung  keinen  EinflusB,  und  man  Abschnitts  10  ergeben,  wenn  man   das 

kann  das  Int^pral   auch  Aber  die  ganze  Integral: 

/x^''\(x)dx-  f        «*■" V (*)<*«+  /"        x^^\(x)dx 
—00  *^     —00  «^     +« 

setzt,  und  (f,  •  ins  Unendliche   abnehmen  Iftsst,   wo  dann  keine  Discontinuität 
ersdieint« 

Es  ist  also  in  Formel  XXIII: 

zu  setzen.    Also: 
/•'•*,— ,(.)rf*=2«^ ^IV^-'^W/-;-^  .  a(a-l)...(^,+H-l) 

oder  wenn  man  ganz  wie  oben  setzt: 

JB — 1 

und  ausserdem 


4?;^ =»'-«.' 


**-P "  1.2*-«s— p  ' 

so  kommt: 

/•+«  «-.1  />  =  •  «-14.«  K*»-'+^)^+?l*  XXV 


■00  p=i 

Soll  hier  das  Beeile  vom  Imagin&ren  getrennt  werden,  so  bemerke  man,  dass 
<f(x)  iUr  reelles  x  auch  reell  bleibt,  wenn   diese  Function  inmier  eindeutig  ist 

(also  auch  keine  mehrdeutige  Constante  enthält).*)     Was  x^^^  anbetrifft,  so  ist 


*)  Wäre  nämlich  z.  B.  q{t):=:A+Bi^  wo  t  reell  ist,  so   mflsste  auch  sein; 
9(l)=il  —  ßt,  es  könnte  also  (p  keine  eindeutige  Function  sein. 
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für  poBitives  x  dieser  Ausdruck  ebenfalls  reell.    Für  negatives  x  aber  ist: 

wenn 

jf=— y 

gesetzt  wird.  Es  zerfallt  also  unser  Integral  in: 

X       *y(a?)cf«=/  X        y(«)ite—  /  y         y(-y)rfycos7ia 

— «  *^    0  »^0 

— •/       y      ^r  (— y)  ^'y  ™  ^«• 


0 

Nehmen  wir  nur  den  letzten  Theil  und  schreiben  darin 

yi(y)  ßr  y(-y) 


so  kommt: 

/;y'^-V.(y)-'y=-i|^:^  're-'+^.^{v-K^^^^ 

+X^cos  [(a-*-b>)*+|]l  XXVa 

Sei  noch  gegeben:  Wurzeln,  also  <f{x)  nur  Unendlichkeiten 

F(x)zzlg(l-^Ax%)  ersten  Grades,   eine  Voraussetzung»  die 

übrigens    nicht  nothwendig  ist,  jedoch 

ein  Ausdruck,   der  ebenfalls  ftir  reelles  das  Resultat  vereinfacht. 

x    nicht    unendlich     wird,    ausser    für  Es  wird  dann  f  =/7  =  1.     Die  zweite 

«=4-00.     Wir  denken  uns   aber   (f.(x)  Summe   besteht  aus  einem  Gliede,    und 

so  Beschaffen,    dass   für  diese  Wertbe  man  hat,  wenn 

dennoch  F(x)»q(x)  verschwindet.    Setzen  -14-  « 

wir   dßr  Einlachheit  wegen  voraus:    die  "~      ^ 

1  V(A+i"»)=*+^* 

Gleichung:  — 7-r  =  0  hÄtte  nur  einfache  ^,     .  . 

^(x)  gesetat  wird: 

/lg(l— iiri)y.(a:)rfr=  —2nJiK—Hi)\g(li'fiA+Ui).  XXVI 
—00 

Die  Allgemeinheit  der  hier  gegebenen  Mittelpunkt  des  SLreises,   r  sein  Radius, 

Formeln    ist  ohne  Weiteres    ersichtlich,  und  allgemein  x=:p^qi  ist. 

und  können  ans  ihrer  Specialisirung  viele  »  =  r  cos  <i     a  =  r  sin  <t, 

Resultate  abgeleitet  werden.  . 

-     y* 

44)  Fortsetzung  des  Obigen.  ^^^  ^.^  Integration '^findet  in  den  Gren- 

In  Abschnitt 42)  gingen  wir  von  einem  zen  «=0  und  y.  =  2;f  statt,  also: 
Umfange  aus,  der  ein  unendlich  grosses 

Rechteck    bildete.      Beziehen  wir  statt  /* "*  ..,    ».u    «i.      o  "r-o--//^  \ 

dessen  in  der  Formel:  J  ^  rtf(ref)e'^  i<r/.=2«f-SRes^(«P 

/Vw dx  =  27r/'^'Re8 /*(«  )  ^^"^  ^®""  "^*" 

das  erste  Integral  auf  einen  Kreis  mit  '®^'^* 

beliebigem  Radius.    Die  rechte  Seite  um-  g%2n           .                        /  ^('O  V 

fasst  dann  alle  Discontinuitftten  a     der  /       y(re*'^rfy  =2;r2"Res( — ^  J.(E) 

Function  f{x)  innerhalb   dieses  Kreises.  ®                                      ^      P   ^ 

Vorausgesetzt  wird  noch,   dass  auf  der  Ist  tp{u)  eine  im  ganzen  Kreise  conti- 

Peripherie    selbst    keine    Discontinuitüt  nuirlidie  Function,  so  findet  nur  eine 

stattfinde.     Es  ist  nun,  wenn  der  An-  Discontlnuitilt  für  a  =  0  statt,  wo  der 

fangspunkt  der  Coordinaten  zugleich  der  Kenner  verschwindet;  dann  ist  wegen: 
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^u) = ^*^)+ii  •  ^'(0)+  •  •  •  /.»« 

Bea 


,      .     ,.  V  ,,  WO  jedoch  r  kleiner  als  1  sein  muss. 

also  m  diesem  Falle:  ^  .   . 

Bei  ferner: 

f      %p{rt'*^)dif.-2nxlj(fi),       (F)  V<»)=lg(l— ») 

^   0  und  der  Modul  von  »  kleiner  als  1,    so 

Setzt  man  hierin  noch:  ^^^^^  ebenfalls  ContinaiUt  statt;  es  ist: 


2n 


so  kommt:  ^3^, 


J       n*^re^')d,>^2nf(.).     (G)  r'%g(l-.reyVy  =0. 

wo  f{x)  eine  eindeutige  nnd  continaiiiiche  j  . 

Function  für  jeden  Werth  von  .,; 

*  =  *+?*^  so  wird  * 

ist,  wo  Q  kleiner  als  r  sein  muss.  • 

Beispiele.    Sei  in  Formel  F:  lg(l— r«     '*  )=:p~^ 

^  «ein,  also 

^'^  =  1=^»  p  =  ilg(l-r.y*)(l-re-y') 

^(0)  =  1.  =ilg(l— 2rcoB7+r«). 

EinAusdrack,  der  so  lange  continmrlich  ^^  ^^^. 

bleibt,  als  in  2=:r«^*  die  Grösser  klei-  on 

ner  als  1  ist  (d,  h.  wo  der  analytische  Mo-  r     ^^  _  q 

dal  von  A  kleiner  als  1  ist).  £s  ist  also:  J  q 

i    „  ^T       .«  /      lg(l-2rcosy.+r')iy.  =  0,  XXVni 

oder  wenn  man  Beelles  nnd  Imagin&res   ./   a 


trennt: 


Q«      ^  so  lange  r  kleiner  als  1  ist. 

r          1— rcosy.       .      o  o  •  •  *  *                            11 

I       1 K V-J"7=2;i  Sei  jetzt  r  grosser  als  1,  so  ist 

./  ü    l-.2rcoBy.+r»  jedenfaUs: 


jedenfalls : 
In  nin  ^ln 


/in                                              pin                     gsin             o  \ 

lg  (1— 2r  cos  y  ■fr«)rfy.  =  /       Igt«  Jy.  +  /        lg  (1 cos  r+-?)rfy  • 

Das  letzte  Integral  aber  verschwindet  nach  dem  Obigen ,  weil  —  kleiner  als  1  ist. 


nnd  man  hat: 

,27r 

lgr«rfy.=4?ilgr, 
0 

also: 


/; 


lg  (1— 2r  cos  y.+r »)  rff/.  =  4;i  lg  r.  XXVIII  a 

0 

Die  Formeln  XXVIII  und  XXVIII a  gelten,  je  nachdem  r  grösser  oder  kleiner 
als  1  ist;  für  r=:l  ergibt  sich  noch  immer  der  Werth  Null,  denn  beide  Formeln 
gehn  in  diesen  för  diesen  Fall  über,  die  Function  hOrt  also  nicht  auf  continuirlicb 
zu  sein. 

Es  ist  noeh: 

/'in  g%n       gAn 

0  ^  0     ^  n 
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wo    die  Function  in  beiden  Integralen  znnilchst  f&r  den  Fall  bekannt,  wo  a=0 

rechts   sa   erg&nzen  ist     Setst  man  im  war.     Diese  Methoden   aber   finden  zo- 

letzten  Integral  weilen  in  der  Anwendung  SchwieriglLeit, 

^j--2ji-~f^  wenn  man  statt  einer  reellen  Constante 

.  '  eine  imaginäre  einführt;   es   ändert  sich 

so  wird  dasselbe:  ^^n„  nämlich  bei  der  Substitution  in  der 

n  Regel  auch  der  Integrationsweg.  Dies  war 

lg(l— 2rcos»?4-r')rf,^,  z.B.  bei  der  Entwicklung  der  Formel III 

0  des  Abschnitts  38  der  Fall,  welche  mit- 

also  gleich  dem  ersten,  und  *^>°  ö»«®  Untersuchung  nöthig  machte,  ob 

und    welchen  Einfluss   diese  Aendernng 
anf  das  Resultat  hat. 


/ 


7271  /*7I 

0  ^0 


/ 


Statt  diese  Untersuchung  aber  in  jedem 
Falle  anzustellen,   gibt   Satz  I  des  Ab- 
^'^*  Schnitts    12   ein    für   allemal    eine   sehr 

n  allgemeine  Formel,  welche  von  Cauchy 

lg(l — 2rco89+r*)i{y  =0  zuerst  gebraucht  worden  ist,  und  als  die 

0  eigentliche  Methode  des  Uebergangs  vom 

oder  =2ilgr,  XXVIIIb  Reellen  zum  Imaginären  bezeichnet  wer- 

je  nachdem  r  nicht  grösser  oder  grösser  ^®"  ^^^^' 

als  Eins  ist.  Der  bezeichnete  Satz  sagt,  dass: 

Sei  endlich  noch:  /W«,y)^+A(»,»)rfy], 

tp  (z)  =  e^*,  wo  y  eine  beliebig  zu  bestimmende  Funo- 

ein  AMdmck,   der  fttr  endUche.  »  nicht  ^""Z*"'/  l"'   '"""?'  «'*•*  S""  "' 
diicontinnirUdi  wird,  so  hat  man,  wenn  ^^,  »'«f«"*   •«*?>  geschlossenen  Umfang 

'  '  auf  dem    und    innerhalb  desselben  sich 

<**"  =  ^  kein  mehrfacher  oder  Discontinuitätspnnkt 

gesetzt  wird:  befindet,  falls  die  beiden  Functionen  f 

„  und  ff^  die  Gleichung: 

r  ''^6(ooß7+i»my)^^2^^  XXIX                            d^  ^  ^/^. 

^   ^  dy"  dx 

»Ibo  :  erfaUen. 

/e*  ^^'f'coB(bam(t)dg.=2n,  ^"^  "^°  *  ®^°®  beliebige  Function  Ton 

Q  \        T/   7         XXIX a  *  ^^^  y»  *^  ^**  oflFenbar: 

r'^'e^  ^^•^sin(*sin^.)rf,=O.XXIXb  ,  (^  (^>fe)  _  X^  w|) 

'^    0  dy         "  di        ' 

45)  Sechste  Methode.    (Ueber-  ^e  Daaa  leicht dnrch Differenziiren  sieht» 

gang    Tom   Reellen  znm   Imagi-   ^^  was  auch  q{z)  sei,  falls  nur  fardaa 

nären.)  gegebene  Flächenst&ck  die  Continuitäts- 

r..        <»#  ^v  ja  t  L      1.     1 1^      •       ^^^  Eindeutigkcitsbedingung  erfüllt  wird : 

Diese  Methode,  welche  ebenfalls  eine  **  •  ^ 

leichte  Anwendung  der  in  Abschnitt  11  C n  f%\\^— Ax  ^-L  Atl  -  (\ 

und  12  enthaltenen   Prinzipien  ist,  hat  J   ^  ^*^ldx      "^ dy^J^^' 

folgenden  Zweck.  Es  kommt  häufig  vor,       p^^  y^^^^^^    ^„  bestimmende  Umfang 

dass   für    bestammte  Werthe   von  Con-  ^^j  „„^  ^j^  Rechteck,  dessen  eine  Seite 

stauten  entwickelte   Integrale  fUr   allge-  ^ä  der  Abscissenaxe,  die  andrere  aber 

memere  Werthe    dieser  Constanten    zu  ^^^  Ordinatenaxe  parallel   sei,  und  wo 

bestimmen  sind,  und  oft  kann  dies  leicht  ^^^  Endpunkten  der  ersten  Seite  A  B 

durch  IVansformationen  oder  Auflösung  ^^        ^k  die  Werthe 

von    Dinerenzialgleichungen    geschehen.  ^  ^ 

So  war  das  im  Abschnitt  40  durch  beide  *  =  *•      y  =  *» 

Methoden  abgeleitete  Integral  «=a^    y  =  6» 

— «t_il  dem  Prunkte.  C  aber  die  Werthe: 

entsprechen. 


/ 


00        *       a?« 


Im  enMn  InUgnl«  iit: 

X  iwUchen  den  arenien  a  nud  a^ 
iD  nehmen, 

g  cOTiitaDt  gimch  b. 
Im  zweiten  Integrale  ist : 

y    in    den   Orenien    b  nnd    A,    m 
nehmen. 
Im  dritten  Jit: 

X  («igchen   den   Qrauen  «,  utd  a 

IQ  nehmen, 
jr  con»t«nt  gleich  i^. 
In  vierten  iit; 


El   lerfUIt   dtnn  onier  Integral  in  4  ^fai  erhilt,  wenn 

andere,  welche  ticb  Aber  die  Seiten  AB,  f=tf^x,y) 

BD,  DC,  CA  entrecken.  getetit  wird: 

Um   in   dieaeo  Anidrnck  dai  ImagliüLre  gleicher  Art  aber  tbeili  mit  reellen  und 

einiaf&bren,  brancht  man  ntir  tti  letien;  theils   mit  imaf;lnüren   Constanten   erge- 

c^Ui/x  ti)  =  v+ti,  '^^>  *'°  ^'°  folseuilen  Beiipiele  «eigea 

wo  •>  und  V  »tete  reell  nnd  Functionen  Beispiel  1.     Wir  letxen 

TOn  X  nnd  jr  sein  sollen.    Ei  wird  dann 

fttr  jede  W»hl  der  FnndloneD   u  nnd  v  V-C'.W-'+J^ 


(A) 


)  Belstion  iwitchen  Integralen  so  wird  der  Anedniek  Ä  offenbar: 


Dder,  wenn  man  a=£=0  letct  nod  a„  i,  mit  o,  i  Tertaaicbt: 

/*    y(i)d*-/*'*y(*+«)4,=i/'    y(^Jy-i/'  v(<»+p)'(y-  (B) 


Alio  wenn 

yW=«"' . 

geietit  wird: 

"'"*■ 

/:• 

-''l,- 

.y", -<•+«) 

'-->//•"■ 

Nimmt  man 

nur   den 

ledl«  Th,n,  „,  i.1,  d.  y'"*'*  wTOntl» 

reell 

-/:•- 

-''ä.^tr^  „, 

♦k; 

-"j:-- 

cot2bxdx  oder 

j:- 

—''<M2txJx=i  ■ 

■^v=. 

eil»  Formel, 

welthe  1 

ait  xn»  d«i  Abechnitta  89  Abereiu^mmt 
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Der  Vergleich  der  imaginären  Theile  gibt  dagegen: 

0  »/    0 

eine  Formel,  die  freilich  nur  zu  einem  durch  ein  anderes  Integral  ausgedr&cktem 
Werthe  des  bezeichneten  Integrals  führt. 

Beispiel  2.     Sei  jetzt:   u  =  ojt,  v  =  xv,  so  ergibt  sich  eine  in  weit  mehr 
Fällen  anwendbare  Formel. 

Es  ist  n&mlich: 

dy 

und  die  Formel  Ä  wird,  wenn  man  wieder 

«=6=0 


setzt: 


(a+lti)  r    <f[x(a+ln)]dx-a  r     ifia»)dx  zi  ia  f    if[a(a+y%)]dy. 
•^     0  •'     0  «^0 


(C) 


Wenn  die  Function  y<  so  beschaffen  ist,  dass  für  positives  unendlich  grosses  a 
der  Ausdruck  fly  [tf(a+yi)]  fÄr  jedes  y  rerschwindet,  ist  noch: 


»X  ^oo 


(«•^bi)  r    7[a:(«+W)]<fc  =  ar     <f(ax)dx  (D) 

und  diese  Formel  ftlhrt  ein  Integral  mit  complezer  Constante  ohne  weiteres  auf 
dasselbe  Integral  für  den  Fall  zurück,  wo  der  imagin&re  Thcil  der  Constante 
Null  ist 


Ist  z.  B. 


/  V       n— 1   — a? 


wo  n  reell  ist,  so  hat  man: 

r  V-(«+*^),--^=_jlL_  r  ^ 

^  0  («+W)'»  ^   „ 


•-«^«'•-^rf*. 


lOO 


e    ^x^      dx,  von  dem  bald  ausfuhrlicher  die  Rede  sein 
0 
wird,  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  bestimmen;  es  ist  aber,  wenn  wir  noch 

a=rcos«^,    b  =  r  Bind- 
setzen : 

/J  e-*'-«*>-'rf«  =  (co8  »)%-"»'/*  e-«*x— '^. 

Dies  Resultat  nimmt  eine   noch  etwas   einfachere  Form  an,  wenn   wir  den 
Ausdruck 


r 


e~V~^iir  =  /Xn), 
0 


mit  dem  wir  uns  bald  zu  beschäftigen  haben,  einfuhren.    Es  ist  dann,  wenn  man 
nx—y  setzt: 


/ 


OD  1 

^ — nx  n— I  •„_  ^  -v^x 
e        Ar        <te=--/X«), 

0  « 
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•Uoi 


J 


*       __.«i  ..     .         .-nai 


«  «        (te= — —-iXn),  XXXI 

0 


oder  wenn  wir  das  Beeile  vom  Imaginären  trennen: 


«        e  cos  (r  Bin  ^)rf2?  = — r— iX«)»  XXXI» 

0  r 

X        e  Bin(rsm^)ito= — ^iX»)-  XXXIb 

Besondere  Beachtung  aber  mnss   der  Fall   finden,   wo   ^^  =- ist;  man  hat 

dann  ans  den  Formeln  XXXI,  XXXI a  und  XXXIb,   ihre  Gültigkeit  für  diesen 
Fall  Toraasgesetzt, 


/ 
/ 


/ 


e       -^x        dxzz  — - — JXn),  XXXn 

0 


ein  Besnltat,  welches  gleichbedeutend  ist  mit: 


/ 


»  fl-t 

ex        dxz=  — — lY«),  XXXII 

0  ^ 

da  das  Vorzeichen  von  i  auch  das  negative  sein  kann.     In  den  beiden  Formeln 
gibt,  wenn  man  Beelles  und  Imagin&res  trennt: 

*>  cos  -^ 

cos  (rx) x^'^dxzz — It»),  XXXII a 

0  *■ 


I 

/ 


/ 


_  8in  — 

sin  (rar)  x^     *  rf«  = r— It»)-  XXXII  b 

0 

Den  Formeln  XXXII   kommt  aber  kei-  m      n 1  — avt 

neswegs    die   aUgemeine   Giütigkeit    der  **  ^  (^)  =  «(»♦)         «         » 

Formeln  XXXI  zu.  v       .  ^     — «vi    ^- 

Bei    allen    diesen    Entwicklungen    ist  vif,.  "*/      ^     für  wachsendes   a   un- 

namUch  vorausgesetzt,  dass  die  Function  )^^^^^^   ^^^  der  Ausdruck  verschwm- 

j, 1  _^  det  nur,  wenn  n  negativ  ist 

dil' Aufdruck-        '"^  ^««^«ff«»  «*^'  ^»««  Wir  werden  jedoch  bald  sehen,  dass 

aer  AusarucK.                 ^_,         ,  ,    ..  der  Ausdruck  r{n)   keinen  Sinn  mehr 

ay[Ä(a+yi)]=:a"(a+yi)*     '«— «C«+y*;  gibt,    wenn   n  negativ  ist,   also   dieser 

mit  wachsendem  a  iür  jeden  Werth  von  F^^  »^erhaupt  anszuschliessen  ist.    Ue- 

y    verschwindet;   dies    ist    nun   offenbar  **"?*"*    *^*^   ^'^''^    ^*«  «*°*«  Besultat 

immer  der  Fall,  wenn  a  positiv  ist,  und  """^J>«^»  ^«»^n  «  verschwindet,  da  dann 

diese  Bedingung    ist    in    den   Formeln  ^**  integral 

XXXI  ffir  axrcos^  hinzuzufügen,    sie  /*«>   ^  „ ,  /•«     , 

spricht  ans,   dass  der  Winkel  »  im  er-  /       c        x        dx=  1      x        dx 

sten  oder  vierten  Quadranten  liegen  soll,  "^    '»                            *^   0 

da  r  stets  positiv  genommen  wird.     In  wird,  und  sich  hierfür  ein  unendlich  gros- 

dem  Falle  aber,  wo  5-—,    also  «  =  0  ^^^  ^®^**   ^^^^^'   ^^   Einführung  der 

2  Function    r(n)   sich  also  nicht   recht- 

wird, wie  es  in  den  Formeln  XXXII  der   fertigt.     Ob  und  in  welchen  F&llen  die 
Fall  war,  erhalt  man:  Formeln  XXXII  noch  Gültigkeit  haben, 
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»t  direct  zn  untersuchen«  Wir  wenden  stimmten  und  endlichen  Werih,  so  ist 
bei  dieser  Untersuchung  diejenigen  Prin-  /  ^   —  ^ 

zipien  an,  die  uns  schon  in  Abschnitt  38   dies  der  Grenzwerth  von  /      ^    ^  /('V^ 

e  dx  far   für  den  Fall,  dass  «  gleich  Null  ist." 

u  ^'  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  zeigt  fol- 

den  Fall  gaben,  dass  a  gleich  Null  war.   gende  Betrachtung.    Sei: 

Wir  können  den  Satz,  der  diesen  Be-  ^^z 

trachtuagen  zu  Grunde  liegt,  etwas  all-  /    f(x)  dx  =  ff{z)t 

gemeiner  mit   den  Worten   aussprechen:  •/   o 

/OD  so  ist: 

f(x)  dx  einen  be-  f(x)  =  y  '(*) 

0  und 

f"^  •""*/(«)  dx=  r     e'  %'(x)  dx-af"^  e^"*«.  (x)  dx. 

Das  letzte  Glied  folgt  durch  theilweises  Integriren,  wobei  der  Theil  ausserhalb 
des  Integralzeichens  verschwindet    Nun  ist 

•/    0  »^   0  •^    e 

Sei  nun  q  ein  mittlerer  Werth  von  if{x)  in  den  Grenzen  0  und  c,  ü  ein  solcher 
in  den  Grenzen  c  und  oo,  da  7(0;)  lUr  a;  =  oo  nicht  discontinuirlich  wird,  so  ist 
nach  einem  schon  oft  angewandten  Satze: 


•^   0 


*  e"-«*y(ar)ifa  =  (l-e-«^)^+«"~*'''<r. 


c=r7=i    aezzYa 


Möge  jetzt  c  ins  Unendliche  wachsen,  wahrend  er  abnimmt;  jedoch  sei  dies 'in 
dem  Masse  der  Fall,  dass  ac  noch  immer  nach  Null  hin  abnimmt.  Es  ist  dies 
s.  B.  der  Fall,  wenn 

gesetzt  wird,  wo  dann  ttc  mit  a  gleichzeitig  verschwindet.    Man  hat  dann: 

/r^f{x)dx-ar    \(r^'ff{x)dx^c.       ^ 
0  ^    Q 

c  aber  war  ein  Mittolwerth  von  ififi)  und    9(00)9   was  mit  wachsendem  c  den 

/oo 
f(x)dx  ergibt 
0 

Dieser  allgemeine  Satz  zeigt  fUr  unsem  Fall,  dass  die  Ausdrücke  XXXII a 
und  b  noch  Gfdtigkeit  haben ,  wenn  die  Integrale  links  endliche  und  bestimmte 
Grössen  sind.    Es  ist: 

.00  „     .  ^r       ^r  ^^       'r 


t  •  • 


/sinrjT«*"  dxzz  I    4.  /      +  ...  4-/  + 

r  r 

jg     I 

Da  X  immer  positiv  ist,  so  wird  das  Vorzeichen  von  Binrx  das  der  einzelnen 

Integrale  bestimmen,   und  das  erste  Integral  rechts  ist  positiv,  das   zweite  nega- 
tiv n.  s.  w.    Es  ist  also: 

J  umrxx        <'*  =  ^(»  +  «)-j         •-, 

r 
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wo  •  ein  eehter  potitiT«r  Brach  ist;  also  die  Qrensen  diefles  Auadrucke  ergeben 
•ichf  wenn  man  t=:0  und  «  =  1  setzt: 

r 
Ist  nim  n  ein  echter  Bruch,    so  wird       Fflr  n=0  gibt  XXXII b  dieEonnellll 
offenbar  die  Reibe  derZahlen:  {w)"-\   ^''  Abschnitts  38 

[(«  +  1)71]*^   ...immer  abnehmen,  und     f     ÜELÜf^-^   ^enn  r  positiv  ist. 
da  die   Zeichen  der  Integrale  wechsehi,   J   q       x  2 

so  bilden  dieselben  eine  Reihe  immer  ab- 
nehmender Glieder  mit  wechselnden  Vor-  ""*" 
zeichen,  eine  solche  Reihe  aber  hat  nach      ^oo  g\j^f,g  „ 

einem  Satze  Ton  den  Reihen  immer  eiue     /       </x=:— ^,  wenn  r  negativ  ist, 

endliche  Summe,  also  unser  Integral  dann   «^    0       '  ^ 

einen    endlichen  Werth.     Ist  n   grosser       Setzen   wir   noch    die   zweite  Formel 
als    1,   so  findet    dies  nicht  mehr  statt.   XXXII  fi=j>,  i;=:(y+a)%  so  kommt: 
Das   Integral    XXXII  a    kann    natürlich        ^+ao  •  i 

ganz    Ähnlichen  Betrachtungen  unterwor-  of  e^^"^ ''^^*dtt=^(l4'%)rU) 

fen   werden,    nur   sind,    damit    in  den     J    _„  ^    ^2 

Theilintegralen  die  Zeichen  des  Cosinus 
sich    nicht   ändern ,    statt    der    Grenzen   °^ 
sn  (»+!)«  /   .  .v«  /   .  «x»  *». 

T'~r^  «n  nehmen  (f+i)-.  (*+«-.  ^  ^^.  •    ^  >    1  n^'. 

Die  Formeln  XXXII  sind   also  dann         *      -cos^+tsm^  -  yf  ^  "^'^ 
immer   und   nur  dann  gfiltig,    wenn  n  j-^     jjs  ist  aber 
zwischen  Null  und  Eins  liegt    Die  hier 

gegebenen    Betrachtungen    rühren    von  ^^  — «  __ 

Dirichlet  her.     Uebrigens   ist  in  diesen  r(i)  =  /      —prdx=yn 

Formeln    immer  vorausgesetzt,     dass   r  •  o    '^ 

positiv  sei.  ® 

(vergleiche  Abschnitt  39,  Formel  Xb). 


hierin  noch  — a  itir  tsc  gesetzt': 


und  indem  man  im  letzten  Resultate  die  Grenzen  umkehrt   und  — y  tta  y  setzt: 


Dieser  Ausdruck  zu  XXXIII  addirt  gibt: 

.-foo 


f        e'^'+'«»><^=e--«**(.+i)||.  XXXra« 


Wenn  wir  die  Formel  XXXI 


j 


0  ^ 


mit  der  zur  Entwicklung  dieser  Formel  nöthigen  andern  hier  gegebenen: 


/u 


/^   ^rx  ft_  f          1  ^  ^B  FftUen  einen  beetiflunten  Werth 

t        X        äx=—r(n)  angibt,  1)  wo  a  eine  reelle  potitiye  Zahl, 

0                              r  2)  wo  ft  eine  complexe  Zahl  ist,  deren 

nnd  der  Formel  XXXII:  reeller  Theil  positiv  ist,   3)   wo  «  eine 

rein  imaginäre  Zahl  ist.     Während  aber 

oo                                —n-i  i^  ^^^  beiden  ersten  FftUen  die  Formeln 

/—rxi  n— I  ,    _e       -^      ,  .  ^r  jeden  positiven  Werth  von  n  gelten, 

e          X        ax^——   r{n)  ist  die  dritte    nur   für  positive   Werthe 

0                                 ''  von  N,  welche  kleiner  als  1  sind,  gfikig. 

vergleichen,  so  bemerken  wir,  dass  der  46)    An  die  letiten  Formeln  woUen 

Ausdrack:  wir  jetzt  noch   einige  besonders  instmc- 

oo  tive  Entwicklangen  knüpfen. 

^        X        dx  Znn&chst  schreiben  wir  die  beiden  For- 

0  mein  XXXII  unter  der  Gestalt: 


/ 


/ 


^     -^»•J  TT 


0       * 


—dx  =  -ie2    r(l-«)r?~»,  1) 


/     ^^  =  '+ie"^2•^(l-a)^«-^  2) 

0     * 

wo  1— 11  gleich  a  gesetzt  wurde,   also  a       Eine  Mehrdeutigkeit  könnte  hierbei  nur 
eme  posiüve  zwischen  0  und  1  liegende   in  dem  ganz  bestimmten FaUe  stattfinden, 

T    'iJ'i      A  A       .c.  ,  7^  ^  «^"«  negativ  reelle  Zahl  ist,  dann 

Im  Folgenden  werden   öfter  negative  ist  nftmlich: 
und  imagin&re  Grössen  zu  einer  positiven  ,     . 

Potenz  a  erhoben  werden,   welche    ein  fi=De^''*, 

Bruch  ist.     Um  Mehrdeutigkeit  zu  ver-  i^ig^ 
meiden,  denken  wir,  dass  dem  complezen  ^  i  ^  > 

Ausdrucke  u  jedesmal   die   Form    oe  •*  —  (?  « 

gegeben  werde ,    wo   der  Modul  o   also  °"^  ^®^^®  Vorzeichen  geben  einen  Arcus, 

jedenfalls    positiv    ist.      &    kann  jeden  ^f«»«»  absoluter  Werth  derselbe  ist.   In 

Werth    von   —n  bis  +71   haben,    also  ^^c*®™  ^»11  müssten  also  beide  Vorzei- 

mnss    positiv    oder   negativ,    jedenfalls  ^^^^  genommen  werden. 

aber  kleiner  als  n  oder  höchstens  gleich       Ist  jetzt  x  reell  nnd  positiv,   so  hat 

dieser  Grösse  sein.    Es  ist  dann:  man: 

-         fk 
wo  s  jede  beliebig» ganze  Zahl  sein  kann.     ,  ^  -  a?«     , 

Wir    aber   nehmen  ein  fUr  allemal  an,   ^^^' 
dass  im  Exponenten  der  absolut  kleinste  ZE^i 

Arcus,    also  der,  wo  $  =  0  ist,   stehe,  so  (xif^x^e^    ; 

dass 

^      ^  ^^  somit  erhalten  wir  aus  Formel  1)  und 

•*  ^^  '  2),  wenn  wir   im  Nenner  (xi)"  lur    x" 

ist,  und  ^  zwischen  n  und  +n  liegt.        schreiben: 


/ 


00 

-&:=_ir(l-*)r«-',  ,   3) 

Xl) 

QO 


In  die  Integrale  1),  2),  3),  4)  aber  «etzen  wir  x+bi  statt  x,  Werthe  fttr  die  nO' 
tOrlich  die  Aofdrttcke  recht«  sunicbct  keine  Gfiltigkeit  haben.     IndeH  kOnaea 


'Wjf 


wir  ans  su  ihrer  BestimmaDg  der  Formel  B  des  vorigen  Abschnittes  bedienen. 
Es  ist,  wenn  wir  in  dieser  Formel  11  =  00  setzen,  nnd  berücksichtigen,    dass   in 

dieser     I    ^(a+yt)  immer  verschwindet,  wenn  a  positiv  ist: 

•/   0  * 

J  ^     (x+W)«  -^  0     «"  •'ei»*)" 

/*  r(a:+W)i              *   r«              _*  -r«  . 
ax=  I  dx—t  I     
0  («-*)«      -^  o(«)"      -^  o(-y)" 

«^-^(^^^      *^^_     ^^ 
•^  „    («-«)«        •'  0  (")"       •'  oi-y)" 

Die   ganze  Entwicklnngsweise,   der  wir  sitivist.    Diese  wird  aber  gehoben,  wenn 

die  Formel  A   des  vorigen   Abschnittes  man  berücksichtigt»  dass 

verdanken,  setzt  voraus,  dass  die  Potenz  '^A~     ^^ 

im  Nenner  der  Integrale  links  nnd  der  ;^^^^  «:„«„*1-«   ^^*    1^-, 

zweiten     Integrale    rechts    immer     den  """?f.^  ?»f  ^"^  -^^'^»  '    «^»f»»^V   ^l^her 

kleinsten  Arcus    habe.     Denn  die  vier  ^J^I^'^JVjT^''  f'  ^'"^  *""'•  1?^" 

Seiten  des  Rechtecks,  auf  welchen  die  ^^^^""Ltl    ^^f '"''^"a  P.^"'r  ^^'^^*^' 

Integrale  genommen  wurden,  müssen  sich  ff^t     *„«?!?„  ^"^  */?  der  Arcus  po- 

derart  an  einander  schliessen,  dass  die  ?'*^  *?. 'l®.^*"®" '   ""^^  ^f  V  '"^  ^«*^*®° 

Argumentedieselben  bleiben;  da  nun  im  ^''^^•^^  »>«  *  ««»»t,  so  ist 

ersten  Integrale  rechts  immer  der  kleinste  — y  =y^^* 

Arcus  genommen  ist,  so  muss  dies  auch  hier  mit  dem  positiven  Werthe  des  Ar- 

bei   den   anderen  Integralen   geschehen,  cus  zu  versehen. 

Jedoch    enthalten    die   letzten  Integrale  Setzt  man  jetzt  in  die  letzten  vier  For- 
der beiden   letzten  Formeln   noch    eine  mein  für  die  ersten  Integrale  rechts  ihre 
Zweideutigkeit  in  dem  Falle,  wo  h  po-  Werthe  ein,  so  kommt: 

f *r+irf__5y=«      2    r'-'rd-u)  5) 


/ rf*+  i  /    '—!^  =  -i*  2    r«- '  r(l-«) 


6) 


•,r(.+4i)i  ^*,-^A 


*   -r(«+W)i  _  .»  ,ry^, 


8) 


Wenn  man  in  diese  Formeln  noch  —6  für  6  setzt,  so  ergibt  sich,  wenn 
man  noch  je  mit  —x,  y  mit  —  y  vertauscht,  die  Grenzen  der  Integration  aber 
umkehrt; 
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-00  («+«•)  '  0    (jft)" 

/  r^-*/    —~  =  -^^    r«- V(l.-«)(-l)« 


«n»  «f— I 


«"«">"-' ra-«)(-i)« 


"       .'(*+«)i         .^*e-T»j, 


Der  Factor  (—1)**  rechte  ist  entstan-   wo  das  obere  Zeichen  auf  positive,  das 

den,  indem  man  den  Werth  ( x b\)"  ^^^^^  '^^  negative  Werthe  von  b  geht. 

in  den    beiden   ersten  Formeln    in    die       In  den  beiden  leisten  Formeln  ist 

Factoren  (-!)«(*+«)«, sowie (-;ci+6)«     -.6+xi.^e(*-'')*  oder   =  ^e"''*, 

t!Ä'    !i^"'?*  ?'*  (-yi)"  nnd  (yf  je  nachdem  b  positiv  oder  negativ  ist, 
verfahrt,  und  mit  dem  ersten  Factor  die   und  »  » 

entsprechende  Gleichung  multiplicirt.   Die  -  /  _ay 

Werthe  von  (-1)«   sind    noch    zu   be-  Ä-ari=:p«   *  oder  =^6^*^       > 

stimmen.  ^^^^^  denselben  Bedingungen.    Also: 

wo  *  im    ersten  Quadranten  liegt  und  im  ersten  Falle, 
das   obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men ist,  je  nachdem  b  positiv  oder  ne-  o"i5"(''~^)*-^— 1^"o«-"~«*» 
gativ  ist,  denn  «  ist  immer  während  der  ^  -\    ^)  Q  ^ 

ganzen  Integration  negativ.  im  zweiten  Falle.  Für  positives  oder  ne- 

,.        Xj^t  gatives  b  ist  also  in  den  beiden  letzten 

— 4r  -  ^ = ^e^    ,  Formeln: 

unter    denselben  Voraussetzungen.      Es  «      w«i 

ist  also:  (—1)"=«""". 

a  4^^«i_,_^ -.«  a  +(71—^)01  Unter  diesen  Voraussetzungen   addire 

p  «          -C     1;  p  «—  man  jetzt  die  vier  letzten   Formeln  zu 

Es  ist  also  in  die  beiden  ersten  For-  den  mit  5),  6),  7),  8)  bezeichneten,  der- 

meln  zu  setzen:  art,  dass   die  zweite  mit  5),   die   erste 

„       4-7IW  ™^*  ^)'  ^*®  vierte  mit  7),  die  dritte  mit 

( — I)   =  «—       t  8)  verbunden  wird,  wodurch  sich  ergibt: 

J  ~dx=0  oder    =ie      ^     r**- '  r(l-.«) (1-e^*'''*), 

je  nachdem  b  positiv  oder  negativ  ist. 

Für  den  letzten  Werth  kann  man  auch  schreiben: 

an. 

2e^     r""'r(l-a)8in(«»). 
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Abo  wenn  num  b  immer  poeitiv  denkt: 

+.cc^H(a:±W)  £[?i 

I  cte  =  o  oder  =2«^    r"     '  r(l-a)  »m«7f.  9) 

-00     («±W)" 


Ebenso  erh&lt  man: 

cCr=2«      2    r"-*  r(l-a)  Bin  a«  oder  =0,        10) 


/ 


—00 


+«    +n(x  +  M) 
/         —^ -;;— <te=2r"~^r(l-«)sin«»,  11) 


/ 


—00 
+00     _ 


(xi-4)« 
ri(:c+W) 


dx  =  0.  12) 

-00       (^*"~*) 


In   den  beiden  letzten  Formeln  kann  6  ^    ^^^   ^^         ^^              ^^^  _1_ 

positiv  nnd  nejcatiY  sein.    In  den  beiden  ^                           /       \^' 

ersten  entspricht  der  obere  Wertb  dem  (~*) 

positiven,  der  untere  dem  negativen  Zei-  Es  ist  also  sowohl  der  reelle  als  der 

eben  von  6.  mit  t  mnltiplicirte  Theil  von 

Die  Formeln  9  und  12  sind  unter  der  —  cf     i  -  •              —  (f 

Bedingung  entwickelt,   dass  a  ein  posi-  /•        e—  ^dx       /•       <f(— a?) 

tiver  echter  Bruch  ist,  r  kann  nicht  Null  /                   ~     "^  I                   „ 

sein.     Der  Fall,  wo    b   gleich  Null  ist,  -,        W          •^ -,    (— *) 

ma^ht  eine  besondere  Dißcnssion  nöthig.  ^^       jien  vom  Vorzeichen.     Der  Aus- 
in den   Formeln  11   und  12  bleibt  ftr  ^^^  ^^^^  ^^^^    .^ 
diesen   Fall  der  Ausdruck  rechts  conti-  ^ 
nnirlich.     In  dem  Ausdrucke  links  wird                       ^^ — « ^t— « 

ei*"'*  fTi • 

die  Function fllr  x  gleich  Null  „,              .  ^    ,           „          _    ,         .^    . 

f  .vff                ^  £ben  so   ist   der  reelle  und  der  mit  t 

^**^                            ,  mnltiplicirte  Theil  von 
unendlich.    Indess  ist  der  Ausdruck: 

(«)«        :r«'    '  ^+,        (^f          ^    ^^ 

wenn  x  positiv  ist,  wo  &  eine  von  x  ^nd  der  Ausdruck  rechts  gleich 
abhängige  reelle  Zahl  ist,  also  der  Mo- 
dul dieses  Ausdruckes  jedenfalls   gleich  <^     " — t^^^ 

— ,   dagegen  ist  der  Modul  dieses  Aus-  1 — « 

x^  Setzt  man  also  das  Integral: 

+00    _^yjpj              — «  — cT           +1           +00 

/     1^'^^f    ^f    "^f    ""J     ' 

—00       \^)                       —00  — f                  +«               +* 

so  werden  die  beiden  mittlem  Integrale  gesetzt  werden,   ohne  dass  das  Integral 

fftr  unendlich  kleines  e  und  d  von  diesen  aufhört  eine  bestimmte  Samme  zu  haben, 

Grossen  unabbängp'g,   und  nehmen  nach  und  somit  bleiben  für  6=0  die  Formeln 

NdU  hin  ab ,  wenn  man  auch  s  und  I  11  und  14  nodi  richtig.    Diese  Schlflsse 

abnehmen  lässt.    Es  kann  also  aber  würden  falsch  sein,  wenn  a>  1  w&re, 

«=cf=:0  weil  dann 

12 
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1— a  Je  naehdem  man  mat  das  obere  oder 

~     '                            untere  Zeichen  nimmt,  also 
1  —  Ä 
eben  so   wie  d         würde.  , i\*—   +;»«» 

Die  Formeln  9  nnd  10  geben  für  ^  r.  0 
rechts  discontinuirliche  Werthe.  Für  die  »e^zt,  wird  auch  der  obere  oder  untere 
Ausdrücke  links  aber  gelten  die  obigen  Werth  gelten.  Diese  Betrachtungen  sind 
Schlüsse  noch.  Die  Formeln  9  und  10  ^^J  genauen  Ermittelung  der  Werthe  be- 
gelten also  lur  Ä=:0  noch,  werden  aber  stimmter  Integrale  ganz  unerlässlich,  nnd 
Bweiwerthig.  In  der  That  wird  im  ne-  ^^t  daher  hier  etwas  ausführlicher  auf 
gaiiyen  Theile  des  Integrals  dieselben  eingegangen. 

__   „  4-;iai  Im  Falle,    wo   b  gleich  Null  ist,    ist 

xtc^Q  e          ,  nigQ  jjie  Bedingung,   dass  «   ein   echter 

also  zweideutig,   ganz  wie  oben  gezeigt   Bruch    sei,    fUr    die   Gültigkeit    unserer 

wurde.  Formeln  ganz  unerlässlich. 

In  allen  andern  Fällen  aber  sind  die  Resultate   9  bis  12   einer  Erweiterung 
fähig.    Es  ist  nämlich,  ob  r  positiv  oder  negativ  sei, 

+  «>^ri(*+Ai)     ^^ri(ao  +  4i)       ^H(-oo  +  Ai)      (i^«)^"^"^  ^«(*+«) 

•^-00     («+W)*^       "riCoo  +  Wf      H(-oo  +  W)«  "^   ^ _^   (*+&•)«+* 

wie  sich  durch  theilweises  Integriren  ergibt,  und  da  der  ausserhalb  des  Integral- 
zeichens befindliche  Theil  verschwindet: 

Ebenso  erhält  man: 

oder: 


(*+w)*'+'     ^■^**'_«,     («+«)" 


Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  ergibt  sich,  wenn  s  eine  belie- 
bige ganze  positive  Zahl  ist: 


-a»     (<'+üf'^*       («+lXa+2)-(«+»)./_^     •(*+«)* 

•^  («—4)"+*      («+l)(a+2)-(«+»)J_  («—«)* 

Wir  antidpiren  jeUtiwei  Fonneln,  die      r(«)»(«+l)(«+2)"-(«+»)  =  r(o+i). 
in  Abschnitt  49  bewiesen  werden  ioUen.  g^^^^^  ^,  ^.^^  Ansdrücke  in  9,  10, 
wie  ente  ut:  ^j^  j2  ein,  nnd  diridiren  dnrch 

r(l-«).in«,=^.  ^+r4 

Die  zweite :  so  kommt,  wenn  man  X  für  a-^s  schreibt: 
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t      ix      «     .  2i«       r"       e 


=0  oder  = j^^ XXXIV 


XXXIVa 


/ 


■QO 
+  00 


J^        2;rr^-^+'"* 


i  r(0 


XXXIVb 


/ j=0.  XXXI  Vc 

•'-ao  («±»)* 

Die  Formeln  gelten  iUr  positives  r,  aber       47)  Der  Formel  D  des  Abschnitts  4J5 

nicht  für  r=0,  für  jedes  positive  X  und  wollen   wir  noch  eine  Anwendung  ent- 

6,  f&r  6=0  noch  dann,  wenn  1  kleiner  nehmen, 
als  Eins  ist.  Sei  darin 

Dnrch   die  Addition  und   Snbtraction  ^  x      n — i  —{^j^c)'^ 
dieser  Formeln  Hessen  sich  hieraus  noch                (f\x)  —  z        e 
mancherlei  Resultate  herleiten,  aach  sind  eine  GrOsse ,   die  offenbar  der  dort  aus- 
in denselben  als  specielle  Fftlle  eine  grosse  gesprochenen  Bedingung  genügt,   es  ist 
Anzahl  bestimmter  Integrale  enthalten,  also: 

•/    0  •'    0 

oder  da 

wie  man  ersieht,   wenn  man  x  für  az  schreibt,  so   erhält  man  durch  Trennung 
des  Beeilen  vom  Imaginären,  wenn  man  noch: 


a4-«  =  rc^* 


setzt: 

OD 


•^    0 


-jOO 

cos 


«L./*    «-<*•+*)  V-'<to       XXXV 


0 
(a«+A»)2 


^    0 


sinnX       ^"^ 


_        0 
(o*+Ä«)2 


-T       e-(^+^)V~'rfr.       XXXVa 
nJ    n 


Es  ist  hierin  r  wieder  gleich  )^a*+6^  gesetzt,  also 


tgA  =  -. 


12 
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Ist  noch  c=0,  fi=l,  so  wird: 

.00 


/ 


0 


also 


•^^=lvTF)'  '^'=V(;^y 


/;  .-(»— ).in(2.*x,^=^-^.  XXXVc 

48)  Siebente  Methode.  g%k 

Es    darf  endlich   noch   eine   Betrach-  J  JM^^^Q  ('-'') '^^ 

tnngsweise     nicht    übergangen    werden,  „,  .     .       ,   ,.  , .  ,         .... 

welche  die  Werthe  von  vielen  bestimm-  ^o  ^M  «»»«  beliebige,  aber  eindeutig 

ten  Integralen  gibt,   wenn  gleich  diesel-  gedachte  Function,  k  eine  positive   ins 

ben    sich    auch    anderweitig    bestimmen  Unendliche  wachsende  Zahl  ist.     Durch 

lassen.  Integration  erh&lt  man: 

Zu    dem  Ende   untersuchen    wir    den  FCaf^^  ^^^ — "\ 

Ausdruck:  ^  ^     x — a 

Sei  jetzt  gegeben: 

I  /      F(a)  coi  D  («— ff)  <f^  da  =:  /  F(«r) ^ ^-da. 


Sei  jetzt  r  eine  von  «  um  eine  endliche  QrOsse  verschiedene  Zahl,  so  wird 
das  Integral: 

2n 

'+T 


/        ,<.,!ü^)^ 


mit  wachsendem  k  eine  Gestalt  annehmen,  m  der  —^  constant  bleibt,  da  «  nur 

X — a 

um  ein  unendlich  Kleines  -^  wachsen  kann.    Das  eben  aufgestellte  Integral  nimmt 
also  den  Werth  an: 

^r      *  sin>»^)i,=^[°°''*('-«)-''<"*<'-")Uo. 
sc— rj   ^  "^        '  x—r  k 

Da  nun  sich  das  Integral 


/ 


■*"°^  „,  .sinik(x — «), 
F(a) ^ -da 

-00  *~« 


in  solche  von  r  bis  r4--T-,   r+-T-  bis  r+-r-    u.    s.   w.   gehende  Theile    zerlegen 

k  k  fc 

lässt,  so  folgt  hieraus,  dass  von  diesem  Ausdrucke  alles  verschwindet  bis  auf  den 

Theil,   wo  a  nur  unendlich  wenig  von  x  verschieden  ist.     Man   kann  also   statt 

dieses  Integrals  nehmen : 

F (a)     /         ^  rf«  =  F(x)  I  —--du, 
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wo  ff  unendlich  klein  ist,  nnd  ti  iiir  jc — «  gesetit  worde;  auf  diesem  Wege 
ündert  eich  F{a)  nicht,  yoransgesetst,  das 8  F(u)  in  der  N&he  von  u=:ar  con- 
ti nnirlich  bleibt.  Findet  dies  nicht  statt,  so  mnss  der  Fall  besonders  nnte^ 
sucht  werden. 

Statt   /        du  hann  man  auch  nehmen: 

— ff 

/sin  um.      ^  /*      sinibi». 

—00  0 

(Siehe  Formel  III.)  Benn  ganz  wie  eben  geselgt  wnrde,  ergibt  sich,  dass  auf  der 
nicht  zwischen  —e  und  +t  liegenden  Strebe  unser  Integral  verschwindet 

Man  hat  also: 

—  I  /       F{a)eoB(f(x—a)dQd€c=:F(x)^  A) 

wo  ir=ao  gesetzt  worden  ist. 

Vertauscht  man  noch  q  mit  —  ^,  so  ergibt  sich: 

—  #  I  C08Q(x'-'a)dQdm:=F(x) 
nJ     -.00  ^     —00 

und  dies  Besultat  zu  A)  addirt  gibt: 

^/  /  F(<»)co8^(«-«)rf^da=F(ar).  B) 

^^J    _oo  «^    —00 

Die  Formeln  A  und  B  heissen  nach  ihrem  Erfinder  die  Fonrrierschen  Integrale. 
X  mnss  natflrlich  hierbei  reell  sein. 

Springt  F{x)  für  irgend  einen  Werth  von  x  plötzlich  von  einem  Werth  zum 
andern,  ist  also  F{x—t)  von  F(x+f)  verschieden,  wenn  ff  unendlich  klein  ist, 
so  hat  man: 

*+€  0.  «+« 

r         F{a)Bmk(x-a)da^    P         ^P 

X — ff  X — ff  0 

oder,  indem  man  wieder  x — a=ti  setzt: 

0  ff 

/^sinA«.    ./•„,,    xMa*«». 
F(a;— ii) **••+ /     ^(*+«)--;i— ^*- 

—ff  0 

Wahrend  der  Integration  sind  wegen  des  unendlichen  kleinen  ff,  die  Grossen 
F(«— «),  F(:r4-i«)  als  constont  zu  betrachten,  wenn  w  nur  den  Werth  ff  nicht 
fiberschreitet;  man  erh&lt  also: 

fX^«,)  l^'  Ü2j^  du + F(x+o/  ?^A*=|-R*+0+i^(^--01. 

—  ff  0 

Es  stellen  also,  wenn  x  discontinuirlich  und  B   ist  noch  die  Bemerkung  nöthig, 

wird,  die  Formeln  A  und  B  nicht  mehr  dass  in  dem   Ausdruck   links    nur  die- 

F(x),    sondern    die    arithmetische  Mitte  jenigen  Werthe    von  F(<r)   vorkommen, 

der  beiden  Werthe  F{x — *)  und  F{x-\-k)  die  x  unendlich  nahe  sind,  also  die  Iden- 

dar.  tität  ganz  abgesehen  von   dem   weitem 

Zum  völligen  Verstandnisse  der  in  der  Verlauf   der  Function   F{x)    stattfindet. 

Analysis    höchst    wichtigen  Formeln  A  Man  kann  derselben   also  in  beliebigen 
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Strecken,  YoraugeaetEt,   da»  in  denel-  als  ^  ist,  dagegen  gleich  q{x)y  wenn  x 

ben  a;  reell  ist,   auch  beliebige  Werthe  grosser  als  /u  ist,  so  rerscb windet  links 

H^pben.  im   Ausdrucke  ß   der   ganze  Theil  des 

Nimmt  man  z.  B.  an,  F(x)  sei  immer  Integrals  nach  n,  der  unter  ^  liegt,  nnd 

gleich  Null,  wenn  x  analytisch  kleiner  man  hat: 


1   p-r^  ^-roo 

g- #  /  y(a)co8^(a: — a)d^da  =  (f{x)  oder   =0,  C) 

f*  ^ 

je  nachdem  x  grösser  oder  kleiner  als  fjt  ist. 

Setzt  man  femer 

wenn  x  positiv  ist,  nnd 

f{x)=(f(-^x) 
wenn  x  negativ  ist,  so  hat  man  in  A  links: 

—  I  I  y( — ir)cos^(d? — a)dgda'j —  #  #  y(fr)cos^(x — a)dQda 

^  ^    — 00  »^0  ^  ß    0       J    0 

oder  wenn  man  im  ersten  Integral  a  für  — a  setzt, 

—  /         /        q  (d)  CO»  (^x  cos  Qado  da  =  (f(x)  oder  =:y( — x)^  D) 

je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 

Soll  aber 

F(a:)  =  — y(— ar) 

für  negatives  x  sein,  so  erh&lt  man  ebenso: 

1  r^  /•* 

—  /        /        q(c[)BinQXBmQadQda  =  <f(x)  oder  =— 9(— *).  E) 
^^   0  -^    0 

Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  in       Unter  denselben  Bedingungen  gibt  For- 
der  Theorie    der   bestimmten    Integrale   mel  £: 
besteht  darin,  dass  man  den  Functionen  ^ 

F((.),  q(x)  solche  Werthe  gibt,   das  eine  /»        ^g  sin^ir       n    — fcr 

der  beiden  Integrationen  ausgeführt  wer-  I        g  t^  ^  ,  ■  ^   ^  "ö"  * 

den  kann.     Man  erhält  dann  links  ein  *^  ^  "^^ 

einfaches  Integral,  rechts  seinen  Werth.      . 

Beispie L    Setze  man  in  Formel  D:  n    kx 

t  N-  --*«  """"2  *    * 

so  ist:  Diese  Resultate  sind  uns  schon  bekannt. 

QQ  Man  sieht  leicht,   welche  grosse  Menge 

A*                                  i;  von  andern  Formeln  aus   den  Fouirier- 

y       y  (a)  cos  ^a  tf o = ^j       , ,  sehen  Integralen  gefunden  werden  können. 

0  ^i^  geben  indess  nur  noch  ein  Beispiel, 

^     ,  welches  zeigen  soll,  wie  man  der  Fnnc- 

^  ^^ '  tion  beliebig  Discontinuitaten  geben  kann. 

CO  Sei   in  Formel  A)   F(jr)=0  für  jeden 

rfgcosgag_  f^    —hx  Werth  von  «,   der   kleiner  als  —1  und 

Ar* 4-^*      2A          '  grösser   als  +1  ist,  dagegen  F(ar)  =  1, 

0  wenn  x  zwischen  —  lund+1  liegt.  Die 

wenn  x  positiv  ist,  oder  Formel  A)  gibt  dann: 

_n   kx  ^     _+*    J^ 


/ 


wenn  x  negativ  ist.  ^1  *    o 
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Wir  integriren  nach  «  und  erhalten: 

+  1 

,        .  ,      sin  p(«4- 1) —  sin  p(« — i )    2  cos  p  x  sin  p 
cos  p  (X'-^aSda = — ^i ^^^ = ^^ ^, 

-I  ^  ^ 

also: 

OD 


/ 


LT     S2!£if!ii*  =  l  oder  =0, 
nj  Q 


je  nachdem  x  innerhalb  oder  ausserhalb  aas  eine  grosse  Menge  Ton  Besnltaten 

der  Grenzen    +1   nnd  — 1  liegt.    Auf  gewannen. 

den  Orenaen  «  =  1  und  «  =  —  1   eigibt  Dem  Ausdrucke: 

sich   als  Werth  die  arithmetische  Mitte  *                                        . 

Ton  1  und  0,  d.  h.  |,  weil  hier  Discon-         f     JP — ^q £\H    *^  =(-)       2) 

tinuitat   eintritt.     Dies  Besnltat  ist  be-  J  q                                        ^^^ 

reits  in  Formel  IV   enthalten,   und  da-  ,                       v     •          ^     •«            v 

selbst   als    discontinuirlicher  Factor  be-  ^^  «»*°  "*  «'"^^  «^«  ^^™  ««^•"' 

aeichnet  ^^^  ^^^  ■«*"*• 

49)   Theorie  der  Eulerschen  In-      *"  14.^»  ^"^"l+y»  (1+y)*' 

**^'*^®-  fÄr*  =  0  ist  dann  y  =  0,   far«  =  list 

Es  gibt  aber  auch  bestimmte  Integrale,  y  =  ao,  also: 

die,    ohne    sich   immer  auf   schon   be-  ao        ^* 

kannte  Functionen  aurückfOhren  au  laa-  /•       y^      ^    —(^^             ft^ 

sen,    dennoch  von  grosser  Wichtigkeit  J                \P+^"'^P' 

sind.    Daiu  gehören  namentlich  die  von  0    (^  "^  9^ 

welches  wir  als  erstes  Eulersches  Inte-  0 

gral    beaeidinen,  und  ihm   das  Symbol  also: 

{-)  geben.     Das   zweite  Eulersche  In-  (£.)  =  y^j  4) 

tegral  ist  das  schon  von  uns  betrachtete:   ^„^  ^,,  Ausdick  ist^ymmetrisch    in 

/«    -  « I  Bezog  auf  diese  beiden  Grossen. 

0  v  /»  /       jj.^  Ausdrücke  r(n)  und    ( ^j    sind 

welches  wir  in  den  Abschnitten  45)  und  aber   noch    in  Bezug  aaf  die  (Frenzen 
46)  als  Constante   einführten,  und  dar-   ihrer  Continnit&t* au  prOfen.    Es  ist: 


•*  -«_»-. 


OD 


Ffir  den  ersten  Theil  kann  man  setzen  .^^^1  o  a      ,  J"* 

^^,  wo  fi  ein  echter  Bmdi  ist ,   vor-  ^«  «^o««  »'»<*  » »«i«   -^a«  diesem  Grunde 

n  ist  aJso: 

ausgesetzt,  dass  m  positiv  ist,  und  dieser  ^_^  ^  ^ ^^^ 

AuMiruck  ist  endlich.     In  dem  zweiten  x        e      <1»2  •••  »x 

Theile  ist:  jln^  denke  sich  nun  t  so  gross,  dass 

—x                           1  f» — t — 1  negativ  wird,  dann  ist: 

e         =        " 


also 


i+*+ri  +  iS3+-     /*  .-'«"-•-«<*/*«"-*-•*» 


17« 


und  da  der  Ansdmck  recht«  (^eich:         Nnn  hat  man: 


_i"—  _2_  ,  _1 


r 


ist,  alBO  mit  wachsendem  h  yerschwindet,  J  ^         ^  n 

80    wird    unser   Integpral    eine   endliche  k 

Summe  haben,  so  lange  n  positiv  ist.  ein  Ausdruck,  der  offenbar  mit  wach- 
ist n  negativ,  so  setze  man  in  dem  Aus-  gendem  h  ins  Unendliche  wachst,  da  der 
^™*^^®*  erste  Factor   sich    der   Einheit    nähert. 

/^   —X  Für  negatives  n  gibt  also   die  Function 

f dx,  r(n)  keinen  Werth  mehr. 

0  ^  Was  das  Integral  1^1    anbetrifft,    so 

1  konnte  möglicher  Weise   Discontinuitftt 
—  für  X,  an  der    obem   Grenze    eintreten,    wenn 

p— 1  positiv  ist,   an  der  untern,   wenn 
man  erh&lt:  ^_1  negativ  ist. 

1  Mit  wachsendem  y  kann  man  nun  im- 

^y^"^^'  m«r  die  Grössen  (l+y/^«'  und  /+^ 

identifidren,  und  hat  also: 

zu  untersuchen f  ein  Ausdruck,  der  un-  ses  Integrals  nur  unter  der  Bedingung 

endlich   oder  Null  wird,  je  nachdem    q  stattfindet,  dass  p  und  q  positiv  sind, 

positiv  oder  negativ  ist.     Statt  der  Un-  Der  Werth  von  r(fi)  lässt  sich  nun 

tersuohung  der  untern  Grenzen  bedienen  immer  bestimmen,  wenn  das  positive  n 

wir  uns  der  Eigenschaft,  dass  die  Func-  eine  ganze  Zahl  ist     Man  erhält  nftm- 

tion  in  Bezug  auf  p  und  q  symmetrisch  lieh  durch  theilweises  Integriren: 
ist,  und  sehen,  dass  die  Continuitat  die- 

00  CO 

IX»)=/    e-'J^'dx  =  (n..l)f     e-*x«-2Ar=(— 1)1X»-1). 

0  0 

Indem  mau  so  fortfthrt  und  berück-  ^nd  dieser  Ausdruck  gibt  als  Werth  Yji 
sichtigt,  dass:  (vergleiche  Formel  Xb),  also  r({)ziyn. 

— *jv— 1  Mithin  auch,   wenn  n  eine  beliebige 

~  ganze  Zahl  ist,  nach  Formel  6): 

ist,  hat  man  für  jedes  ganze  n :  J'(«+i)  =  (n—i)  (n-f)  •  •  •  iV'^.        7) 

r(n)  =  1-2. 3 -..(n-l),        5)  j^^^  deja  Ausdrucke   (&)  lÄsst  sich 

für  beliebiges  n  aber:  ^9' 

.,        .        ,        .  ^.    in  einem   bestimmten  Falle  augenblick- 

r(n)  =  (»—!).... (n—;?)JXn—;?),       6)   lieh  ein  Resultat  abgewinnen.    Ist  nto- 

wo  fi — p  natürlich  positiv  sein  mnss.  lieh  9  =  l~p,   also  p  ein   echter  Bruch, 

Die   Formel  5)  führt  den  Ausdruck,  »<>  ^^'  Formel  XVb)  unmittelbar: 

im  Falle  n  eine  ganze  Zahl  ist,   auf  die  /l-p\  _  /   p    \  _      n 

Fakult&ten  zurück.    Es  kann  also  unser  \p~)  "  \\ p)  ""  sin  pn 

Integral  als  eine  Erweiterung  dieses  Be-  -, .           -     .,     ,.    ^^^.  «x   „„^.. 

griflfs   für  gebrochene  Zahlen  betrachtet  ^"^  ^  =  1  pbt  die  Formel  2)   unmit- 

werden.     Noch  in  einem  andern  Falle  *®*"*^  ■ 

l&sst  sich  T{n)  bestimmen.    Es  ist  n&m-  |^l  =  l--)  =  --                 9) 

Uch:  M/       V^      P 

/oo  _     ^  Es  lässt  sich  aber  auch  eine  allgemeine 

e    *  —pzr  Relation  zwischen  den  beiden  Eulerschen 

0            yx  Integralen  gewinnen.    Es  ist  nämlich: 


(1)=  / 

•'    0 
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•/    0  •/    o 


Setzen  wir  hierin: 

y=:tf;r,    dy^xduj 
so  wird  ti=0  für  y  =  0,  «=00  f&r  y=oo,  also: 

•/  0  */  0 

Schon  im  Abschnitt  45)  haben  wir  die       Ans  Formel  9)  ergibt  sich,  wenn  man 
Formeln  entwickelt:  f=l  setzt: 

f^  e-'^J^^dx^^M      10)  1  ^     T{,) 

nnd  wenn  wir  hierin  «=1+«,  n=«4-*   eine  Formel,   die  jedoch  nur  das  schon 
seuen,  so  kommt:  in  gj  gegebene  Resultat  enth&lt. 

V  /    \  /       ^   *   'J       /1  ,    \»  +*         ••  difrerenziiren,  so  erhalten  wir: 

worans    sich    mit  Berücksichtigung   von  P       — x  n— I,      j  —r»^/  \         iq\ 

Formel  3)  dieses  Abschnittes  ergibt:  J   0  "        ^gafax-i  {n).        10) 

\7/  "  rfi+lT'  ^^^''^  ™"^  ^'^  Formel  10)  n=:l  nnd   in- 

^       '^        /^\  tegrirt  in  den  Grenzen  «=1  nnd  o=p, 

ein  Ausdruck,  der  also  z.  B.  (-1      im-   so  kommt: 

mer  finden  lehrt,    wenn  s  und  t  ganze  /*^     _         _        d!« 

Zahlen  sind.     Ist  hierin  <  =  1 — s  gesetzt,  /       (e    *—«"''*)  —  =  Igp. 

also  t  und  s  echte  Brüche,  so  gibt  For-  «/    0  ^ 

mel  8)  noch: 

^  Setzt  man  in  18)  p  tnr  x  nnd  den  eben 

-; =  r(«)r(l— »),  12)   gefundenen  Werth  Ton  Igp  daselbst  ein, 

^^^  ^  so  kommt: 

da  r(l)  =  l  ist. 

00       «>   -p  n— l 

/   /   '—^ — («-^-«-i^)  **^=r'<n), 

0  0 

d.  h.  wenn  man  nach  p  integrirt  nnd  Oleichnng  10  berücksichtigt: 

oder  wenn  man 

1 

^^1+x 
setzt* 

jXn)  ^     dn     "J   \        ^  /y(l-y)* 

0 


ist: 


Dieser  Ausdruck  gibt  nach  n  integrirt  mit  Berücksichtigung,  dass 

lgr(l)=0 
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1 

» n 


0 

80  dass  auch  der  Logarithmus  dieses  Integrals  die  Form  eines  bestimmten  Inte- 
grals annimmt. 

Setzen  wir  aber  in  die  Formel  ftbr  — j  ^    ,  sun&chst  nzzkn,   so  wird    die- 
selbe: 

.   -1 


Setzt   man  jetzt  in    der   ursprünglichen  Formel   statt  m   nach  der   Reihe 

1  2  4—1 

it,   n-f -7,  n+-r  •  •  •  «H — £— ,  wo  unter  k  eine   ganze  positive  Zahl  rerstanden 

sein  soll,  und  nimmt  die  Summe,  so  wird: 


t 


;^ig[r(»).r(nH.l).  r(.+|)  •  •  .  iX-+*=i)]  =*/  '-^^^ 


0 

l       n 


J  1  « 

1— y 
oder  wenn  man  in  diese  Formel  yf  fftr  y  setzt,  so  wird  die  rechte  Seite: 

y(l-»*) 

und  wenn  man  den  gefundenen  Ausdruck  für  — ^-^ — ^  hiervon  abzieht: 

^     r(n)  r(n+l)  r(n4-|)  •  •  •  r(»+^) 

wo  P,  wie  leicht  zu  sehen,  ein  von  n  vOllig  unabhAngiger  Ausdruck  ist. 

Man  hat  also   durch  Integration,  und  indem  man  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen  übergeht  i 

r{n)  r(fi+i)  r(«+|) .  •  •  r(n+^  =  cl^iX*i»), 

wo  C  und  P  von  n  unabhängige  Gros-  r(n+l)=nr(n), 

sen  sind,  welche  wir  jetzt  bestimmen.  i 

1  —       * 

Zun&chst  erh&ltman,  wenn  man  n-\ —  ^      >  »^ 

X  l=«rP  , 

für  fi  setzt,  und  die  so  entstehende  For-   d.  h. 

mel  durch  die  letzte  dividirt:  p-^h — ^ 

«/    .IN       »1/1.    .  IN  T  Setzt  man    femer    in  unsere  Formel 

w^)      —      r(kn)  11  =  ^»    so   kommt  mit  Berücksichtigung 

und  mit  Berücksichtigung  der  Formel        des  Werthes  von  P: 
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(1\     /2\    /3\         ^k — 1\  _  C  sin  jr,  .and   sngleich  die  Zerlegung  von 

■J/  ^\i/  ^\k) * '  *     \~ib~/  ~  **  *'^ **  ^^  Pactoren  mit  einander  yer^eicht. 

Dieses   Prodnct  noch   einmal  in   nmge-  **     * 

kchrter  Ordnung   geschrieben,    und  mit  ^j^  1    gj^  2    . .,  8in5=±;r  =  -*    . 

der  letzten  Formel  multiplicirt,  gibt  mit  k          k                   k           fJk — l 
Berücksichtigung  von  Formel  12: 

ri.  also : 

1         2                 *— 1         k*  £.  -  2       ^ 

sittTi  w'^T'»           sin         71  j^i  —           j^ 

also : 

Eine  bekannte  trigonometrische  For-  j^_l 

mel,  die  man  erhalt,  wenn  man  die  Ent- 

Wicklung  Ton  sinAx  nach  Potenzen  von  C=]/F(2/r)   ^ 

r(t)r(n+i)r(n+|)  •  .  •  r(n4-^)  =ib*~*"(27)    ^   nkn).  15) 

50)    Theorie   der   analytischen  .    /b\      .    .      „ 

FacnltAten.  *®  '"^  \a)  *°^  **"**  ^^™  bringen,  wel- 

Der  Ausdruck  r(fi)  fallt  mit  1  •  2  •  3  «h®  C'"*«  Erweiterung  für  negative  und 
• . .  n— 1  zusammen,  wenn  n  eine  ganze  selbst  fftr  complexe  Zahlen  zulässt.  Es 
positive  Zahl  ist.  Er  kann  also  zur  >Bt  dies  die  Form  eines  unendlicben  Pro- 
Definition einer  Facult&t  benutzt  werden,  <lacts*  Diesen  Gegenstand,  als  wesent- 
selbst  für  den  Fall,  dass  n  ein  positiver  ^^  «i»™  Vorhergehenden  gehörig,  wol- 
Bmch  ist.  ^^^  ^^  ^^^  *»och  erörtern. 

Es  fragt  sieh  aber  noch,  welche  Be-  Uebrigens  sind  alle  Schlfisse  des  vo- 

deutung  man  dem    r(«)    geben  müsse,  J^K^n  Abschnittes  noch  vollständig  gül- 

wenn  n  negativ  wird,  da  in  diesem  Falle  *%»  ^«dö  «  «ine  complexe  Zahl  ist,  de- 

das  Eulersche  Integral  keinen  Sinn  mehr  '«»  reeller  Theil  positiv  ist. 

gibt.     Indess  kann  man  letzteres,  eben  Zunftdist  ist: 

ond  wenn  man  theilweise  integrirt: 


ö  =/>->"-'-'-  ^^iP=!TÄ/ >-)---'-. 

\a-l/      6+a-2  \a-2/ 


d.  K 


und  indem  man 


setzt  und  so  fortführt: 

/  *\  _  (g-l)  ^0-2)  ■  *  -  (g-n)  /   b    \  g. 

\a/  ""  (a+*-l)  («+4—2)  . .  .  {a-\-b'^)  V«— n/ *  ^ 

hieraus  folgt,  wenn  man  a  für  a — n  schreibt: 

/  6\        (fl+4)  («+ft+l)  '  -  *  (g+^+n-l)  /    *   \  «v 

W  "  «(a+l)  •  •  •  (a+n— 1)  \«+iJ'  ' 

Möge  n  immer  mehr  zunehmen,  und  sei: 

so  ergibt  sich: 
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oder  wenn  man  ~  für  «  setzt: 


Mit  zunehmendem  q  erh&lt  man  bekanntlich: 

und  da 

Um  /^  e"^y*-"'jy  =  jr(6) 

ist: 

—6 


\1+J~ 


e       iXA) 


©= 


fftr  anendlich  grosses  ^,  oder  anch 

da,  wenn  man  Q—1  Ar  g  setzt,   (ich  der  Ausdruck  nnr  unendlich  wenig  tndert. 

Es  gibt  also  anch  Formel  8,  wenn  man  ii=^  setit: 

(a+i)  (g+i+l)  '  '  •  (a+t+e-1)  .-*  _....  „ 
«(<.+!)  .  .  .  (a+e-1)    *       '^*'*                   ^^ 

es  ist  n&mlich  für  (a+(> — 1)        bei  unendlich  grossem  q  auch  q        zu  setzen. 

Vertauscht  man  hierin  b  mit  a,   so  erhält  man   1-t\   und  da    (t)  =  l~) 
ist,  so  ergibt  sich  durch  Vergleich  beider  Ausdrücke: 

r(a)  "  5(6+1)  .  .  .  (6+^—1)^        '  ^^ 

wenn  man  a-^-h  für  a  setzt,  so  kommt: 

Jt6)  (a+5)  (a-l-6+1)  »  »  -  (a+5+g— 1)    — « 

lX«+5)  "^  6(6+1) (*+?— 1)     ^       * 

Der  Ausdruck  rechts  ist  wegen  5)  Man   hat  wegen  6)  des  Torigen  Ab- 

schnittes : 

^^"^^^«(a+l)  .  .  .  (a+n-)l 
es  ergibt  sich  also  auf  diese  Weise  die  "»^  ausserdem  wegen  11)  desselben  Ab- 
Formel  11  des  vorigen  Abschnittes.  »chrnttes: 

Diesen  Weg  hat  in   der  That   Buler  J^d  j  ii)~^^^^  ^^^ 

zur    Auffindung    dieser    Formel    einge-  /^\ 

schlagen.  \a/ 

Setzt  man  n=^  und  berücksichtigt  Formel  4),  so  kommt: 

.  v_ 1'2'3««*^ a — 1  ^ 

^^''^"  «(a+1)  (a+2)  .  .  .  (a+^— 1)  ^        '  ^^ 

wo  ()  als  eine  unendlich  grosse,  aber  ganze  Zahl  betrachtet,  also 

r(^)=l.2.3«.-^— 1 

gesetzt  ist. 

Es  ist  sonach  z.  B.: 

1-2»  3"«g —I  __  2 '  4  '  6  "  '  2g 

^^*^'i(i-M)  (i+2)  .  .  .  (i+c-1)^       "l.3.5.-.(2g-l)Ve* 


0  ^  ^-)' 


Es  war  aber 
und  Bonach: 


w  = 
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2«4«6'  •  •  •  4o» 


1«3«6»  •  •  •  (2^-1)»^* 

Es  ist  dies  das  sogenannte  Wallis'sche  Frodnct,  mcelches  einen  Werth  fftr  n  gibt. 
Wegen  7)  nimmt  Formel  5)  die  Gestalt  an: 

/A\  _       («+A)  (g-f  64-1)  '  '  *  (fl+^+g-1)  1  -2  >  8  '  >  -  (g-1) 

\«/  "  «(ä+1)  (ö+2)  •  .  .  (a+e— 1)  6(6+1)  (6+2)  •  •  •  (6+^-1)' 

Die  Formel  7  ist  diejenige,  deren  wir  cnlt&t  benutzt  werden. 

SU  Anfang  dieses  Abschnitts  erwähnten;  Wenn   die   Formel   7  auch   in  dieser 

sie  gibt  noch  einen  Sinn,  wenn  a  nega-  Gestalt  nicht  zur  wirklichen  Berechnung 

tiy,  jedoch  keine  ganze  Zahl,  aach  nicht  Ton  r{a)  geeignet  ist,  so  lässt  sich  mit- 

Knll  (in  welchen  Fällen   ein  Factor  des  tels    derselben     doch    eine    Reihe    für 

Nenners  unendlich  ist)  oder  complex  ist,  lg  r{a)  leicht  ableiten, 

und  kann  daher  als  Definition  der  Fa^  Es  ist  nämlich: 

lgr(a)=lgl-lga+lg2-lg(«+l)+  •  •  •  +lg(e)-lg(Ä+^— l)+(«-l)lg^. 

Der  unendlich  grosse  Ausdruck  (a— l)lg^  fallt  bei  zweimaligem  Differensiiren 
weg,  und  man  hat: 

da*       -*fl»^(o  +  l)' ^(a+2)«^  ^(«  +  ^-1)*'  ^ 

Die  Reihe  rechts  ist  immer  convergent,  wenn  a  keine  ganze  negative  Zahl  und 
nicht  Null  ist,  mithin  findet  dies  auch  bei  ihrem  ersten  und  ihrem  zweiten  Inte- 
gral statt   Man  erhält,  wenn  man  in  den  Grenzen  1  und  a  integrirt: 

wo    C  gleich   dem  Werthe  von  — f —  für  a  =  l  ist 

Ott 

Integnrt  man  nochmals  in  den  Grenzen  1  und  «,  so  kommt,  da 

lgr(l)=0 

ist: 

igr(«)=(«-l-lg«)  +  (?=l_iglL+l)  +  (?^_)g5^  +  . . .  +o(.-l). 

Um  C  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass 

r(2)=l,  igr(2)=0 

ist,  also  indem  man  ii=2  setzt: 

0=l-lg2+i-lgf+i~lgt+  .  •.  +C  11) 

und  indem  man  diesen  Ausdruck,  nachdem  man  ihn  mit  (<»— 1)  multiplicirt  hat, 
Yon  dem  Vorigen  abzieht: 

lgr(a)=  [(a-l)lg2-lg«]  +  [(«-l)lg|~lg-J^]  +  [(«-l)lgt-Ig^]  + 

=     2     r(a-.l)lg(l+±)-lg(l+_i)].  12) 

«1=1   L  ^  "*     J 

Diese  Reihe,  welche  immer,    den  be-  lung  von  lgr(l+a)  nach  ganzen  posid- 

sprochenen  Fall  ausgenommen,   conver-  Yen  Potenzen  von  a  gewinnen,  die  je- 

girt,   kann   also   sowohl    als   Definition,  doch  nur  so  lange  convergirt,  als  a  zwi- 

als  auch  zur  Berechnung' des  Ausdruckes  sehen  +1  und   —1  liegt. 

T{a)  selbst   für  negative  Werthe  von  a  Wenn    man    nämlich    die    Formel   9 

benutzt  werden.  (n  —  2) mal  differenziirt ,  so  erhält  man: 

Es  lässt  sich  aber  auch  eine  Entwick- 

.1         d*lgr(l+a)  _(-!)* 


•  •  • 


1.2...«        ^n  n      -(a+i)"      („  +  2) 


L-^+;7^n+-]-      i»> 
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Also,  wenn  man  setzt: 


n     ^n      2*      3* 


und  den  Ausdruck  lgr(l+tt)  nach  dem  Taylorschen  Satze  entwickelt: 

lgJXl+«)=-C«4-S,j-Ä,y +  S.J-  .  .  .,  14) 

lgr(l+a)  wird  fftr  a^—1  discontinnirlich.  Die  Entwicklung  convergirt  also 
nach  dem  Cauchjschen  Satse  nur  so  lange,  als  der  Modul  yon  a  kleiner  als 
1  ist. 

Um  eine  bequemere  Formel  sar  Berechnung  yon  IglXl+a)  zu  haben,  addire 
man  zu  11)  den  Ausdruck: 

0=-lg(l+«)+«-|^  +  y-  ... 

Man  erh&lt: 

lgnl+«)  =  -lg(l+«)+(H-C)«+i(«i-l)«'-*(Si-l)«»+  ...        15) 
Noch  schnellere  Gonrergenz  erreicht  man,   wenn  man  in  der  vorigen  Formel 
— a  fftr  0  setzt,   und   die   so   gebildete  Formel   von   15  abzieht;   links  erscheint 
dann  das  Glied: 

lglXl+a)-lgr(l-«)=21gr(l+fl)~lg[/Xl+fl)r(l-a)]  =  21g/Xl+a) 

-lga-lg[lta)/Xl-a)] 

und  wenn  man  Formel  12  des  vorigen  Abschnittes  berücksichtigt,  wird  dieser 
Ausdruck : 

21glXl+«)-lg«-lg.-^ 
und  wenn  man  auch  den  Ausdruck  redits  bildet: 

igr(H-«)=iig5j^j-iigj^+(t+C)«-(S,-i)J-(S.-i)^-  ...  16) 

Diese  Reihe  convergirt  sehr  schnell.  Ist  a  reell  und  gritaser  als  1  oder  complex 
und  hat  sein  reeller  Theil  einen  Werth,  der  grösser  als  1  ist,  so  kann  man  For- 
mel 16  in  Verbindung  mit: 

oder 

igr>-hl)=ig«+ig/t«) 

anwenden. 

Diese  Formel  folgt  auch  fär  negatives  a  aus   der  Formel  7,  die  man  ja   in 
diesem  Falle  als  Definition  benutzt.    Es  ist  n&mlich: 

r{«+l)=  -7r7T\ ,    .  ^  IV.   ,  vg •  e*    *  =  ^^- it«). 

^        '    «(«+!)  •  •  •  (a+g— l)(«+p)      ^  a+Q       ' 

Ein  Ausdruck,  der  fUr  wachsendes  r  identisch  wird  mit  a/X«)* 
Ist  also  a  algebraisch  kleiner  als  —1,  so  gibt  die  Formel: 

lg  JX«  - 1) = lg  r(fl)  —  lg  (a- 1) 

in  Gemeinschaft  mit  16)  den  verlangten  Ausdruck. 
Setzt   man  in  16)  noch  a  =  1  ~  r,  so  ergibt  sich 

jg  J[f_+  lg  (1_.)  =  Ig/jL^kül)  +  ,g  r, 
Sinn«         ^  \— r;ico8  7i/ 

wenn  r  nach  Null  hin  abnimmt,  ein  Ausdruck,  welcher  offenbar  gleich 

lg(l-r)=0 

wird.    Es  ergibt  sich  dann  ein  Werth  für  C  aus  16,  n&mlich: 

C=-l-Hlg2+i(S,-l)+i(S»-l)-f  .  .  . 

Einen  andern  Ausdruck  gibt  Formel  16,  wenn  man  darin  x-^  setzt: 

C=  -1  +lg|+glj(S.-.  l)+g^g(S._l)+  . .. 
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Man  erhält  hieraus :  Aber  dann    gewähren    die   Elemente 

-0=0,5772156649015328  .  .  .,  J®^?J  5?^"«^»  .'*".jCi±^   hestimmeii. 

rM.  '    .       u  j-   17  1       u    n      *     »  Z.  B.  für  n— 1  =  100000  ist   eine  loga- 

—  C  heisst  aocb  die  Eulersche  Constante.  rithmische  Berechnung,   d.  h.  die  Addi- 

Es jBt  ttbrigens  klar,   dass  «ir  ganw  ^^^^  ^^^  ^^^^n  100000  Logarithmen  un- 

Werthe  von  a   die  Fontoel  10)  die  Ge-  ausführbar,  übrigens   da  sich  die  Fehler 

stalt  einer  endlichen  Reihe  j  ^er  einzelnen  Logarithmen  addiren,  wftre 

rflgr(a)_     pii.iiii  1  es  auf  diesem  Wege  unmöglich  auch  nur 

i£ii      —  —  ^+l+l+i+  ••  •  +^__j^  .  einige  richtige  Decimalstellen  zu  erhalten, 

wenn   man  nicht  Logarithmentafeln  von 

annimmt.  ^^I^j.   ^-gj  Bruchstellen  anwenden  wollte. 

51)  Berechnung  des  Ausdrucks       Es  ergibt  sich  aber  aus  diesen Betrach- 

für  r(it),  wenn  n  sehr  gross  ist.  tungen  ein  Wcrth,   dem   sich  r(n)  mit 

Der  Ausdrack  r(n)  =:  1  •  2  •  3 •  ««(n— 1)  wadbsendem  n  immer  mehr  derart  nähert, 

für  ganzes  n   kommt    in   verschiedenen  dass  der  Quotient  beider  QrOssen  schliess- 

Anwendungen    der  Analysis   häufig  vor,  lieh   gleich  Eins    gesetzt    werden   kann. 

c.  B.  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Derselbe  soll  hier  noch  bestimmt  werden, 

und  oft  ibt  hier  n  sehr  gross  zu  nehmen.  Wenn  wir  x=n+(f>  setzen,  so  ist: 

r(fi4-l)=    /       e'''x'^dx=  f  c""**e"y(n+y)%. 

Das  Argument  e    \^'^H)  (f^^f^;^  j^^t    ein   Maximum   und  fällt   von   demselben 
nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche.    Denn  der  Ausdruck: 

*ill!;!^±i)!=_.-(-+r)  y,(,+ ,)»-' 

ist  so   lange  negativ,   als   7*  positiv  ist  d.  h.  ^ 

(vorausgesetzt,   dass  n  wächst)    und  po-  .  q,       /^ 

sitiv,    wenn   y    negativ,   also   wird    die  <=     ■       y  g« 

Function  f&r  negatives   tf-  immer  wach-  ;  ' 

sen,  für  positives   y-   immer   abnehmen,  Während  der  Integration,  wo  y.  von  — n 

und  es  findet  üir  ^=0,   d.  h.  fttr  a;=n  1        fn 

ein  Maximum  statt,  von  welchem  Werthe  bis  +00   geht,  wird  I  von  -"FTZ^y'ö 

aus    e^'r^    nach  6eiden  Seiten  insXJn-  bis  +ao   gehen.    Es  ist  nun: 
endliche  fällt.   Das  Argument  aber  wird 

an  beiden  Grenzen  Null.  ^ 

Bestimmen  wir  die  Grösse  t  durch  die 
Gleichung : 

e    ^(n+y.)   zz  e        n  ,  .-g 

so  ist:  y-g +"'(^"0 

oder  wenn    man  für   lg(»  +  7)    seinen 
Werth: 

1         7»  1 


yi-"' 


1^- 

sitit,  wo  lg(it+7)  nach  der  Taylorschen 

Beibe  entwickelt ,  aber  mit  dem  dritten  ^^^  ^^  Integral : 

Gliede   abgebrochen    ist,    t    also    einen  ^00     __ 

echten  Bruch  bedeutet  so  ergibt  sich:  /        u^^x^dx 

r-   -^^'  -^  ' 

""2(n+#<i)»' 


2(n+#y)»  verwandelt  sich  in: 

+00  ^        +Q0 


— n  fi 

e       n 
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wo  — ff  die  untere  Grenze  --r y-^    anzeigt,    die    also    mit  wachBendem    n 

gleich  — 00  wird. 

—  00  ^     0  ^     — 00 

da  aber  das  zweite  Integral  unserer  Formel 

»00 


du     '  (l-s) 

—  00 


noch  den  Brach  1  — €  als  Factor  enthält,   soerhftltman:   -^ — -^  alsWerthdes- 

selben,  wo  Jl  nnd  yt  kleiner  als  Eins  sind.     Der  Werth  dieses  Integrals   ist  also 
kleiner  als  j^,  bezeichnen  wir  denselben  mit  er.    Wegen: 

—  <»  J   0 


00 

hat  man  dann: 


r(l+n)  =  e""V+*/2/r 


wofftr  man  mit  wachsendem  n  anch  setzen  kann: 

r(l+n)  =  e"""n'*+*l/2^  =  1.2.8.--ii.  1) 

Hiemach  nimmt  auch  die  Formel  7)  des  yorigen  Abschnittes  die  Gestalt  an: 

^^     a(fl+l).  -  .  (a+«-l)'  ' 

Die  Formel  1)  wird  nach  ihrem  Erfinder  die  Stirlingsche  genannt. 

52)  Mehrfache  bestimmte  Inte-  befolgen  sind,  namentlich  aber  untersucht 

g  r  a  1  e.  werden  muss,  ob  das  ^.rgument  während 

Die  Theorie  der  mehrfachen  bestimm-  der  Inlegration  discontinuirlich  wird,  und 

ten  Integrale  ist  schon  in  den  Abschnit-  ^^^^   d'««    emtntt,    ob    diese  Methode 

ten34  bis  36  den  Grundzügen  nach  ge-   ;^^''„«"*?"®*  "'  7:,**°  P^nct,  worüber 
^^I^Q  das   l^öthige   ebenfSalls  m  Abschmtt  34 

Bei'  denselben  sind   sämmtliche  Gren-   enthalten  ist. 
zen  entweder  Constonten  oder  die  Gren-       "^5^  wollen  hier  noch   die  gebräuch- 
zen  des  nach  der  ersten  Variable  x  ge-   liebsten     Transformationen     zusammen- 
nommenen   Integrals    Functionen     aller   grellen. 

übrigen  Variablen  y,  &,«...,  die  des  nach       —    -1.       ,      ,      «  «,__ 

y  genommenen  Integrals  Functionen  von  I)  Eine  der  häufigsten  Transfoxmatio- 
s  «  .  .  .  u.  s.  w.  so  dass  nur  bei  der  '^e^  "^  "*®  ^^  der  Geometne  so  oft  vor- 
letzten Integration  constante  Grenzen  kommende  Verwandlung  der  r^htwin- 
vorkommen.  Natürlich  ist  der  erst  an-  Seligen  Coordinaten  m  Polarcoordinaten. 
gegebene  Fall  der  bei  weitem  einfachste,  ^»d^lt  es  sich  mn  Curven  in  der 
Im  letztern  führt  Transformation  der  ^^^^\  ^  ^^^  ^'®  entsprechenden 
Variablen  nach  den  Abschnitt  36  gege-  Formeln : 
benen  Regeln  oft  zu  einfacheren,  zuwei-  x=:rcos«^,   y=rsin^, 

len   zu   constenten  Grenzen.     Letzteres   ^^         ^j^  rechtwinkligen,  r,^diePolar- 
erreicht  man  auch  durch  die  von  Dmch-   coordinaten  sind, 
let  herrührende   Methode  des  Disconti- 

nuitäts- Factors,    von   welcher   bald  die       Im  Baume  dagegen  hat  man: 
Bede  sein  wird.     Anch  die  Umkehrung  .       ^      t    a 

der  Grenzen  ist  oft  anzuwenden,   wobei  ar-rcos.^   y-r  sin*cosy, 

die  Abschnitt  34  gegebenen  Regeln   zu  z=:r  sin  ^  sin  y. 
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Mit  Hülfe  dieser  Formeln  faDden  wir  bereits  in  Abschnitt  36: 
f fudx  dy  =  rCr  Udrd», 
wo  die  ersten  Formeln  gelten, 

ff  Cudxdydz  =  ff  fr*  U  sin»  drd»d^, 

wo  die  zweiten  Formeln  gelten. 

Die  Formeln  drücken  ftr  den  Fall,  wo  ii  =  l  ist,  bekanntlich  bezüglich  den 
Flftcheninhalt  der  von  einer  Curve  begrenzten  Stücke  oder  Ebene,  und  der  von 
einer  Fläche  begrenzten  Körper  aus.    Es  war  femer: 

mit  Anwendung    der  zweiten    Formeln,  den  Artikel:  FlAchen  zweiter  Ordnung). 

Dieser  Ausdruck   gibt  den   Inhalt  eines  Nach  dem   Dupinschen   Satze  schneiden 

Stücks  einer  krummen  Oberfläche  an.  sich  diese  Fl&chen  daher  immer  in  Krfim- 

II)  Von  grosser  Widitigkeit  sind  auch  niungslinien.      Diese  geometrischen  Be- 

die  sogenannten  elliptischen  Coordinaten,  ^rachtungen  sind  jedoch  für  uns  hier  we- 

welche  von  Lam4  herrühren.     Die   ent-  ^^^^^  wichtig,  als  die  Eigenschaft  dieser 

sprechenden  Transformationen  sind  ge-  Ausdriicke,  dass  man  leicht  «,  y,  t  als 

geben  durch  die  folgenden  Formeln,  wo  F'inctionen  von  A,  ^,  y  bestimmen  kann. 

X,  fA,  y  die  neuen  Variablen,  x,  u,  »  die  ^»  "*  <*^«"  «i»«  Betrachtung,  welche 

alten  sind :  ^^^^  ^^^  mehr  als  drei  Gleichungen  von 

,            ,               2  der  hier  gegebenen  Gestalt  Anwendung 

1-  +   .  y       ^ ! -1^  findet,   und  die  wir  daher  in  ihrer  AU- 

A*       A*— Ä*       !■ — c*       '  gemeinheit  nach  Binet  geben. 

X*          y*              «>  Seien  n  Gleichungen  von  der  Gestalt 

^  +  prZbi  +  ;?rr^= ^'  gegeben : 

Die  drei  Gleichungen  haben  eine  geome-       — - —  .j IL —  ^     *  .    ^  ...   -^i 

trische Bedeutung,  weldier  die  Ausdrücke  x^—a      se^—ß      x, — y 

X,  fjLf  V  den  Kamen  elliptische  Coordinaten  x             y             % 

verdanken.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  ^  _^  +  ^  ^^  +   '  ^^    +  •  •  •  =1 

X  grosser  als  e  und  als  6,  /u  grOsser  als  •  ,           *  •            *,    ^ 

6  und  kleiner  als  e,  v  kleiner  als  b  und  .              •              !                       ! 

c   sei,     so  ist  die  erste   Gleichung   die  ,              ,              [                       \ 

eines   Ellipsoides,   die   zweite  die  eines  . 

einschaligen,   die   dritte  die   eines  zwei-  ^^  ■«*■«  ni*»« 

schaligen  Hyperboloides.     Alle  drei  ha-  F{m)  —  {u — ff)(ii~/9)(ii — y)  ,  . ., 

ben  dieselben  Hauptschnittc.  Lässt  man  ff^\^{^    *  "v^«     -  >rM    ^  \ 

Xyfif^  Bich  ändern,  so  bleiben  die  Haupt-  /W-l^-^iK«— ««Mw-«»;  •  •  n 

schnitte  dieser  Flächen  unveritndert,  sie  »<>  «t^(«)— /(«)  vom  Grade  »  —  1,  also 

heissen  homofocale  Flächen,  und  haben  j^  Ausdrucke  ^^^^^^  der  Zähler  um 
die  Eigenschaft,  dass  wenn  man  A,  ^,  y  F(ti) 

irgend  wie  bestimmt,  die  dadurch  gege-  einen   Grad    niedriger    als   der   Nenner, 

benen    drei  Flächen    sich  immer    unter  Die    Zerlegung    der    Fartialbrüche    gibt 

einander  rechtwinklig  schneiden.    (Siehe  dann: 

p{*)-n.^)  _  ^(«)  -f («)  .  m-m  ,  jmziM-j. 

Setzt  man  hierin  aach  und  nach: 

«  =  «,,    l(  =  Xi,   U  =  Xf    .  .  .      ' 

m  m 

und  berücksichtigt,  dass: 

F{tt)  =  F(p)^F{y)=  ...   =0 
ist,  so. hat  man: 

A«.)=A*.)=«*J=  •  •  •  =0 

13 
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/•(«) 


m   1 


f(y) 


m  _i M  -k /M  _1_ 


=  1 

=1 


X'  =  — 


Diese  Gleichangen  aber  aind  den  ge-  F'(a')=(a* 6*)(a' «*)  .  .  > 

gebenen  identisch,  wenn  man  setet:  ir»(6«)  =  (J»_a«)(6»— c«) 

*=-M'  »=-FSy  •=-®r  *  •     ^(''')=(«'-«')(«'-»')  •  '•  •. 

&1bo  * 

und   dies   sind  die  Ausdrücke  für  diese  *     /^^ «*Ki*' a*)(K» «•)  . 

Grössen.  ««  —  _  '^ LSr. LI /  '  *  ' 

In  unserm  Falle  ist  za  yertanschen 
»,  y,  z    mit    a?«,y»,i% 
a?4,Xj,a?,   mit  X^,fi*,v*, 
«f,  /8,  y  mit  0,  b*,  c«, 

/(i,)=(i,-A')(fi-/i«)(«-»''). 
F(ti)  =  ti(M-A»)(u-c»), 

also: 
F'(ii)=(f«^A")(i«-c»)+«(tt-c«) 


y'=— 


also: 


F'(0)  =A'c« 


(;«—&')  Qu«— &')  (y«— 6^)  ■  .  . 
(6»—«»)  (6»— c»)  ... 

IV)  Ein  hftafig  rorkommender  Fall  ist 
der,  vro  b  nnd  c  Null  werden. 

Da  aber  die  positiven  Grössen  ft  zwi- 
schen b  und  c  liegen,    y  kleiner  als  b 
-    .  _jLi\    und  c  sein  soll,   so   mnss  man   sich  b 
+ti(ii    ö  ;,   ^j^^  ^  zonächst  unendlich  klein  denken. 
Sei  demnach 

wo  ß  und  y  endliche  positive  Grössen, 
c  unendlich  klein  is^  sei  ferner 

fizzuüf   r  =  tn    und     b<m<Cj  n<b<Cy 

Xzzr  aber  eine  endliche  Grösse,  so  ist: 


=1  + 


yt  »1 


«t»  zz 

c«(c«— 6») 

III)  Bei  mehr  als  dreifachen  Integra- 
len kann  man  zuweilen  mit  Vorthei^ 
ganz  .ähnliche  Transformationen  an  wen-  «^^o  wenn  t  verschwindet: 
den,  wobei  natürlich  die  geometrische 
Bedeutung  der  neuen  Variablen  aufzu- 
geben ist.    Man  setzt: 

**  y«  ,2 


=«• 


n' 


6»-n« 


'*— «« 


=  *', 


-  j 2 —  — =0 


y* 


=  0. 


JT«  -» 


/4'-a'  ■*■/««— 6 


_  ^     .       .  4"  .  •  •   —  i. 


y 


Die  erste  Gleichung  stellt  eine  Kugel 
vor,  die  zweite  und  dritte  einen  Kegel 
zweiten   Grades.      Die   Ausdrücke    für 


» — a«  ~  ,,«^^«  ~  i,« u«  T^  •  •  •      *   a;',y*,»'  aber  werden: 


«■  = 


Die  Binetachen  Formeln  geben  dann: 
/|[«)  =  (ii-i«)(,i^^»)(u-v«)  .  .  . 
F(«)=(ii—a«)(u— 6»)  («—«>)  .  .  . 


^_  r«(m«-60(6»— n*) 

r«(c»--m»)(c«— n«) 
c*(c«-6>) 
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Aach    diese   Coordtoaten    iuhren  den  Setzen  wir  noch : 
Namen  elliptische  im  engern  Sinne.    Es  c*^m^ 

sind  diejenigen  der  ganzen  Gattung,  wel-  -— --  =  cog^a^ 

che  am  häiägsten  angewandt  werden.  ^    0-    **  ) 

V)  Es  lasjen  sich  die  ehen  gehrandi-  *®  ^^f^»   ^*   c^a^=b*  kleiner   als  m« 

ten   elliptischen  Coordinaten  auch  unter  ^^^  ™'  kleiner  als  c«  ist,   der  Nenner 

eine  Form    hringen,    die   als  besondern  ^^^^^^    Bruchs    grosser    als    der  Zähler 

Fall  die  Polarcoordinaten    enth&lt.     Zu  8*'°»  ^^^  *  ^^^^  immer  bestimmen  lassen, 

dem  Ende  setsen  wir  in  den  letzten  drei  ^^^  **»«  ^^^  d"»»* 

Formeln:  -,_•»'  — c*«* 

n=6sinrf  und  bzzac,  •  "~c*(l  —  a*)' 

wo  also  7'   eine   neue  Variable,   a   eine  m'  =  c*(l— a*)  Bin^*  +  c'a* 

neue  Gonstante   ist,    die  kleiner  als  1   oder: 

sein  wird.  m»=:c*[l--(l— «*)  cos**]. 

Unsere  drei  Gleichungen  werden  dann :   Es  ergibt  sich  dann: 

^__riiisiny^  ar-r  sin//yi-(l^a«)co8*» 

^  y  =  r  cos  y'  sin  j^ 

,     r"(m*—a*c*)  cos«.'  ,/j -—, 

y  =         c»(l~a*)         '  »  =  rn-aVsiny.«co8  5. 

.,  .        ,^,^        .   .      ,.  Es  ist   ersichtlich,   dass   der  besondere 

r«(c«-iii«)(l-a«sinv«)  Fall,  wo  a  =  0  ist,  die  Polarcoordinaten 

c«(l— a«)  '  gibt. 

5B)    Transformation  mehrfacher  Integrale,   wenn  alle   Grenzen 
constant  sind. 

Es  sei  gegeben  das  Integral: 

/+0O     g%  +00 
/  F{ax-^a%  ß^+ß'y)  dxdyzzü. 

— oo*A    —00 

Es  ist  dasselbe  durch  eine  Transformation  zu  y ereinfachen. 
Wir  setzen:  Setat  man  dngegen 

aar+a'y  =  u,  ßx+ß^yzzv,  a;=:rcos*,   y  =  rsin*, 

Es  wird  dann  (Abschnitt  36)  go  ist 

also    constant,    wahrend   x  und  v   ▼on^r«-.,        ,  -.     .  *..        , 

-00  bis  +00   wachsen,  werden  in  glei-   Während o^ron  -oo  bis  +«>  geht,  und 

eher  Weise  u  und  v    auch  zunehmen,   ^tf'''  "^^9  «?»^^«*^*'  ^"^  J«»  •*«*» 
j^j^^j.  positive  r  alle  Werthe  yon  0  bis  +oo 

+00        +00  annehmen,    9-   aber  alle  Werthe  von  0 

U=  r  r        F{u,v)dudv,        *^"  2/1  erhalten,  also: 

J     — QO*^     — 00 

I      F[r{a  cos  »+«'  sin  .9),  rO?  cos  9+ß'  sin  .9)]  rrfrrf* 
0    »^     0 

und  setzt  man  auch  ii=rcos9,  t;=rsini9: 

In    ^00 


AU  =  I         I       F(rG08»y  r sin  »)rdrd», 
•'    0    »^    0 


also: 

»27r    /»  +00 


/  F(r  cos  i>,  r  sin  9)  rdrd9 

^  J    Q 


»27V    /«+00 


./  F[r(aoos*+a'8in*),  r(/?cos*+/J'sih»)]rrfrrf*. 

0  •/    4) 


13' 
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Setzen  wir  2.  B.  ' 


F(«,y)  =  e-V0.  *). 


WO 

ist.    Man  setzt  dann  anch: 

«)»=(« co8^+«' »m9y+(ß  cofl »+ß' sin *)• 
und  erhält:  ' 

27r  ^00 


1    /        /* 


oder  da 

■00  ^  ^QO 


r     .re""''rfr  =  l,  und  T      re*"'^rfr=i, 
./  0  */  0  * 


iTI 


rr      /•-'-/«cos^+ft'sin^  /Jco8*-|-Ä'sin*\  rf*     1    /*      r/      «i     •    ..x  ja 
Diese  Formel  wird  oft  unter  der  YoranssetzUng  angewandt,  dass 

ist.    AnsdrAcke,  welche  gelten,   wenn  9,  y  und  ebenso  wie  m,  «  Systeme  redit- 
winkliger  Coordinaten  sind. 

Es  ist  dann: 

i«>«=sin^*+cos*«=l, 
also: 

f  [ff  cos^+  af  sin  ^,  ^  cos  ^+/}'  sin  &]d»  =  I       f(coB  ^,  sin  9)  d». 
Diese  Betrachtungen  lassen  sich  auch  ausdehnen  auf  das  dreifache  Integral: 

/+OO      p+CC      p+CO 
J  J  F(cr4f+«'y+«"Ä,i?a:+if'y+/J"»,ya:+/y+/'»)rf««lycfa. 


-GO 

Wir  setzen  n&mlich  zunächst: 


A  = 


y»  /» y" 


und  ganz  wie  oben  hat  man: 

1     /•+Q0    /»+00    /  +Q0 


SD 

Wir  setzen,  indem  wir  Polarcoordina-       A  =  -  wird   von   —  1  bis  +1  gehen, 

ten  einführen:  **    .  v^     •  j  ^— .  td^:«i.»i   a 

was  erreicht  wird,  wenn  man  WinKel  9 

a?  =  lr,  y=^r,  »ziir,        ^  y^^  Nnll  bis  n  nimmt,  die  Ausdrücke 

wo :  fA  und  r  gehn   ebenfalls   beide  von  —  1 

l  =  cos  &,  /« = sin  ^  cos  y ,  »^ = sin  ^  sin  ^     bis  + 1;  da  aber  sin  f  =  -; — ;r,  und  sin  9 

ist.  Es  wird  dann,  w&hrend  x,  y,  s  von  stets  positiy.  ist,  so  muss  sin  9»  auch  ne- 
— rOD  bis  +G0  gehen,  r  alle  Werthe' von  gativ  werden  können,  und  folglich  von 
0  bis   +00   annehmen.  0  bis  2n  gehen.    Man  hat  demnach: 
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»271  ^n  M*(X> 


Setzt  man  jetzt: 

nnd  berücksichtigt  die  Qleichnng: 

r  e^^rfr=l, 

0 


so  ergibt  sich: 

p'^n  pn    Yak±t^fA±€^  ßk'hfi'f*+ß''y  yl-\-/fi+y"y']  sin^rf^dy 

=  -^y      J    nX,fhy)B\n9d»d^, 

wo  der  AbkOrsung  wegen  gesetit  wurde:  . 

»=(a+aV+a'V)*+(^A+/8'/U+^'V)»+(yi+/^+/V)«. 

Ffihren  wir  noch  diejenigen  Relationen  zwischen  den  Gonstanten  ein,  deren 
geometrische  Bedentang  ist,  dass  x,  y,  s  nnd  u,  v,  w  Systeme  rechtwinkliger 
Coordinaten  yorstellen: 

ans  welchen  folgt: 

A  =  l,    te=l, 
so  hat  man: 

F  =  r      r     ^[«A+a'/i+ß'V,  ßl-{'ßffi+^'y,  yJl+/iu4-y'V]  sin*rf^<i^ 
•/    0  »^     0 

/      f(l,  fiy  y)  sin  ^  d»  dtp. 
54)  Ks  sollen  hier  noch  die  Ansdrücke  znr  Transformation  der  Integrale 

in  elliptische  Coordinaten  gebildet  werden.  ^^      hr 

2iu  dem  Ende  nehmen  wir  die  am  Schiasse  ^^       **'*^****3m 

von  Abschnitt  52)  gebildeten  einfachem  j-  = .  , 

Formeln,  in  welchen  wir  noch  setzen:  ^ 

V(««-6»)  =  A,   y(A«^fi«)=:ib,  ^^      mr+rni^^ 

V(c^-m«)=/,   V(c«-fi«)  =  *; 

die  entsprechenden  Formeln  nehmen  dann 
anch  die  Gestalt  an: 

rmn      __       rkk  rls 

*"ir'  ^~6V(c«-6»)'   *"cV(c'-6»)  dy  _ 

nnd  man  hat:  dn  ""  6V(c*— 6') 


du"        6c       ' 
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und  ebenso  crh&lt  man; 

dx  dy      dx  ds 


dm  "  ey{c^  -*»)  \"dm      l^f 

^  —  1         //  ^ '      \  ^*  _     ^w*  ^«      5n  5«i 

dn  ■"  cy(c^-4'')\'dii      7*^/'  dl-~dy^dz__o^B%' 

Ausserdem  ist:  dm  dn      dn  dm 

dx  __  d:i;  dm      dx  dn  so  dass  man  hat: 

d^^düldy     did^  -       i/ij_/ggV    /^^V^  ^  y^gM^f^rzs 

r)y  dm  dy        dn  dy  yy^ 

di  ^       dt  dm   ^^di  dn  Y-^SL—      ^y  ^* 

dy  ^    ~  dm  dy    '  dn  dy'  ~  dm  dn      dn  dm 

woraus     sich     durch    Elimination     von  v—  —  ^ ^^  — 

l^^und^  ergibt:  'dmdn'-düd;, 

^         ^  Z  =  — ^-  — ^ 

^^_^ilL  "dmdn      dn  dm 

dx  __  dm  dn      dn  dm  ^u  getzen  ist. 

dy      dy  ds       dy  d*  Ausserdem  ergibt  sich 

dm  dn      dn  dm  ^  =  X, 

W=:J^J^y(X*-^Y*+Z')dmdn, 

also  wenn  man  die  obigen  Werthe  einsetst: 


-f  CrdmdnV^ 


W 

ebenso  erh&lt  man: 

V=fuAdrdmdn, 

Bfit  Hülfe  der  oben  gefundenen  Werthe  von: 

^x    dx   dy     dz    dy   di 

dm'  du'  di^'  diu'  dn'  St 
und  der  Ausdrücke: 

dr  ■"  bc'  dr  "  by(b^-c^)'  d?  "  cY{b'-c*) 
ergibt  sich  dann: 

JJJ  hkU 

Ist  U=l^  ein  Fall,  der  bekanntlich  den  Inhalt  derKOrper  gibt,  welche  Ton  kram- 
men  Oberflachen  eingeschlossen  werden,  so  kann  man  die  Integration  nach  r 
ausfuhren  und  erhält: 


= '// 


(m*—n*)r*dmdn 
hHU 


Mit  Benutzung  der  allgemeinem  elliptischen  Coordinaten  l,  fi,  v  (Abschnitt  52) 
erhält  man  aber  ähnlich  wie  oben: 


-m 


y  (JLt^^t)  (A«^y»)  (^»-y«)  dldfid^ 
yhihlm  ' 


wo 
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,=v(i«-4«),  A=va»-c»),  i=vo*'_4«), 

»=V(c«-/«>),  /=V(»«-»»),  msKc»-.-») 
ZU  setzen  ist. 

Wie  oben  crh&lt  man: 


-///^Mö'*"»//^ 


^-{-Y'-hZ^  d<f.d». 


Xdy  ds        ds   dy     ^     dt  bx        dx  ds  da;   dp        dy   ds 

und  die  Ausdrücke  ^,  ^f-)  *  *  *  lassen  sich  ganz  wie  vorhin  berechnen.     Be« 

dr       dr 
trachten  wir  jedoch  nur  den  Fall,  wo  r  oonstant  ist,  also  rr-  =  t~-  =  0  wird,  ein 

Fall,  der  bekanntlich  der  Oberfläche  einer  Kngel  entspricht.    Es  ergibt  sich  dann: 

np        (1— a')cos^'+«'8ina^ 

JJ  yi-(l-a^)  sin  *'  yl— a»  cos  y.^  ^ 

Ans  dem  letzten  Ausdrucke  lässt  sich  eine  Beziehung  herleiten,  welche  Yon  Le- 
gendre  herrührt. 

Sei  ,=/_! 

und  ftUuren  wir  beide  Integrationen  von  W  in  den  Grenzen  0  und  s-   aus: 


n      n 

l-(l-o«)  sin  *«-«»  sin  A« 
W 


J       7l-(l-«»)  siiT^  y'l  -  a»  liTi^  ^^  ^*' 
0         0 

wo  r=l  gesetzt  wurde. 

Es  war  nun  ursprünglich 

--ffi^W^'"'- 

wie  man  auch  a  bestimmt.    Setzt  man 

y=:0  und  s=0,  so  wird  ^=0,  A  =  ^ 


für 


y=0,        •  =  !,  *=^.  A=0 


für 

«-1  »  — ft  A-ft     Ji- 


y  =  l,         »  =  0,  ^  =  0,  Ac^. 


Da  aber 

ist,  so  sind  1  und  0  bezüglich  der  grösste  und  kleinste  Werth,  den  y  und  z  an- 

nehmen  können.    Die  (Frenzen  0  und  1  entsprechen   also   den  Grenzen  0  und  ■= 

für  ^  und  jt,  was  auch  die  beliebige  Constante  a  sei.  Aus  diesen  Betrachtungen 
folgt,  dass  unser  Integral  von  a  ganz  unabhängig  ist  Setzt  man  somit  a=l| 
so  kommt: 

n 


2' 


(Es  ergibt  sich  dies  allerdings  schon  aus  der  geometrischen  Betrachtung,  dass  w 
den  achten  Theil  einer  Kugelfi&che  vorstellt.) 
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Bexeichnen  wir  nach  Legendre  den  Ausdruck : 

n 

.7  rf* 


yi-6'Bin^»  ^''^ 


TV 


r    rf^yi-6«  sin*«  mit  E{h), 


so  ist: 


0 


91       n 


0  0 

wo  c=y'l— ö*  gesetzt  wird. 


/  /  v^i-(i-a»)Bi,.»yi-a»1i5F='^('')t'^<')-^('')i- 

0'     0 

n       n 

/7    /•¥  a*8in;t*rfArf* 

J      Vl-a»sinA*  Vl-(l-a>)  sin*»       V  >'L  w       v  /j. 
0.        0 

und  hieraus  folgt: 

^=  W=:F(c)E(c)+F(a)E(ii)-Ftc)F(fl), 

eine  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  vorkommende  Relation  zwischen 
den  Quadranten  der  Integrale  erster  und  zweiter  Ordnung. 

55)  Den  Ausdruck:  • 

wollen  wir  benutzen  unter  der  Voraus-  Will  man  den  achten  Theil  des  Ellip- 
setzung,  dass  es  sich  handelt  um  eine  soides  finden,  so  müssen  x,  y,  s  immer 
Oberfläche,  die  zur  Gleichung  hat:  reell  sein,  also  x  alle  Werthe  von  0  bis 

Qt  y  alle  Werthe  von  0  bis  V(o*— 6'), 

"^     I    ^  y         I       **      -i  s  alle  von  0  bis  Vfe^^«*)  annehmen. 

Q*      Q^—b*       ^•— c*"*   *  Offenbar  kann  dann,  damit  i  reell  bleibe, 

__  ,         «  V    .      j.       j.    i^i  .  1-  ^      A*  '^^^^^  kleiner  als  6,  damit  ür  reell  bleibe, 

Bekanntlich  ist  dies  die  Gleichung  des  \^  nicht  grösser  als  c  sein.    Ebenso  muss, 

Ellipsoides.  ^^n,it  /  ^eell  bleibe,  r  kleiner  als  6  sein. 

Man  hat   zur   Grenzbestimmung  die   X   aber   muss  jedenfalls    grösser  als   c 

Formeln:  sein,  damit  h  reell  bleibe. 

bcx=kur  Wegen  der  Gleichung  des  Ellipsoides 

•    '  aber  ist   q  der    grösste  Werth    von   X. 

byY{c^-oV-9^h  Man  hat  also  für  den  achten  Theil  des 

ciy(c^  -  6')  =  hkm.  Ellipsoides : 


erkennen. 
Y(»V(^'-i')V(e'*-c')  =  ^.  Wir    fanden   in   Abschnin  88)   For- 
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J  qJ   IrJ   c  shikhn  ^ 

Wegen  der  bekannten  Formel  far  den  Grenzen  constante  einsoführen.  Man 
achten  Theil  des  Ellipsoides  ist  der  Werth  wird  den  Sinn  und  die  Tragweite  dieser 
dieses  dreifachen  Integrals  gleich:  Methode    leicht    an    einigen   Beispielen 

mel  IVa): 

56)     Von  grosser  Wichtigkeit  für  die  2    /•*  sinycos/gyrfy    .,  ' 

Berechnung  mehrfacher  Integrale,  deren  "^J                  ~           —  ^  °"®'  ■"" 

Grenzen  nicht  alle  constant  sind,  ist  die  ^ 

yon  Dirichlet  herrührende  Methode  des  je  nachdem  ß  abgesehen  yom  Vorzeichen 

Discontinuitätsfactors.   Der  Zweck  dieser  grösser  oder  kleiner  als  Eins  war.    Wir 

Methode  ist,     statt    der   veränderlichen  setzen: 

A=fff  ....  ,-*(*+»+»+  •  •  O^'-'yi-l,«-'  .  .  .  d^jgdz  . . ., 

wo  *,a,6,c  .  .  .  positiv  sind.  2    f^  sin^cosffyff^ 

Erstrecken  wir  femer  die  Integration  "^  I  n  ^ 

über  alle  Werthe  von  *,  y,  »  . .  .,  wel*       .   _  ,  ^   .        , 

che  die  Bedingung  erfüllen,  dass  und  da,  so  lange  c<\  ist,  also  unsere 

__  Bedingung  erfüllt,      U  immer   gleich  1 

tf-«+y+*H-  '  •  •  <1  igt,  ausserhalb  der  Grenzen  der  Integra^ 

ist  und  x^jfyh  immer  positiv  sein  sollen,  tion  aber  Null  wird,   so  ist  es  gestattet. 

Statt  nun  die  Grenzen  der  Integration  die  Integrale  alle  in  den  Grenzen  0  und 

aus  dieser  Bedingung  abzuleiten,    mul-  +^  zunehmen,  da  derjenige  Theil,  wel- 

tipliciren   wir   das   Argument   mit    dem  eher  unsrer  Bedingung  nicht  entspricht, 

Factor:  von  selbst  verschwindet. 

Es  wird  also 


A^^r   f    f     ..   r 


e        X        y        % 
0 

— —coBCtpdfjpdxdifdi  .... 

Da  aber  für  4r=.+l  und  ffs— 1  Dis-  ist,  also  so  lange  t  nidit  Null  ist,  keine 

conti nui täten  stattfinden,  so  £ragt  es  sich,  Discontinuit&t  erleidet    Denkt  man  sich 

ob,  hier    die  Umkehrung    der    Ordnung  diesen  Werth  fllr  U  in  A  eingesetzt,  so 

des  Integrirens  noch  gestattet  ist   Diese  ist  also  Umkehrung    der  Ordnung   des 

Frage  erledigt   sich  jedoch,,  wenn  man  Integrirens  erlaubt. 

zunächst  statt    des    Ausdruckes    ü   das  Mit  abnehmendem  «  aber  nimmt  das 

Integral:  Integral,  gleich  viel  nach  welcher  Grösse 

^    _a5    — *rr    .                  .  xnan   zuerst  integrirt,  die  hier  gegebene 

2^  /•«  ^    */  smycosffyrfy  form  an,  und  ist  somit  auch  für  «=0 

71 J   0                        y  der  Werth  von  A  derselbe,   man   mag 

erst  nach  (f'  oder  erst  nach  «,  jf  .  .  .  • 

betrachtet,  welches  nach  Formel  III  des  integriren. 

Abschnitts  38  stets  gleich:  Wir    schreiben     statt    cos  <rr/.    aber 

Jl  arctg  ?-t?  +  i  arctg  —  e""''''*;  es  wird  dann  A  der  reelle  Theil 

n  in  «  des  Integrals: 

Bzzlr'^    rfy  siny    ^^ 
nj   Q  V 

wo 

•/    0       «^0 

ist. 
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Dies  Integral  Q  zerftUt  aber  in  Factoren  von  der  Gestalt : 
wo  die  Potenz  (k  +  7«)^»  wie  in  allen  den  Fällen,  welche  wir  ausführlich  erörtert 


haben,  so  zu  nehmen  ist,  dass 


{k+(f%)  zzr  e      , 


nnd  A  immer  zwischen  +n  nnd  —n  liegt.    Diese  und  die  y,  2  . . .  entsprochenden 
Wertho  einsetzend,  erhalten  wir: 

Ist  y=:z=   •  •  •   =0,  so  wird  ii,  wenn  man  n-j-^-l'^'h  •  •  •  für  a  setzt: 


•'     0 


,-**^.+»+c+ 1^ 


und  dies  ist  gleich  dem  reellen  Theile  von: 

Man  kann  somit  im  allgemeinen  Falle  den  reellen  Theil  von  B  auch  schreiben: 

^  ^  r(a)  r(6)  r(c)   >  >  .  /*  *  ^-iba:^a+A+c+  . . .  -1  ^^. 
iXa-i-Ä+H-  •  •  0  t/    0 

'fUrilr  =  0,  c  =  d=  ••  •  =0  erh&lt  man   hieraus  die  schon  bewiesene  Eulersche 
Formel: 

(b\  _  rja)  r(b) 

\a/  "    r(a-f6)  * 

Auch  kann  man  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  Ä  die  Grösse  A  =  0  setzen, 
und  hat: 

n   rr      «-1 6-1  c-i      j  A  A.      -       jx«)  ^w  > '  - 

(/  =  I  I    .    .    .    d?  1/  S  ...    ff»  a«  a2    ...    —   — ; — r-r r-7 — j-r-r r 

J  J  ^  ^  lX«+6  .  .  .)  (a+Ä-H  .  .  .) 

r(fl)  r(6)  . .  . 
■*■  rC'+H  . . .  +1)" 

Vertauscht  man  die  Yer&nderlichen  jb,  y,  »  .  •  .  bezüglich  mit: 
so  erhilt  man  hieraus 

%jf-&'"f -'■■■'-'' ■■■-'' 

und  wenn  man  für  o,  6  .  .  .  bezüglich  -,—...  schreibt: 


E 


r(^)r(±)... 

=^  t  i  ,  •  *  X        y  ...  aj;ay  .  .  .  = 


wo  ;r,  y  .  .  .  auf  alle  Werthe  auszudehnen  sind,  welche  die  Bedingung 

iL 

eriUUen. 


(t)'+©'+(t)'---<' 
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Igt  noch  odor  da 

SO    crhÄlt   man,   wenn  3   Veränderliche  Jr(f)  =  |r(J),  r(})  =  irQ) 

genommen  werden,  .  ., 

dxdydz'y  T = J  nttßy. 


ffß 


und  dies  ist  der  von  den  positiven  Coor-  Ist  p  =  ^  s  r  =  4,  so  erhält  man  den 

dinatenaxen  x,  y,  i  und  der  Flache,  die  achten  Theil  des  KOrpers,  dessen  Oher- 

zur  Gleichung  hat:  flftche  die  Gleichung  hat: 

(7)'+(f)'+(7r='  ©•+(f)"+(7)"=' 

hegrenste  körperliche  Baum,  für  welchen  ^^^^  dieser  ist: 
sich  ergibt: 


<¥)  Ki)  K^)  "-^  -^ 


"»•■      r(l+-i  +  -i-+i)  r(i)=r(l+f)=!r(t). 

Ist  p':.qzir^2,  so  hat  man  den  achten 

Theil  eines  Ellipsoides,  dessen  Halbaxen  U-"'^'^  ^(t)* 

«^9  ßi  Y  >>nd,  undifur  dasselbe  ist  also:  48      r(})  * 

f7^«^y  \T{\)Y  Wir    fanden    (Abschnitt  45,  Formel 

8     r(*)  xxxn): 


CO  .  w.x       4-.I 


wo  da«  obere  Vorzeichen  gilt,  wenn  «r  positiv,  das  untere,  wenn  a  negativ  ist. 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  auch,  indem  wir  das  Vorzeichen  auf  die  eben 
angezeigte  Weise  bestimmen: 

1         C08(tfyr)^'     *rf^=r . Z 

/oo                                        r(y)  sin  |i 
8in.(«^)  xp*       dyf  zz  + » 

wenn  man  die  erste  dieser  Formel  mit  sin  ^,  die  zweite  mit  cos  %r    multiplicirt 
und  addirt,  so  ergibt  sich  hieraus: 

-,/  .   > /       sin  (o-r-  +  atp)ip^''    rftf»=:—  oder  =0, 

r(q)  Bin  qnj   q  ^^2  ^'^  «^9 

je  nachdem  <r  positiv  oder  negativ  ist.     Es  ist  dies  eine  andre  Form  eines  Dis- 
continuitätsfactors . 

Untersuchen  wir  jetzt  das  Integral: 

W=:   I         #       •  •  ' *        y  .  ,   ,  dxdy  . ,  ,y 


wo 


Q:=X+aX'{-ßjf+  .  .  .»         <r=:l— «— y—  .  .  . 
gesetzt  wird,  $jp,q  .,,a,h  ,.,X,q,»»  positive  Constanten  sind,  aber  immer: 
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Die  Potensen  von  t-^-ai  sind  dadurch  bestimmt,  dass  der  Arcus  dieses  Ams- 
druckes  immer  zwischen  +  n  nnd  —  n  liegen  soll,  nnd  das  Integral  W  soll  sich 
über  alle  positiven  Werthe  von  x,  y  .  ,  .  erstrecken;  es  ist  dann  W  voUstAndig 
bestimmt 

In  Integral  W  kann  man  setzen: 


f 

1    J  ( 


(Vergleiche  Abschnitt  49,  Formel  10),  nnd 

OD 


/ 


^-(•+oi)^^^-l 

dkl*. 


f 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  W  ein,  und  denkt  dann  die  Integration  nach 
x^y  .  .  .  zuerst  ausgeführte  so  ergibt  sich : 

Q  ist  ein  Product  einfacher  Integrale  nach  x,  y  .  .  .,  die  alle  gleiche  Form  h#- 
beuf  und  wo  das  nach  x  genommene  die  Gestalt  hat: 

setzt  man  dies  und  die  entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Integrale  ein,   so  hat 
man  für  W  nur  noch  ein  Doppelintegral: 

....  d^dfp. 

Dies  Integral  aber  verwandelt  sich  in  ein  einfaches,  wenn  man  setzt: 

V  =  7«,        dtp=(fds, 
und  nach  ^  integrirt.    Es  ist  dann: 

^^rc^)  m  m         r  _£:^ 1 1  ^ 

np)  ni)     J^  (i+ (.+.•)»)"•  («-ri)"  0»-«^* 

wo  mr:p-f-y  —  a-  5 —  ...  gesetzt  wurde. 

Von  besonderm  Interesse  ist  der  Fall,  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht, 

wo  f  =  0  ist,  da  hier  der  Ausdruck  Lässt  m&n  also  s  sich  zun&chst  der  Null 

^  n&hem,  so  wird  der  in  W  vorkommende 

^ — (»+ö*)\^  fh^"^  dw  Ausdruck  nach  unsrer  Annahme 


y 


n.  n. 

welcher  in  der  Entwickelung  als  Factor  c  4-  oi  =  ae''     oder  — ve      ^  , 

vorkam,  die  Gestalt  j^  nachdem  <f  posttiv  oder  negativ  ist. 
»QO            .  .           .  Es  ist  also  auch 

e-^+»  yfl"^  d^  '  -TT. 


/ 


1        ^2 


annimmt,  also,  wie  oben  gezeigt  wurde,  /  _u  -xY      -u  9 

discontinuirlich  ist,  wenn  «r,  wie  es  doch  (•"•'^'v        jl* 

wfthrend  der  Integration  geschehen  muss,   zu  setzen.    Das  Argument  von : 
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-//^  ^  --'''-'  ■■■'"' 


nimmt  also  verschiedene  Formen  an,  je  nachdem: 

<T  =  1  — a; — y—  .  .  .  <0  oder  ir >0, 
d.  h.  je  nachdem: 

ist.    Es  wird  also: 


— ^7»       V       r(m)r(a)r(b)  .  ,  .  r   «^    ^  d*      1  1 


•  •  • 


wo 


"=//. 


(i+«x+jjy  +•..)''  (i-a^-y  •  •  0^ 

und  das  Integral   anf  alle  Werthe  von  x,  y  .  .  .   auszudehnen  ist,   welche  die 
Bedingung 

*+y+«+  •  •  •  <1 
erföllen, 


-ff- 


<»— '  .A~i  ^«•lü.. 

p         y  .  •  •  axay 


auf  alle  Werthe  von  «,  y  .  .  .  ausgedehnt,  welche  die  Bedingung: 

«+y+*+  •  •  •  >1 

erfüllen.    Der  Werth  von  W  erhält  die  GhrOsse 

Setzt  man  also  — t  statt  »,  so  erhält  man  eine  zweite  Gleichung,    so  dass  man 
mittels  heider  sowohl  l/*  als'  F  hestimmen  kann. 

66)  Quadratur  vollständiger  Dif-  die  Bedingung  daffir,  dass  die  gegebene 

ferenziale    mit    mehreren    Varia-  Gleichung 
bleu.  dzzz  ifdX'\'\lfdy 

Hat  man  die  Gleichung  ^^^^  Differenziiren  einer  andern 

*=A*»y)»  *=A*,y) 

80  erhält  man  durch  deren  Differenziation:  entstanden  ist,   und  x  und  y  völlig  un- 

h  —^AxJL.^d  •  abhängig  von  einander  sind, 

"bx        dy  ^'  y^ir  haben  diese  Bedingung  bereits 

toll  also  ein  Ausdruck:  in  Abschnitt  11  kennen  gelernt,  wo   es 

,         ,      N  >    .     /      N  .  sich  aber  um  Grossen  y  handelte,   die 

rf«y (*,y)iteH.^(*,y)c/y  ^^^  ^  ^^^^^^  ^^,,^  ^ 

ein   vollständiges   Differenzial    sein,    so  ^.       Bedingung  heisst  Integrabilitäts-  ' 

müssen   die   Functionen   er  und  \lß    die   •   j- -.«       **     ** 

Gleichungen  erfüllen:  bedingung. 

,-       V                        A^      ;i  Is*  8ie  erfüllt,    so  lässt   sich   augen- 

g  =  g  =  y(x,y),    ^  =  S  =  V^(*,y).  bUcklich  die  Gleichung 

^*      ^*                      ^      ^y  z=Aa:,  y) 

Aus  diesen -«rhält  man  durch  nochmaliges  .      3       a     j      i. 

Differenziiren:       -     '  herstellen,  d.  h.  der  Ausdruck 

an    _  dtf.  d*z^  _  ihp  dzzztfdx^-ifdy 

dxdi  "  dy          difdx  "  dx'              integtiren.    Zu  idem  Ende  bemerken  wir, 

.       ,  dass'für  irgend*  einen  Anfangswerth  von 

£B  ist  also  ^^  etWaar^»  ^=f(^o^y)  •*»<>  «l«'*'^  «^"«' 

^  _  ^1/»  Function  von  y  allein  wird,  die  wir  mit 

dy  ~  dx  if  bezeichnen. 
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Es  ist  nun:  Qleichnng: 

öx          '     '  kann  man  aber 

also  a?=«o»  ^^^  dx  =  0 

2=  fa(x  y)dx  setzen,  da  x^  constant  war,  und  erhftlt: 

•f  dz'  =  ^{x^,y)dy, 

wo  bei  der  Integration  y  als  constant  zu  a^so 

denken  ist.     l^immt  man  dies  Integral,  z'  =  f\i;(x    tt)  dy, 

welches  noch  eine  Constante  (oder  viel-  Jy^\  9^9/ 

mehr  eine  Function  des  constant  gedacfa*»  Sei  noch  fSr  y=yo»  «'=«",  d.  h.  für 

ten  y)  enthält  in  den  Grenzen  «undar^,  xzzx^  und  y=yo,  z  =  z",  so  ist 
so  hat  man: 

^(*o,y)<'y. 
j      -> '*'  y« 

*  und  %"^f{x^^y^)  wird  eine  willkürliche 

und  et  bleibt  nur  noch  von  y  die  Fnno-   Constante  sein;  man  hat  also,  wenn  man 
tion  z^  zu  bestimmen    In  der  gegebenen   diese  Werthe  einsetzt: 

«  =  /  .  7  (*»  y)  <*«+  /      \^(*o»  y)  «'y +*"• 
•^  *•  •^  y» 

Diese  Methode,  welche  übrigens  einfacher  als  die  gewöhnlich  in  den  Lehr- 
büchern gegebene  ist,  l&sst  sich  augenblicklich  auf  beliebig  viel  Variablen  aus- 
dehnen.   Es  sei: 

rfz:ry,(xi,  *,  ...4rjrf4r,-fy,(j:i,  *,  .. .  a:Jrfx,+  ...+y.^(arj,  x^.„x^dx^ 
entstanden  durch  Difterenziiren  der  Gleichung 

-wo  x^,  x^  ,.  ,x    völlig  von  einander  unabhängige  Grossen  sein  sollen. 

Bedingungen  hierlnr  sind,  dass  man  hat: 

d%  dz  dz  dz 

oder  durch  nochmaliges  Differenziiren: 

dx^dx^  "  dx^  '    dx^dx^  ~  dx^' 

Es  Buss  also  sein  gesetzt  werden  kOnnen.  Die  Anzahl  der 

^  3  sich  hierdurch  ergebeaden   Bediogungs- 

dx     "  djT  gleichungen  ist:  — ^ — -\  sind  diese  er- 

eine  symbolische  Gleichung,  in  welcher   füllt,  so  geschiebt  die  Integration  wie 
für   t  und   i  alle  Zahlen   von   1  bis  n   oben.     Wir  setzen: 

für    x,=«/^^  und  «  =  «('), 

ftir    x^=xj'^^    und  x,  =  x,^°%    t=z^  % 

für    x^=xj^^\   3?,  =  «,^**^  und«a=a?,^"%  z=z^  \ 


für    x.=«.<»),  *.=«.<»),  «.=x/»)  .  .  .  «  =x  (<•).    «  =  »W. 
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E.  sind  hier  «/").  r,W  *,<")  .  .  .   "'»**•" 
Constanten,  ^2 

z^  ^  eine  Fanction  Ton  a?.,  «,.,,*  <'*i  *» 

aber  nicht  von  x^,  also,  wenn  man  x^Wunddr^  alslntegra- 

«^-^  eine  solche  Ton  x,  ...  «    . . . ,   tionegrenzen  betrachtet,  x,  ...  x     aber 

/,i_t\  als  Constante  ansieht: 

2^        ^  eine  Function  von  x    allein, 

2^^  eine    Constante;    man  hat  dann  ^    x^^  ' 

Die  gegebene  Qleichnng  aber  nimmt,  wenn  man  x^zz»^\   *  =  z'  setat,   die 
Gestalt  an: 

abo:  __=y^(«^v  J^x^...x^, 

und  in  den  Grenzen  x,^^'^  und  a;,  integrirend,  hat  man: 

In  dem  Werthe  von  d»^  '  kann  man  nun  x^—*^  '  setsen,  nnd  hat: 


«• 


also: 

(«) 

F&hrt  man  so  fort,  so  erh&lt  man: 


«4 


(0) 


,(—)_,(-)  =/"      ..(x.«».  ..(»)  ...«,_.(«).«.)^,. 


-Co) 

n 


Also  durch  die  Addition  aller  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  der  Yollst&ndige 
Werth  von  z  folgendermassen : 


z 


yj(«„X4.  ..xJdx,-\-  i  y,(x,^  ^x,  ...xjrfx. 


*i     '  ■»! 


+  /'''*        y.(*/"),xÄ X,  .  .  .  X  )rfx.  + 


*« 


(«) 


+/-  .•.(».^'/"^••■%-/"^-^'*',+«' . 


wo  z^*^  die  Integrationsconstante  ist. 
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Beispiel.    Sei  gegeben 
j      ydx-xdy 


80    18t 


«     y 


"f'zi 


xpzz 


dy  ^  "dx  ~  (y» +  «»)«' 

die  Integrabilit&tsbediDguDg  ist  also  er- 
füllt, und  es  wird 


«0   ^ 


yi 


Aber  wenn  man 


setzt,  erb&lt  man: 


/^   jl^^^^^SU-^^igu., 


wo 


nnd: 


«0 


r 


y 


WO 


.y 


ist.    Also: 


^0 


X  JC  V 

t  =  arctg arctg  — —  arctg" 

y  y  « 


+  arctg3^+t". 


Es  ist  aber 

arc 
also: 


tg«  =  |-arctg(yj, 


X  =  arc  tg  —  +  arc  tg^^  -  sr-t-z" 
y  x^      2 

oder  wenn  a;^ =0  genommen  werden  soll, 
y,  aber  positiv  ist,  wo  dann 

arctg«^  =  arctg(+Qo)=-  wird, 
x^  J 

Die  Anffassnng  dorlntegride  als  Sum- 
men ist  die  bistorische,  nnd  lange  vor 
Leibnitx  und  Newton,  den  Erfindern  der 
bOhem  Analysis,  bat  man  diese  Methode 
angewandt,  namentlich  snr  Berechnung 
Ton  Fl&cheninbalten ,  freilich  ohne  sich 
eines  allgemeinen  Algorithmus  zu  bedie- 


nen. Zu  bemerken  sind  hierbei  nament- 
lich Descartes,  1596  bis  1650,  und  sein 
grosser  Zeitgenosse  Fermat,  der  1590  bis 
1665  in  seinen  Untersuchungen  dem  Qeiste 
der  hohem  Analysis  bereits  sehr  nahe 
gekommen  war.  Von  letzterem  rührt  auch 
die  Methode  her,  das  Gesetz  der  Ver- 
änderlichkeit angemessen  zu  bestimmen, 
um  der  Summe,  deren  Grenze  man  ver- 
langt, eine  möglichst  einfache  Gestalt  zu 
geben. 

Geschickte  und  fruchtbare  Anwendun- 
gen dieser  Methode  gab  auch  Wallis,  1616 
bis  1703.  Von  einer  allgemeineren  Auf- 
fassung der  Integralrechnung  kann  aber 
erst  seit  Newton,  1642  bis  1727,  und 
Leibnitz,  1646  bis  1716,  die  Rede  sein. 

Die  Methode  des  theilweisen  Integri- 
rens  und  der  Substitution  rührt  von  den 
Erfindern  der  hohem  Analjsis  her. 

Die  Auffindung  der  Integrale  gebroch- 
ner  Functionen  verdanken  wir  Johann 
BernouUi,  1667  bis  1748.  Die  Methode 
des  Bationalmacbens  der  Functionen, 
welche  eine  Quadratwurzel  eines  Aus- 
drackes  zweiten  Grades  enthalten,  rührt 
von  Cotes  her  (1682  bis  1716).  Wesent- 
liche Verdienste  um  die  Förderung  der 
Integralrechnung  hat  sich  Euler  erwor- 
ben (1707  bis  17^),  besonders  durch  sein 
Werk:   „ Institutiones  calculi  integ^alis.*' 

Die  Berechnung  der  bestimmten'  Inte- 
grale muss  wohl  ebenfalls  auf  Eulcr 
zurückgeführt  werden,  hat  aber  wesent- 
liche Erweiterungen  in  diesem  Jahrhun- 
derte erüahren. 

Ein  höchst  wesentlicher  Fortschritt  ist 
die  Einftthrang  des  Begriffs  des  Imagi- 
nären in  die  Integralrechnung.  Wenn 
derselbe  auch  vor  Entstehung  dieser  Wis- 
senschaft öfter  gelegentlich  angewandt  ist, 
so  ist  doch  die  schärfere  Begründung 
dieses  Verfahrens,  namentlich  die  Theorie 
des  Integrirens  auf  verschiedenen  Wegen 
und  der  dadurch  bedingten  Mehrdeutig- 
keit der  Integrale,  Cauchy  zu  zuschreiben. 
Die  Durchführung  dieser  überaus  frucht- 
baren Methode  hat  es  nicht  allein  mög- 
lich gemacht,,  die  Integralrechnung  von 
vielen  ungenauen  oder  unklaren  Ausfüh- 
rungen zu  befreien,  sondern  dieselbe  auch 
wesentlich  gefördert  und  erweitert.  Wie 
sie  denn  in  der  Theorie  der  Functionen 
im  Allgemeinen,  und  der  mehrfach  Pe- 
riodischen im  Besondem,  der  Reihenent- 
wicklung u.  s.  w.,  bereits  wichtige  Re- 
sultate gegeben  hat,  und  namentlich  in 
ihrer  Ausdehnung  auf  die  Integrale  der 
Differenzialgleichungen,  welche  nament- 
lich durch  Weierstrass  und  Riemann  be- 
gonnen ist,  noch  Bedeutenderes  erwarten 
lässt. 


II.  lieber  die  totalen  Differenzialgleichungen. 


1)   Sinleitang.    Die  Worte:   „Aaf-  Dies  geschieht  entweder  darch  unend- 
lösung  einer  analytischen  Aufgabe*'  wer-  liehe   Beihen,    oder    durch    algebraische 
den    in   sehr   yerschiedenem    Sinne    ge-  Gleichungen,     deren   Coefficienten    der- 
braucht«   MaA  sagt  s.  B.,  dass  di«  alge-  gleichen  Beihen   sind ,  oder  auch  durch 
braischen  Gleichungen  bis  einschliesslich  Angabe  von  Methoden ,  welche  geeignet 
tum  Yierten  Grade  auflösbar  seien,  womit  sind ,    bei  numerischen  '  Werthen  von  x 
eben   nur  gemeint  ist ,   dass  diese  Auf-  das  zugehörige  y  bis  su  einer  beliebigen 
lösungen  sich  auf  ein  bereits  zuvor  be-  Annilherung    zu    ermitteln.      Eben     so 
handeltes  Problem  der  Ansziehung   von  wichtig  aber  ist  es,  an  die  Bifferenzial- 
Wurzeln  im    gewöhnlichen  Sinne,    d.  h.  gleichungen     selbst    eine    Untersuchung 
auf    die    Wurzeln    solcher   Gleichungen,  der  Eigenschaften  derjenigen  Transcen- 
deren  erstes  Glied  ein  Binom  ist,  zurück-  deuten  zu  knüpfen,  welche  sie  definiren. 
führen   lasse.     Man   spricht   aber    auch  So  z.  B.  weiss  man  immer,   wenn  diese 
von   der  allgemeinen  Auflösung  der  al-  Transcendenten    doppelt  periodisch  sind, 
gebraischen    Gleichungen ,   und  versteht  dass    sie  sich  auf  elliptische  Funktionen 
darunter,   da  eine  allgemeine  Znrückfüh-  zurückfuhren  lassen,    dass  sie,  wenn  sie 
rung    dieses    Problems    etwa    auch    auf  immer  eindeutig   und  continuirlich  blei- 
Wurzeln    binomischer    Gleichungen    nn~  ben,    sich  in  die  Form  von  nach  ganzes 
möglich  ist,  irgend  eine  Methode,  welche  positiven    Potenzen   geordneten ,   immer 
geeignet   ist,  in  jedem  gegebenen  Falle  convergirenden    Beihen    bringen    lassen 
znrKenntniss  der  Wurzeln  der  Gleichung  u.  s.  w.    Indess   zu    einer  solchen  Auf* 
zu  verhelfen.    Der  Unterschied  zwischen  fassung  des  Problems,  welche  allerdings 
beiden  Arten  der  Auflösung  ist  also  der,  als  die  eigentliche    und  allgemeine  Auf- 
dass  im  ersteren   Falle   eine   Beduction  lösnng  zu  betrachten  ist,  hat  man  eben 
auf  ein  anderes  einfacheres  Problem  ein-  in  neuester  2^it  erst  den  Grund  gelegt, 
tritt,  im  zweiten,  das  Problem,  welches  und   im  Uebrigen  muss  man  sich  daher 
ursprünglich  vorliegt,  direct   angegriffen  begnügen,  die  Fälle  zu  ermitteln,  wo  die 
wird,   und  dazu  dient,   die  Wurzeln  zu-  Dlfferenzialgleichungen  complicirterer  Art 
gleich  zu  definiren  und  Ausdrücke  dafür  sich  auf  einfachere  (z.  B.  partielle  Diffe- 
zu  finden.  renzialgleichungen    auf  totale,    und   die 
Ganz  Aehnliches  findet  bei  deuDiffe-  einfacheren  totalen  auf  Quadraturen)  zu- 
renzialgleichangen     statt.      Auch     eine  rückführen  lassen.  —  Dies  letztere  Pro- 
Gleichung von  der  Gestalt  blem    wird  uns  hier   also  hauptsächlich 
^_ff      N  beschäftigen.    Es  ist  jedoch  nöthig,  auf 
dx"^^*^^  ^^®  Classificimng,   Entstehung  und  Auf- 
definirt  völlig  die  Function  von  x,  welche  lösnng  der  Differenzialgleichungen  hier- 
hier   mit  y  bezeichnet  ist,   und  nur  in  ^«»  e*^"  n^her  einzugehen, 
besondern  Fällen  kann  es  gelingen,  die-  g)    Eintheilung    der   Differen- 
sen  Ausdruck   auf  eme    schon    vorher  .i^igieichungen. 
bekannte  £  orm,  also  z.  B.  auf  eme  Auf-  ^                ° 

lösung  einer  andern  Differenzialgleichung  Man  kann  jeder  Differenzialgleichung 

von  der  Gestalt  ®io®  doppelte  Gestalt  geben,  je  nachdem 

ffif  man   die  Differenziale   selbst,   oder   die 

^=^(37)  entsprechenden  Differenzialqnotienten  ein« 

führt.    Gehen  wir  zunächst  von  der  letz- 

zurückzuführen,    welche   letztere  in  der  teren  Gestalt  aus. 

That  mit  I.   'Eine  Differenzialgleichung  oder  ein 

•'=/y(*)<'*»  System  solcher  Gleichungen   wird   total 

also  mit  einer   Quadratur   identisch  ist.  oder  partiell  genannt,  je  nachdem  alle 

Im  Allgemeinen  dagegen  giebt  jede  Dif-  darin  vorkommenden  Differenzialquotien- 

ferenzialgleichung  oder  jedes  System  von  ten    nach   derselben  unabhängigen    Ya- 

Djfferenzialgleichungen    eine  neue   Art,  riablen    genommen  sind,    oder  mebxera 

eben    durch   dieselben   definirter  Traüs-  von     einander     unabhängige    Variablen 

cendenten.    Es  kann  sich  also  nur  darum  und   die  nach  ihnen  genommenen  Diffe- 

handeln,  Methoden   für  die   Gewinnung  fenzialquotienten  darin  vorkommen.    Die 

dieser  Transcendenten  und  zur  Ermitt-  allgemeine  Form  einer  totalen  Differen- 

Inng  ihrer  Eigenschaften  aufzufinden.  nalgleidmng  ist  also: 

14 
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dx      äx  .  4x      *>*                ix*                   .jf 

. . .  ^Uo. 

Die  allgemeine  Fonn  einer  pvtlellen  Differensialgleichung  dagegen: 

2)     /-(«.,  *„...,      y.    ...  y       ^    ^  ...  ^,    ^  ...  J^^«  ..   . 

*y«  a.y,     d.y.  ^     *X     d«»,^      aP,  V 
a./  a«,.'  a,.a..      a,,.      a.,«      —      — ) 

Eine     partielle     Differenzialgleichnng  j        j«              jP  ^ 

kann  1,  2,  3  •  •  •  nnabhängige  Variablen  y.  (j,  ?^,    _   .  .  .  rSlEWo 

haben;  die  Gleichung  2)  hat  s  nnabhftn-  ^^     ^'             ^P^       ' 

gige  Variablen.  ,  •               . 

TT\    T?«       Tv-i»         .11.1-          ,.  ,    .  welche    natfirlich     ansser    s    noch    die 

II)    Eine  Differenzialgleichnng    heisst  Grössen  ar,  y,  .  .  .  «     «nd   ihre  Difife- 

Iter,  2ter  •••  n.  s.  w.  nter  Ordnung,  /''            ^n 

wenn   der    höchste    darin   vorkommende  'enzialqnotienten  enthält,  schreiben: 

Differenzialqnotient  von  der  Iten,  2ten  ^^           j              -                dz 

•  ••  fiten  Ordnung  ist.     Die  hier  gege-  j-=»„ -T^=»,,--i=»  -..^Pzi  =«  , 

bene   Gleichung    1)    ist    von   der  |?ten  ^           ^           dx                dx          P 

Ordnung.  —  Man  kann  aber  audi  von  ,   ,.            ,         r^,  .  ,    • 

der  Ordnung  peiner  Differenzialgleichnng  ^?^  5*®  gegebene  Gleichung  nimmt  dann 

in  Bezug   auf  eine  bestimmte  Variable  ^^  ^®^^***  *^- 

y    sprechen.  dz  \      ^ 

in)    Auch    werden    die    Differenzial-  P     "JJ"/ 
gleichungen    nach    der  Anzahl    der    in 

ihnen  enthaltenen  Variablen  eingetheilt.  ^s    sind    dies    in   der  That   p    Glei- 

Die   Gleichung    1)  enthalt  »+1    Varia-  chungen,  welche  nur  die  ersten  Differen- 

blen.    Bei  partiellen  Differenzialgleichun-  zialquotienten  der  «  enthalten, 

gen   muss  hinzugefügt  werden,  wie  viel  Hieraus  folgt  unmittelbar: 

unabhängige    Variablen    darunter    sind.  ,,.         _  ,      ^.  „         .  ,  ,  .  . 

Gleichung  2)  hat  n+s  Variablen,  worun-  «  ^^  -  'l           Differenzialgleichnng   mit 

ter  $  unabhängige  "  Vanablen    x  und   »,  welche  von  der 

ae^^lo  Jef  SiffT  ^r,  T**"  f  *  '^  rSe^lÄ^S»!''^ 

s^ftf  ei      ^»ff«^«°^»^g^e»c^«°gen   l>«-  p+1  Variablen  x,  z,  •  .  •  z    enthalten. 

Für  dieselben  gilt  folgender  wichtiger  ^^^  *^^®  ^^^  ^^^  ersten  Ordnung  sind." 

Lehrsatz :  Dieser  Satz  lasst  sich  aber  auch  um- 

A)    „Sei  kehren. 

y~^  C)    „Ein  System   von  p  Differenzial- 

eine   Differenzialgleichnng,     welche    die  gleichungen  mit  p-\-l  Variablen  x,  z^, 

nnabh&ngige  Variable  x,  die  abhftngigen  z^  ,  ,  .  z     ist  zurückzuführen   auf  eine 

y. .  y.   •  •  •  y«  «nd  .  Enthalt,  die  in  Gleichnn/mit  2  Variablen,  welche  aber 

Bezug  auf  y^,  y,  •  •  •  y^  von  einer  be*  von  der  pten  Ordnung  ist." 

liebigen,  in  Bezug  auf  »  von  der  ;»ten  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an, 

Ordnung  ist,  so  ist  diese  Gleichung  gleich-  das  gegebene  System  sei : 

bedeutend  mit  einem  System  von  p-Dif- 

ferenzialgleichungen ,  die  statt  z  die  Va-  ^^  («,  z,,  »,  •  .  .    z  ,  ^    ^  .  .  . 

riablen  »!,«,•••»     enthalten,  und  in  P    dx  '    dm 

Bezug  auf  alle  diese  von  der  ersten  Ord-  dz  \ 

nung  sind.«  •  .  .  _£l  =:0, 

Man  kann  nämlich  statt  der  Gleichung  dx  / 


•  •  •  . 

•  •  •  . 

Ans  diesen  p  Oleichnngen  kann  man  die  ^p^        ,  ^ 

p  Dinerenzialqnouenten  -^J-,    -p-    •  •  •  .  p      '       v  i     i»    i         ^/» 

«-£  entwickeln,  nnd  dieselben  nehmen  wo  die  Zeichen  f\f"<»f^^    nene  Fnno- 

dx  tionen    bedenten.     Offenbar  kann  man 

dann  die  Gkstalt  an:  nnn    ans     diesen    p    Gleichungen    die 

ife  Gk'Ossen  *,,  »,  *  *  '  *«  «liittiwi^«o»''i^d 

—=f^(x,  «„  «,  •••  Sp),  ^^^jj.j^   ^^    schliesslich   eine  Gleichung 


-^ =/"!(*.  *i»  «.  •••  *p)» 


yon  der  Form: 


^  also   eine  Gleichung  pter  Ordnung  mit 

P-^/'v«.  >  2  Variablen.    Ist  diese  aufgelöst,  so  sind 

■j^-r/p^*,  »i>  »a  •  •  •  y-  ^„d^  die    Grössen  »,,  »,   '  *  '  *„  ohn^ 

-_.     -.-         ..  ^  ..      ,.         >^,  .  weitere   Auflösung   Ton  Differenzialglei- 

Wir  dififerenauren  nun  eitie  dieser  Glei-  chungen    bekannt.     Man    setzt  nfti^ich 
chungen,  etwa  die  erste,  p— 1  mal;  es  ° 

werden   dann   in  den  zweiten   Gliedern  ,         -..  dzj^   d^Zi  d^z^  . 

der    entsprechenden     Gleichungen,     die  °*^^  »tir  2,,   ^,  -^  ...  j—  m  die 
Dlfferenzialquotienten  der  Grossen  »,•••       ..   on  v      •  t.  ^1.1.        ^    ^. 

»    Torkommen,  diese  aber  eliminiren  wir  °"*  3)  bezeichneten  Gleichungen  die  so 

p  gewonnenen  Werthe  em,  nnd  da  die  An- 

mit  HUlfe  der  flbrigen  Gleichungen:  sahl  derselben  p  ist,   so   reichen  p— 1 

d%  di^  davon  hin,  um  die  Grössen  z,,  z, .«.z 

dx       ^    dx  durch  blosse  Elimination  als  Functionen 

so  dass  man  hat:  ^^^  *  ^  bestimmen. 

Es  lässt  sich  aber  auch  eine  Gleichung 


^2  jbjb  lassK  Bicn  aoer  aucn  eine  vrieicauag 

-j^=f^{x,  »II  *a  ••  •  *  )•  oder    ein  System  von  Gleichungen  von 

^                                    '^  der   allgemeinen  Form  1)  leicht  in   ein 

^.   *    rf*St  _^   .                ^^         X  System   verwandeln,    welches  in  Bezug 

'       'dx^'^      (.*>  *i>*»  •  •  •  y»  auf  jodo   der  Variablen   erster  Ordnung 

,,  ist.    Zu  dem  Ende  braucht  man  nur  das 

*^zzf"  («,  »i>  »j  •  •  •  »  )j  Verfahren  in  A.  wiederholt  anzuwenden. 

dx^                                   P  Sei  das   gegebene  System  in  Bezug  auf 

•                 .                 •  yi»ya'''yn  bezüglich  von   der  Ord- 
nung Piy  p^  •  •  •  p  %  SO  setzt  man: 


d^='"  ^='' '"  -;j:^f  'p^-' 
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Es  verwandelt  sich  dann  die  Gleichang: 

»     dx  j^p,         dx  j^p^  i,  „f 


m: 


f  (*.  y..  yi  •  •  •  y„.  «/.  » /'^  •  •  • ».  H  »,^'^  •  •  •  «.^"\  ».^'^  •  •  •  «/*^  •  •  • 

Die  Anzahl  der  oben  gebildeten  Hülfsgleichnngen  ist: 

Sei  t  die  Anzahl  der  gegebenen  Gleichungen  von   der  Form  ^=0,   so  hat  man 
also: 

Gleichangen;  die  Anzahl  der  Variablen  in  denselben: 

*.  yi»  Sfi  •  •  •  V  2/,  «,'•••  z'     _.,  z/^)  .  .  .  z^^_ 

ist:  E)   ,^  Allgemeinen  kann  nach  dem 

Pi+/'i+  •  •  •  ■*'Pn'*'^'  Obigen  jedes  System  von  totalen  Diffc- 

w&hrend    bei    den   ursprünglichen    Glei-  renzialgleichungen  auf  ein  anderes  erster 

chungen  dieselbe  n+1  war.    Dcrhaupt-  Ordnung  reducirt  werden .« 

sachlichste  Fall,  welcher  hier  in  Betracht       Aus    diesem  Satze    ergibt   sich   auch 

kommt,  ist,  wie  wir  bald  sehen  werden,  leicht  die  Art  und  Weise,  wie  sich  jedes 

der,    wo    s=n,    also    die  Anzahl    der  System  von  totalen  Differenzialgleichnn- 

Gleichnngen   gleich   der  der  abh&ngigen  gen  auf  eine  Form  bringen  Iftsst,  welche 

Variablen  ist.    In  diesem  Falle  ist  die  statt  der  Differenzialqnotienten  die  Difife- 

Anzahl  der  neuen  Gleichungen:  renziale    selbst    enthält.     Es    ist    diese 

p  4-«  j-  ...  4-p  Form  so  wichtig,  dass  wir  bei  derselben 

PiTi'aT  p^j  ^^^  einen  Augenblick  verweilen.     • 

also  um   eins  kleiner  als  die  der  Varia-  '   •  .        .  %.  *  j»     a ^i.i  -.  j*.  .vi.b. 

"ku«     ^Ai^^  ^Y«<.nr.ii.  «i-j«K  ;i^..  An*.i«i       "*  zun&chst  die  Anzahl  n  der  abhin- 
blen,   oder   ebenfalls  gleich  der  Anzahl  g^g^n  Variablen  gleich  der  der  Gleichun- 
der  abhängigen  Variablen.     Hierausfolgt  Z  \   "*'"*»' *^  «„/ ni-i 
der  wichtige  Satz-  gen,  so  hat  man,   wenn  diese  auf  Glei- 
'^  chungen    erster  Ordnung  redudrt   sind, 
D)   „Jedes  System  von  totalen  Diffe-  und  man  die  n  Differensialquotienten  aus 
rentialgleichungen    von  beliebigen    Ord-  ihnen  ermittelt,  folgende  Ausdrücke: 
nungen,  wo  die  Anzahl  der  abhängigen                                                  . 
Variablen    gleich   dem  der  Gleichungen           ^Sl-f      fSil^f    ...  __?=:/ 
ist,   kann  verwandelt  werden  in  ein  an-            dx             dx                "dx      *' 
deres  ähnliches  System,  worin  alle  Glei- 
chungen von   der  ersten  Ordnung  sind,  wo  die  Grossen  ^Funktionen  von  ^^sfi» 
jedoch  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  y,  •••  y^  «nd.     Also  ergibt  sich  auch: 
Variablen   sich   entsprechend  vermehrt 

Nach  dem   Satze  C)   übrigens  ist  das  ^yi=fi^>  ^!fM=f%^  "  '  ^n'^n'^' 
letztere  System  gleichbedeutend  mit  einer        _,.  ..         ,_^«  a... 

Gleichung,  die  eine  abhängige  Variable  ""^^  ^^,"*  die  verlangte  Form,  für  die 

enthält    und    von  der  Ordnung  p,-\-p^  "^  »'»^^  schreiben  kann: 

+  •  •  •  +p-  ist.  i«fe+jii<^i+Mya+  •  •  •  +^-<'y- =0, 
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eine  allgemeinere  Form,  die  man  erhält,  Ist  aber  die  Anzahl  der  abhftngigen 

wenn  man  jede  der  obigen  Gleichungen  Variablen  grosser  als  die  der  Gleichan- 

mit   einer  beliebigen  GrOsse  mnltiplicirt  gen,  so  kann  man  dennoch  dem  System 

und    alle    addirt.      Das   erstere   System  eine  ähnliche  Gestalt  geben, 

läsat  sich  dann  leicht  durch  n  Gleichnn-  Ist  nämlich  die  anf  Gleichungen  erster 

gen  Ton  der  letsteren  allgemeineren  Form  Ordnung   reducirte  Gestalt   des  Systems 

ersetaen.  die  folgende: 

dz  ' 


dxf 
wo  also  s  kleiner  als  n  ist,  so  kann  man  setaen: 

4)  dyi^Pidx,     dyi=P2dx  '  '  '  dy^  =  p^dx, 

wodurch  dann  unsere  Gleichungen  die  G^talt  annehmen: 

fi  {'*  yi»  y*  •  •  •  y^i  Pi.  ;»»•••  Fn)=^» 

/"*(«»  yp  y«  •  • '  y^»  Pn  ;>«•••  Pn)^^' 

•  «  •  • 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

fgi'y  Vi^  yi  •  •  •  y,|.  Pi.  p%  '  "  Pn)-^' 

Mit  Hülfe    dieser    s  Gleichungen    kann  Es    ist    aber    wohl  zu  merken,    dass 

man  s  der  Grössen  |?,,  p,  .  .  .  p     be-  eine   ähnliche  Form    auch  die   partiellen 

stimmen  und  in  die  Gleichungen  4)  ein-  Differenzialgleichungen   annehmen     die- 

setzen,   die  übrigen  p,  an  AÄzahl  «-,,  "^^?  ,^f*?  ^^«  ^^®  allgemeinste  der  Diffe- 

sind  als   neue  Variablen  zu   betrachten,  'enzialgleichung  zu  betrachten   ,st     bei 

Man  hat  also  wieder  n  Gleichungen  Ton  ^t^f  ®^  ««^J*«*  ^Z  n °*^'l.'ff^^  ""^f ^*'.'' 

der   Form    4)    oder   von   der   allgemei-   *?**^^°    '^"^  JPnf'^^lf   ^l^^^^^^'^gl«- 
neren:  &     "^      chungen  wegf&llt.     Um  dies  zu  zeigen, 

'  wird    es   genügen ,    wenn  wir  nur  eine 

X«te+A,dyi+Ajdjf,+  .  .  .  +A^</y^=  0,   partielle  DiflFerenzialgleichung  2ter  Ord- 

»»i^u^  -^j    V              j         .  ■«  Tr    .  ,^1  'i'*°g  betrachten,  da  sich  die  Allgemein- 
weiche  jedoch  ausser  den  n+1  Variablen  gültigkeit  dieser  Betrachtung  leicht  zeigt. 
*'  yi»  y«  •  •  .  y^  »och  n-5  neue,   also  ggi  die  gegebene  Gleichung: 
im  Ganzen  2n-t-l— <  enthalten. 

,,r^    -        %      ^     «^"y       ^"y       ^"y\_A 

Wir  setzen:  <^=rdj?j4-«rfx,,  </7=:<«teiH-*dar,. 

^  ^i.  Die  letzten  drei  Gleichungen   sind   von 

g~"=P>   5 — ~^»  ^®'  vorgeschriebenen  Form  und  enthal- 

*  ^*  ten  ausser  den  drei  gegebenen  Variablen 

zlS^-f.        ^*y    _        ^^y  _.  «i,  a?,,  y  noch  die  neuen  p,  7,  r,  «,  *, 

dxj'~  '    dx^dx^"^  *    dx,«~  '  also   im   Ganzen  8,   von   denen   jedoch 

eine,  z.  B.  t,  durch  die  Gleichung  ^=0 
eliminirt   wird,  so   dass   3   Gleidiungen 

y(*i7  *i»  y»  ;>»  9»  »•»  »,  0=0,  ™^'    ''^  Variablen    übrig   bleiben.      Wie 

leicht  zu  sehen,  tritt  dasselbe  ein,  wenn 
aus&er  y  noch  andere  abhängige  Varia- 
dyz=pdx^-^qdx29  bleu  gegeben  sind. 
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so  ist: 


und: 


Boe 


3)  Ueber  eino  Gleicbungerfiter 
Ordnung  mit  2  Variablen. 

Lehrsatz.  Jede  Differenzialglei  - 
chnng  von  der  Gestalt 

lässt  sich  auflösen  durch  einen  Ausdmck 
Yon  der  Gestalt 

y(«,  yy  «)=0,     oder:     y  =  ^(aF,  «) 

oder:  /(«,  y)  =  ff. 

Offenbar  lässt  si(^  n'atnlich  jeder  dieser 
3  Ausdrücke  auf  die  Form  der  beiden 
andern  bringen. 

a  ist  eine  willkürliche  Gonstante, .  die 
man  der  Art  bestimmen  kann,  dass  man 
y  für  einen  gegebenen  Zahlenwerth  von 
X  einen  beliebigen  Werth  annehmen 
Iftsst. 

Die  so  gefundene  Gleichung  heisst 
Integralgleichung.  Im  engern  Sinne 
aber  wird  der  Ausdruck  xi^^  tf)  s^^^s^ 
welcher  in  der  letzten  der  3  Formen 
gleich  einer  Constante  a  war,  Integral 
genannt.  Es  l'ässt  sich  also  ein  Integral 
der  Gleichung  1)  auch  definiren  als  eine 
Function  von  x  und  y,  welche  durch 
die  Gleichung  1)  einer  Constante  gleich 
wird. 

Wir  beweisen  den  obigen  wichtigen 
Satz,  indem  wir  die  gegebene  Differen- 
zialgleichung  einer  ähnlichen  Betrachtung 
wie  der,  welche  die  allgemeinen  Eigen- 
•chaften  der  Quadraturen  ergeben,  un- 
terziehen. 

Seien  x^^  x^,  x^   *  '  '  ^s    ^^^^^   ^^ 

üebrigen  beliebige  Werthe  von  x,  von 
denen  jeder  sich  nur  unendlich  wenig 
von  dem  vorhergehenden  unterscheidet, 
sind  ferner  y^,  y^  y^   *  *  '  y«  ^^  ^^' 

gehörigen  Werthe  von  y,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  y  als  Function  von 
X  betrachtet,  so  hat  man  bekanntlich: 

dx  X    ,  ,  — X 

und  es  führt  demnach  die  Gleichung  1), 
wenn  man  nach  und  nach  für  x  die 
Werthe  j^i,  x,  •  •  •  x  setzt,  zu  folgen- 
dem Besultate: 

y.=yiH-(*j-*i)r(«i,  yi), 
y»=y«+(«i-«i) /"(«»»  y«), 


Man  kann  diese  Gleidmngen  als  em 
System  recurrenter  Beziehungen  betrach- 
ten, demzufolge  für  gegebenes  x^  sich 
Sfo  g^ns  willkürlich  bestimmen  laset; 
nach  dieser  Bestimmung  werden  sich  dnrcfa 
allmäliges  Einsetzen  die  Grössen  y^, 
y2  •  •  •  y     völlig  eindeutig  ergeben,  so 

lange  f(x,  y)  eindeutig  bleibt  und  nicht 
discontinuirlich  wird.  Im  letztem  Falle 
würde  nämlich  ein  Fortschreiten  von 
einem  Werthe  von  y  :  y.  zu  einem  nächst- 
folgenden   y<  I  1    nach  den   Regeln   der 

Diffefenzialrechnung  nicht  mehr  möglich 
sein.  Die  Gleichungen  2  geben  also 
für  jBden  Werth  von  y  ,   den  wir  jetzt 

mit  y  bezeichnen  wollen,  einen  entspre- 
chenden Ausdruck,  der  eine  willkürliche 
Constante  a=yo  enthält;  es  ist  also  das 
Vorhandensein  eines  Integrals  erwiesen, 
und  selbst  im  Allgemeinen  ein  Verfah- 
ren, ähnlich  dem  der  mechanischen  Qua- 
dratur, gegeben,  durch  welches  man  bei 
gegebenem  Zahlenwerthe  von  y  dies  In- 
tegral näherungsweise  erhalten  kann. 
Desto  genauer  wird  diese  Näherung 
sein,  je  mehr  Zwischenwerthe-  X|, 
x^   •'•  •  ^  _i  '^ft'i  zwischen  x^  und  x 

einschiebt.  Addirt  man  alle  Gleichun- 
gen 2,  so  erhält  man  noch: 

y,  =yo  +i'm  K^i  -*o)  /"(a^o»  yo) 

+(*i-«i)^(j^i»yi)+  •  •  • 

oder  gemäss  der  bekannten  Bezeichnung 
der  Qnadrataren : 


8) 
oder: 


y,  =yo+  /     '/(ar,  y)dx, 
•^    x^ 


y=yo+ 


/     /"(«»  y)  ^ ; 


y,=y,_i+(*,-^,_i)«^,^,,y,«,). 


y  nimmt  also  die  Form  einer  wirklichen 
Quadratur  an. 

Es  ist  eben  hierbei  nur  zu  bemerken, 
dass  y  in  f(xy  y)  als  Function  von  x 
betrachtet  werden  muss,  die  aber  durch 
keinen  allgemeinen  Ausdruck,  sondern 
durch  die  Beziehungen  2)  für  jedes  Glied 
unter  dem  Integralzeichen  bestimmt  ist. 
^uf  diese  Weise  ist  auch  ({x^  y)  als 
eine  Function  von  x  allein  zu  be- 
trachten. 

Ist  übrigens  f{xy  y)  eine  monogene 
Function  von  x  und  jf,  d.  h.  eine  sol- 
che, wo  die  Art  des  Zuwachses  von  te 
und  y  (ob   derselbe  reell  oder  imaginär 
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B«i)    Kfd  den   Werth   der   Abkitangen 

df  df 

—  und  ■—  keinen  Einflnss  ausübt  (ver- 
ox  oy  ^ 

gleidie  den  Artikel:  Quantitüt),   so  sind 

die  Grössen  yp  y,  •  •  •  y    als  Summen 

von  solchen  Functionen  zu  betrachten, 
und  theilen  also  diese  Eigenschaft.  Es 
ist  also  f(Xf  y)  eine  monogene  Function 
von  X,  wenn  man  y  als  Function  von 
X  betrachtet.  Hieraus  und  aus  der  Form 
der  Quadratur,  welche  wir  in  3)  der 
Ghrösse  y  gegeben  haben,  folgt  dann  die 
Allgemeingültigkeit  des  in  dem  Artikel: 
analytische  Quadraturen  bewiesenen 
Satzes,  dass  der  Werth  von  y    anf  ganz 

dieselbe  Weise  erhalten  wird,  welches 
auch  die  Zwischenwerthe  x^,  ^,  •  •  • 
«^_^  seien,  d.  h.  für  jede  zwei  Inte- 
grationswege, wenn  nur  Anfangs-  und 
Endpunkt  x^  und  or  sind,  und  sich  in  dem 

von  beiden  Wegen  begrenzten  Theile 
der  Ebene  kein  vielfacher  und  kein  Dis- 
continuit&tspunkt  der  Function  fix,  y) 
befindet.  (S.  den  Artikel:  analytische 
Quadraturen,  Abschnitt  8  bis  15} 

4)  Theorie  des  Eni  er  sehen  Mul- 
tiplicators. 

Sei  gegeben  die  Differenzialgleichuag 

1)  Pdx^Qdy=iO, 

wo  P  und  Q  Functionen  von  x  und  y 
sind,  und  das  Integral  derselben,  dessen 
Ezistens  nach  dem  Obigen  feststeht,  sei 
nnter  der  (Hstalt  gegeben: 

2)  fix,  y):=:=a, 

wo  a  die  willkürliche  Constante  ist. 

Durch  Dififerenzüren  der  Qleichnng  2) 
ergabt  sich  dann: 


wenn  letaterea  stattfindet,   so  dass  also: 
rfy__P 

dagegen^    vollständig  willkürlich   ist; 
setzen  wir  femer  immer: 


und: 


so  ist  wegen  der  Gleichungen  4} 

6)  M(Pdx+MQJy):::df, 

d.  h.:  „Es  lasst  sich  zu  jeder  Differen- 
zialgleichung  von  der  Gestalt  1)  eiti 
Faktor  M  bestimmen,  derart,  dass  dann 
das  erste  Glied  der  bezüglichen  Glei- 
chung ganz  abgesehen  von  der  durch 
dieselbe  gegebenen  Relation  ein  voll- 
ständiges Differcnzial  einer  Function  von 
2  Variablen  wird."  Dieser  Factor  M 
wird  Eulerscher  Multiplicator  oder  inte- 
grirender  Faktor  genannt. 

Ist  der  Multiplicator  bekannt,  so  l&sst 
sich  das  Integral  augenblicklich  finden. 
Es  ist  nämlich,  wenn  man  in  Gleichung 
5)  y  constant  denkt,  was  geschehen  kann, 
da  X  und  y  hier  als  völlig  willkürlich 
zu  betrachten  sind: 


8) 


^rf«+^rfy=0, 


ix 


eine  Gleichung,  die  mit  1)  verglichen 
zeigt,  dass 

oder  wenn  man  unter  M  eine  unbe- 
stimmte Funktion  von  x  und  y  ver- 
steht: 


wo  x^  eine  beliebige  Zahl,  und  f^  der 
x^  entsprechende  Wei  th  von  f  ist ,  wel- 
cher also  noch  eine  Funktion  von  y 
sein  wird. 

Setzt  man  x^  für  x  in  Gleichung  5)i 
so  wird  dx^^=h,  und  mögen  JV,  Q  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Werthe  Af^^,  (?^ 
annehmen,  so  ist: 

df.=M^  Po  «fyi 

wo  y^  ebenfalls  eine  beliebige  Zahl  ist, 
also  das  Integral  der  Gleichung: 


4) 


^^"=5;'  ^^=V 


Fdx-^-Qdy 


wird  sein: 


Verstehen  wir  unter  (for,  dy  willkürliche 
Aendemngen  von  x  und  y,  bei  welchen 
also  nicht  vorausgesetzt  ist,  dass  die 
durch  Gleichung  1)  gegebene  Belation 
zwischen  denselben  stattfindet,  und  neh- 
viea  wfar  die  Zeiafaen  dy^  d»  nnr  dann, 


6) 


/X 
X, 


MFd9+ 
15* 


=  a. 
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(Vergleiche  den  Artikel:  analytische  Qaa-  d.  h.  „Das  Verhftltniss  jeder  beliebigen 

draturen,  Abschnitt  56.)  zwei   Mnltiplicatoren   ist  immer  ein  In- 

Nach     Aaffindung    des    Mnltiplicators  tegral/* 
wird    also  die   AnflOsnng    der  Dififeren-       Denn  sind  M  and  M'  Mnltiplicatoren, 

zialgleichnng  auf  eine  blosse  Quadratur  so  ist  nach  Gleichung  5): 
znrückgefllhrt  MPdx-^-MQdpzz  df, 

„Ist  umgekehrt  das  Integral  der  Glei-  M'Pf  ^M'Pt  —Af* 
chnng  1)  in  irgend  einer  Form  gegeben,  rox-f-     toy—öf  , 
so  kann  man  sogleich  den  Multiplicator  wo  f  und  f   der  Definition  zufolge  In- 
finden/* tegrale  sind.     Man  hat  aber  nach  dem 

Die   Gleichung   5)    folgt  n&mlich  un-  Obigen: 
mittelbar,  wenn  das  Integral   die  Form  f'  =  (/(f)f 

^(»,  y)  =  «hat:  ' 

'  also,    wenn  man   die   zweite   Gleichung 

"*  -/       V  durch  die  erste  dividirt: 

ein  Integral,  so  ist  auch  -j^  =     df~^^^^* 

9  !/(*»  y)]=ß  also  ist  dieser  Quotient  in  der  That  ein 

ein  solches,    denn   es  ist  dann  ^=:y  («),  Integral.     Also: 
also   gleich    einer  Constanten,   die  ganz  o-  j    n  %«  i^:  v    ^  u  u 

wiUktolich  l.t,   wenn  die.   bei   «  .Utt-  ,  ''S««!  2  Mulüpl.catoren  bekannt,    .o 

findet.     Setzt  man  ,(/■)  statt  f  aber  in  ^^  einfaAeDms.on    statt  der  Qua- 

die  Gleichung  7),    .o   erhält  man  einen  dratnr  zur  Bestimmung  de.  Integrali" 

andern  Multipliiitor :  „.I"»,  Allgemeinen  hat  man  jedoch  kern 

j.    .  .  Mittel,  auch  nur  emen  Multiplicator  einer 

M'  =  ^  ^  =  ^^^   __f__  -  ^ISDm  gegebenen  Dififerenzialgleichung  von  Tom 

Pdx  df       Pdx         df      '  herein  aufzufinden,  und  ist  es  daher  un- 

„Es  gibt  also,  da  y.  eine  willkürliche  möglich,   dieselben  immer   auf  Quadra- 

Function   ist,  unendlich  yiel  Multiplica-  '"«"^    lurttckznmhren.      Nur    m   einem 

toren.**  allgemeineren  Falle  gelingt   die  Aurfin- 

dii  (f)  düng  des  Mnltiplicators.    Um  diesen  Fall 

Setzen  wir  noch      jf^^P(f)y  ^^  ^**'  ^^  ermitteln,  setzen  wir  wieder  : 
j^,       ^  MPdx-hMQdy=:df, 

8)  ]g-=V'(/7,  Pdx-^  Qdy  z=zO. 

V(n  =  ^'(«)   i«t    aber   einer    Constanten  ^""^  ^®'  ^^^"^  Gleichung  ergibt  sich: 
gleich  und  mithin  ein  Integral.  ^—mp   ^^  -ntn 

„Alle   Integrale    lassen    sich    nun  auf  d«""       '  dy~     ^' 

rnnafant«  iat     ZZi  z«-"^^™ J!^^  X.  ^T-^  ^"^    wcuu    mau    die    crstc    von  diesen 

Constante  ist,   und  f=:u  irgend  em  In-  Gleichungen -nach  y,  die  zweite  aber  nach 

Denn  sei  *  differenziirt : 

ein   anderes  Integral,    von  dem  wir  an-  dxdy  ^     dy  "^    du "    dx     ^  dx' 

nehmen,   es  habe   diese  Form  nicht,  so 

Hesse  sich  mittels  dieser  Gleichung  und  d.  h.  wenn  man  beide  Seiten  mit 

^(*»  y)  =  «  o^wa  y  eliminiren,    und  man  n 

erhielte  dx= — -^dy 

«(*)  =  ^(ir,  cf),  _  ^ 

also  gleich  einer  Constnnten;  es  miisste  ™'^"»Pl»c""t : 

also   auch  x  constant  sein,   eine  Bedin-  «^^  j       n^^ j        m^Q  j    .  n^^j 

gung,    welche   der  Dififerenzialgleichung  "ä7*^"^di^''y=^äi"      ■*"^5i"   *'' 
1)  widersprich; 

Aus   diesem  Satze  und  der  Gleichung  ^      ' 
8)  folgt  nun: 

„Jedes  Int< 
hältniss  zweier  Multiplicatoren. 


;  loigt  nun:  1  /^p     ^qk  1   /dJf  _,       dM\, 

„Jedes  Integral   ist   gleich   dem    Ver-  TrlÄT  ""  5~l  *^=  iT  (■Ä- «*+"Ä~ry' 

altniss  zweie?  Multiplicatoren.-  ^  ^^^      ^' ^  ^  ^^'  ^^^ 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren ,  Die   Seite  rechts  gibt  ein  vollit&ndigea 
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Differenzial  -js-;  die  Seite  linka  ist  also  ~rr-  nur  x  enthalte,  also  dass 

dann   integrirbar,    wenn    der  Aasdrnck  ^p 

— -i-^ -^f  nur  x  entb&lt,  und  anter  dy       ^'^^^ 

dieser  Bedingung  ist:  "*•    Hieraus  ergibt  sich  aber,  wenn  man 

„     fl/dP      dQ\  ,  integrirt: 
\bgM=J  -^  (^-  ^)  dx,  P=yy.  W+^(x). 

/l  /dp      dO\  Die  Integrations-Constante  kann  n&mlich 

-prl-T -^)dx,  eine  beliebige  Function  von  x  sein,    da 

__  Q^oy       dx/  nur  nach  y  integrirt  wird,    unsere  Diffe- 

^      ^  renzialgleichnng  hat  also  die  Gestalt: 

Um  die  Gestalt  der  Differenzialgleichun- 

gen,    Ar  welche  diese  Bestimmung  des  9)        dy-\-y(f.(x)dx-{-i//(^)dx=:0, 
Multiplicator  statt  hat,  zu  ermitteln,  be- 
merken wir,  dass  sich  die  Gleiehung:  d.  h.    sie    enthalt  y   nur  in  der  ersten 
p.    tn^i  —n  Potenz.     Man    nennt    sie    eine    lineare 
i-ÄP+Vfly— u  DifFerenzialgleichung.     Es    ergibt    sich 
immer  auf  die  Form  bringen  lasst:  dann: 

dy+Pdx=Q,  M^ef"^  W  ^. 

P 

indem  wir  nämlich  /^  für  ^  setzen.    Es   Um  das  Integral  zu  bestimmen,  wenden 

,  ,       1.  J^.  j       All  wir    Formel    6)    an.     Es    ist    offenbar, 

kann  also  auch  unbeschadet  der  Allge-  ^^^  ^  ^.^  Integration  im  Exponenten 

memheit,  9=1  gesetzt  werden.    Es  ist  ^^^  ^  ^.^  ^    be^nnen: 
dann :                                                                                   • 

unter  der  Bedingung,  dass  der  Ausdruck  Q^zzQzzl, 

/x     I      <f(x)dx  pX     I      (f>(x)dx 

«^   *•  y.(a;)rfa:+  I       eJ    x^  tp{x)dX'\-y  =  tt. 

Offenbctf  aber  l&sst  sich   die   erste  Quadratur  ausfähren.    Es  ist  nämlich,   wenn 
man: 

iX 


setzt: 
also: 


/      if'(x)dx=u 

J    X. 

duz=(p(x)dx. 


also  das  Integral  hat  die  Form: 


ff>(x)dx  /•« 


/x  p* 

q.(x)dx  I      ff>{x)dx 

-       «       «0  y/(x)dx+ye'    x^  =«. 

x^    ist    ganz  beliebig  zu  nehmen.  x^^=:Oi 

Ist   z.  B.  gegeben  die  Gleichung:  gQ  kommt: 

dy+ydx-^y;ix)dx  =  0,  ^      r\,(.\/A^-^ 

wo  also  y  +7o  ^^  ^ 

^^*^"  Es  gelingt  indess  die  Zuruckführung  der 

zu  setzen  ist,  und  nimmt  man  Gleichung  9)  auf  Quadraturen  auch  in 


»» 
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anderer  Weise,    ohne  die  Theorie   des  g^ 

M^tiplicatow  anzuwenden.  Igv-h  T    q(x)dx=0, 

Setzen  wir  namlich  J  ^ 

und  wird  hierbei  Torbehalten,   eine  der  —  /      y  W**«» 
Functionen   u   und   v    in  irgend    einer                    ^-^  ^  «o 
Weise    zu  bestimmen,  wo  dann  die  an- 
dere immer  noch  unbestimmt  bleibt,  also  die  Gleichung  10)  aber  wird  jetzt': 
so  genommen  werden  kann,  dass  sieder 
Gleichung  9)  gemäss  wird,  soYerwandelt                       ««?«=— »/'(*) cfcp, 

sich  diese  Gleichung  in:  ^j^,  „««^„  a      xkt   ^i. 

®  oder  wegen  des  Werthes  von  «: 

10)    ««/tf-h  v^«+«vy  (a:)  dx'\-\p  (x)  dxczQ, 

I>ie  Grösse  v  bestimmen  wir  nun  durch  #      a(x\dx 

die  Gleichung:-  .  J  x 

dv-^Vf{x)dx:sOj  ^^  ^^ 

*•  ^'  ^*      r     <f.{x)dx 

oder  da  beide  Glieder  berechnet  werden  wo  a  eine  Oonstante  ist^  und  da  «=«0 
können:  war: 

*x  ^^x 


-f  </<') 


q.(x)dx  1 


Dies  ist,  wie  leicht  zu  sehen,   das  oben  »•       ^          1 

gefundene  Integral.  Pox+QJy^j^df, 

5)  Singulare  Integrale.  und    aus   dieser   Gleichung   ergibt  sidi 

Es  waren  die  Gleichungen:  ^^^^  ^^^^  die  Gleichung  2),  wenn  man 

setzt: 

1)  M(Pdx-{-Qdy)=:df,  1 

und  "jCF  ^  0,    d.  h.  Jlf  =  oo, 

2)  Prf«4-(?dy  =  0  irt    diese  Gleichung,    wie    es  dooh  im 
gegeben.    Wenn  man  Allgemeinen  der  Fall  sein  wird,   nidit 

^ in  f:=z<t  eingeschlossen,  so  stellt  dieselbe 

' — **»  also   das    singul&re   Integral  dar;   d.  h. 

also    gleich    einer  Constante   setzt ,    so  »Man  erhält  das  singulare  Integral,  wenn 

wird  man  den  Multiplicator  unendlich  setzt." 

dfzzO  Sei  jetzt   das  allgemeine  Integral  un- 
ter der  Form 
sein,   und  die  erste  Gleichung  mit  Hin- 
weghebung des  Faktors   M  der  andern  V*  (*»  tf*  «)=0, 
identisch  werden.     Die  Gleichung /:=«  die  Differenzialgleichüng  unter  der  Form 
ist    also    das    allgemeine    Integral    von  j^ 
Wa?+  Qdy = 0.     Specialijirt  man  die  Con-  ;^  =  ^  (*i  y)» 
stante  <r,  indem  man  ihr  einen  beliebigen  , 

Zahlenwerth  gibt,  so  hat  man  ein  parti-  ^                   ,          /       \  j      a 

kulares  Integral,  d,  h.  ein  solches,  wel-  «y-^(«.  y)  rfa?=0 

ches   keine  willkürliche  Constante  mehr  gegeben.    Es  soll  untersucht  werden,  ob 

enthält,  aber  in  dem  allgemeinen  einge-  ^^^     welche    singulare    Integrale     vor- 

schlossen  ist.      Indessen  kann  es   auch  kommen. 

Gleichungen   geben ,  die  ohne  eine  will-  Man  hat  offenbar ,  wenn  man  sich  tt 

kürlicho    Constante    zu    enthalten,    die  als    variabel    denkt,    also   a    durch  die 

Gleichung  2  erfüllen  und  nicht  in  dem  Gleichung 

allgemeinen  Integral  enthalten  sind.   Die-  (t  (x   y    «)=0 

selben  heissen  singulare  Integrale.    Um  v  v  »  jr»     /      » 

dieselben    zu    ermitteln,   bemerke  man,  ^^^^^^  «i<^^ 

dass  man  hat:  «=^(«,  y) 


»18 


ergibt)  bestimmt: 


also: 


Yergleidit    man    aber   dieie  Oleiehung 
■ut 

so  erh&lt  man: 


V'(»»y)=- 


nnd  wemi  man  u  constant  setat,  was 
wir  dadurch  andeuten,  dass  wir  das 
Zeichen  (f  mit  d  vertauschen: 

S^  "5i^~  woraus  sich  dann  ergibt: 


da; 


df/> 


^      ^ 


d.  h. 


<^y-v^(*»y)<^*=-^<^ff- 


Diese  Qleichung  fiUirt  anf  (fy  ^v^  («,  y)d!v 
=  0  zurück ,  wenn  n  =  Const.  Dies  ist 
das  allgemeine  Integral ;  dies  ist  also : 

y'(«,y»«)=0. 

Die  Di£ferenzialgleichung  ist  aber  auch 
erf&llt,  wenn 

^-     =0. 


d.  h. 


Jede  dieser  beiden  Gleichungen  kann 
singul&re  Integrale  geben,  wenn  man  a 
mittels  der  Gleichung  7=0  eliminirt. 
Es  ist  jedoch  dazu  nöthig,  dass  dieselben 
nicht  in  der  Gleichung   f-a   enthalten 

sind,   und  dass  der  Werth  r^=0 


nicht 


dtft 
zugleich  -r'  =  0 


mache,  oder  -^=00,  nicht 
dy 


-r^  =co  mache,  da  sonst  der  oben  gege- 

d« 

bene Factor  nicht  Knll  zu  werden  braucht. 

Die    singul&ren  Integrale   sind  von  der 

willkürlichen  Form,    welcher    man    der 

Gleichung   Pdx-hQdy=^0    gibt,    abhän- 

S'g.  Multiplicirt  man  n&mlich  diese 
leichung  mit  einem  beliebigen  Faktor 
^(x^y),  so  gibt  dieser,  gleich  Kuli  ge- 
setzt, offenbar  ein  singuläres  Integral  der 
Gleichung : 

^.Prfaf+»'Prfy=0. 


Umgekehrt  kann  man  der  Gleichung  eine 
Form  geben,  wo  sie  kein  singul&res  In- 
tegral mehr  hat,  und  zwar  geschieht  dies 
durch  Multiplication  mit  dem  Mnltiplica- 
tor  üf;  denn  die  Gleichung: 

UPäx+MQdy^^f 

wird  nur  mit  JlfF<ir-fJlf0d!y=O  identisch, 
wenn  man 

setat.  —  Es  gibt  gewisse  Hegeln,  welche 
lehren,  das  singulare  Integral  selbst 
dann  noch  zu  finden,  wenn  man  das 
allgemeine  nicht  hat  Indessen  entbeh- 
ren dieselben  in  der  gewöhnlich  ihnen 
gegebenen  Fonn  der  Schärfe,  insofern 
dabei  genauer  auf  die  Arten  der  Func- 
tionen eingegangen  werden  milsste. 

Beispiele  zur  Bestimmung  singul&rer 
Integrale  sind  in  dem  Folgenden  ent- 
halten. 

6)  Methode  der  Trennung  der 
Variablen. 

Um  eine  Differenzialgleichung  auf 
Quadraturen  zurückzuführen,  ist  die  Auf- 
findung des  Multiplicators  nicht  immer 
die  bequemste  Methode.  —  Eine  an- 
dere, welche  oft  diesen  Zweck  erreichen 
l&sst,  ist  die  Trennung  der  Variablen, 
verbunden  mit  der  Transformation  der- 
selben. Kann  man  n&mlich  der  Glei- 
chung 

durch  Transformation  eine  Form 


£14 

geben,   wo  u  und  v  Ftmetionen  von  x  dp  .     /y\  —  •»    /y\ 

und  y   Bind,  jedes  Glied  aber  nur  eine  "^^mx         ^^^—x-y**      Wx/y 
Variable  entb&lt,  so  ist  offenbar  das  In-  ^-, 

tegral:  f£_  m~l    ,(?_) 

fq.(u)du+ftp(v)dvi=a  ^      *          '^'^'' 

auf  Quadraturen  zurückgeführt.  ^^\  ^^^^  .^®*ä®",  Gleichungen  in  Ver- 

Ein  Beispiel  dieser  Methode  war  be-  Vll""^  ™'^^,  ^"''®?.  "^  ^^«  ^'^• 

reits  die  zweite   Art,    welche   wir   Ab-  i™f®  ^  "°*  ''^     ehminiren.    Et  ergibt 

schnitt  4)  anwandten,  um  diejenige  Glei-  .     ' 

chung   zu   integriren,   welche    eine   der  p__.    ^P,      dp 

Variablen   y  nur  in   der   ersten  Potenz  dx^  dy' 

enthielt.                                    .  ^.       .^j.    .«-         ,,-. 

Ein  anderes  allgemeineres  Beispiel  ge-  ,iS',"l^''  '"^  ^^^®  stehende  Differen- 

chungen    ^"^"^""*^"  homogenen  Glei-  ^^^  ^^^  ^  ^„^  ^  ^^^^.^^.^^  ^^^^ 

Man   nennt  eine    ganze    Function  F  ^""^  "^T***!!??"  J°°   ^^*'''**'"  Ordnung 

bekanntlich    eine    homogene    Function  "^  "°^  ^^  Gleichung 

«ter  Ordnung  von  x  und  y,  wenn  in  1)  Piia:+prfy=0 

jedem  Gliede  die  Exponenten  von  x  und  zu  integriren.    Es  ist  dann : 
y   zusammen   m  betragen,    also  P   die  .  . 

Form  hat:  P-^»»    |i|      /i      m    1^  | 

P=.lx««+Äx'^-V+^*"*"V+  •  •  •   also: 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  leicht;  3)  y^)rfar4.^^)rfy=0. 

P=a?"*(.4+Ä(f )"+  ^^/ +  •  •  •)  Wir  setzen 

^      /x\m        /«\m— « 

(xXtn-^ß  ^o  Ä^so  «  eine  neue  Variable  ist,  also: 

+  ^\y/  +•••>  dy^udx-^-xdu, 

Die  homogene  Function   mter  Ordnung  ^^^  erhalten: 
hat  alxo  die  Eigenschaft:  dass  sie  gleich  qlu)dx-^ip(u){udx'\-xdu)zz0. 

der  mten  Potenz  einer  Variablen,   mul-  i^  dieser  Gleichung  aber  lassen  sich  die 

tiplicirt    mit  einer  Function  von  -  oder,  Variablen  trennen.    Denn  man  hat : 

/-\  ^  W(u)-{-Uip(u)]dx'^xifr(u)du=Oy 

was  dasselbe  ist,  von  Kl  betrachtet  wer-   oder: 

den  kann.     Dieselbe  Eigenschaft  haben  ^{u)du          '^^(^ 

offenbar  gebrochene   Functionen,   deren  g.  (u) -^  utp (u)"^  "x"   ' 

Zähler  und  Nenner   homogen,  und   wo  r        (  \a 

die  Ordnung  des  Zahlers  um  m  die  des  log«+  / ^^"^  ~g 

Nenners   übertrifft.     Wir  nehmen   diese  «/yW  +  w^W 

Eigenschaft  als  De6nition  der  homoge-  P    1^(11)^14 

neu  Function,  und  nennen  also  P   eine  «-  /  „  (Z\l  ^„  u\ 

solche  von  der  mten  Ordnung,  wenn  es  x-e          V  Wt-  "V  W 

die  Form  hat:  ' 

wo  f&r  M  wieder  «^  gesetzt  werden  kann. 

X 

Die  Gleichung  2)  wurde  auf  die  Form 
welche   Function    (ob    algebraisdi  oder   ^^^^^    vollständigen   Integrals    gebracht, 

transcendent)  auch  y.  sein  möge  und  wo  m   :«j«„  «^„  ^u  1  ,^ 

selbst  keine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht.   ''*^^"'  "^^  ^"^  ^[y  W+n^'W] 

Man  kann  die  Grundeigenschaft  der  plicirte.  Dieser  Ausdruck  ist  also  ein 
homogenen  Functionen  auch,  beiläufig  Multiplicator  der  Gleichung  2).  Es  ist 
bemerkt,  durch  eine  Differenzialgleichung   aber; 

angeben,  die  jedoch  partiell  ist.    Diffe-  p  O  « 

renziirt   man   nämlich  P  nach  x  und  v,  vM= — »  0(ii)=:-5^,  «=S 

so  ergibt  sich:  ^  ^^'    x"*  J^        * 


X 


•=Ae). 
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■100  d0f  Mnltiplfcator  von  der  Form:  Px+Qy-0 

•"*  «n  eine  singnläro  AuflösuDg  derselben. 

»y—     '         .  Die   eben  gegebene  Methode   der  In- 

Px-\-Qy  tegration  ist  noch  anwendbar  bei  folgen- 

Die   Gleichnng  2)  aber  entstand  ans  1)  ^     T^  ^^' 

1  Pdx+Qdtf^R(ydx-zd^)=:0, 

dnrch    Mnltiplication  mit  — ;     es     ist  wo    P    nnd    p     homogene    Functionen 

j                                          *  mter  Ordnung,   Ä  aber  eine  solche  |>ter 

-  Ordnung  ist.    Wir   setzen  dann  wieder: 

X 

ein  Multiplicator  der  vorgelegten   Glei-  n      « .  /  n    »       P^./  x 

chung:  ^=*   V'W»  Ä  =  «''/'(«), 

P<2r4-p^y=rO,  ^^^  erhalten,  wenn 

und  gesetzt  wird : 


also: 


dx       \b  Ttf )  du 


Ist  nun  noch: 


«  =  «    (*"*"^^     also     (fa=-(f  +  l)~ 


d:^ 


so  kommt: 


:.-+^' 


Diese    Gleichung  ist  aber  offenbar  eine  , /-,         / Z*\ 

lineare,   d.  h.-sie  enthält  %   nur  in  der  x  =  c(«+Kl+f«V  =  <?  \-4-l/^+^)» 

ersten  Potenz,  ist  also  nach  dem  in  4)  ge-  \x      }(        x  / 

gebenen  Verfahren  zu  integriren.  woraus  sich  ergibt: 

Beispiele.    Sei  die  Gleichung:  a?'— 2yc— c»=0. 

{fUD-^by)dx-{-{<xx-\-ßy)dy=0  Differenznrt   man    den   Ausdruck   links 

gegeben,  wo  a,  h,  a,  ß  Constanten  sii^,  ^^^  *"'  *"*  ^'^"^*  * 
so  hat  man:  «= — c, 

m=l»       y(tt)=a  +  ^,      ^(«)=a-f-^    ^^^    hieraus     und    aus   der    Gleichung 
/•       »J.ieu.4»  '   a?'— 2cy— c"=0  die  GrOsse  c elimlniren^ 

Das  Integral    ist  bekanntlich  leicht  zu   es  ist  dies  ein  singulftres  Integral,  da  es 
oerecnnen.  .^^   allgemeinen  Integrale   nicht   enihal- 

Sei  femer  gegeben:  ten  ist. 

«rfy— yite— da:y(a:«+y2)  =  0,  Die  Gleichung  Pa;4-ßy=0,  welche  wir 

so  hat  man:  ^^^  •  ^^  ^i®  singulare  Auflösung  ent- 

^         ,  '  ,,,^        ,  haltend,    hinstellten,    gibt   dasselbe  Be- 

m=l,    y.  («)=-«- V(l+«.),    ^(,.)  =  i^   3„it^^    ' 

/7)    Transformation  der  Varia- 
^^         |_  ^^  .    bleu. 

V(l  +  «*)        '  In  den  Abschnitten  4  und  6  sind  die 

d.  h.  beiden  Hauptfälle    enthalten,   in  denen 

1         1/1  i/r"l — TV  1  ,  «*  gelingt,  eine  Gleichung  von  der  Form 

lgJr«lg(tt+VH-i«»;+lgc,  p^  ^„d  Qdy   zu  integriren.     Es  kann 

wenn  man  ff  =  lgc  setzt,  also:  aber  oft  eine  andere  gegebene  Gleichnng 


n« 


entweder  anf  die  Form  der  linearen  oder 
der  homogenen  Gleichnogen  zurückge- 
ffthrt  werden, 

A)  Sei  s.  B.  gegeben: 

(flar+Äy +c)  rfx  =  (rrar+jjy4-y)rfy, 
so  setzt  man: 

nnd  erhält: 

adz + hdy  =:dt,  adx-^-  ßdy  =  du, 

,_ßdt'-bdu  ,  __  —adt-\'adu 

""  aß-btt  '  ^*"      aß—btt    ' 

und  unsere  Gleichung  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 

(cm + ßt)  dt  =  (au + bi)  du, 

welche  o£fenbar  linear  ist. 

B)  Sei  femer  gegeben: 

y"*~  dy-\-/^f(x)dx=zq.(x)dxi 
setsen  wir  hierin: 


Form    bringen.      Setiea    wir     zu    dem 
Ende: 


h 


,=-*, 


so  wird: 


m 
y    =«, 


m-1  .      •* 


indem  wir  uns  die  Bestimmung  der  Ex- 
ponenten Aund  k  vorbehalten,  so  kommt: 

Setst  man  hierin: 

(m+l)h-l+m,hz=zOy 

(Pi+l)Ä-l-pÄ=0, 

Ms«,     M=:6,     kC^e, 
so   nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

41^2  -f  6«^iIm  z:  cu"dUf 
und  es  ist  zu  setzen: 

1  .  1 


_    jfc:^ 

m+1— m,'         Pi  +  l-p' 


also: 


also: 


u 


— h  *•/(*)  dxsxq  (x)  dx, 
tn 

Es  ist  dies  aber  o£fenbar  eine  lineare 
Gleichung. 

C)  Auf  gleiche  Weise  kann  man  die 
Gleichung 

<'y+y/*W  ^^-^  y%  (x)dx=^, 

welche  die   Bernoullische  Gleichung  ge- 
nannt wird,  der  Substitution 

f4=y        ^ 

unterziehn,  und  erhält: 


Die    resultirende    Gleichung    ist  linear, 
wenn 


m.— 1 


«  = 


•«    _ 


m— Äij+l 


=  1 


d.  h. 


rfii=~(n-l)y     "rfy, 


—  ^  +  M/'(ar)  da: +  '/(«)  rf«, 

abermals  eine  lineare  Gleichung. 

In  Abschnitt  6)  betrachteten  wir  be- 
reits eine  Gleichung,  deren  Integration 
durch  diese  Substitution  gelang,  und 
welche  von  noch  complicirterer  Gestalt 
war. 

D)  Die  allgemeine  Gleichung: 

Ax^^dx+Bx^^^^dy  =  C«"*'/  rfy, 

die  also  aus  drei  Theilsätzen  von  ratio- 
naler Form  besteht,  läset  sich  durch 
Transformation  immer  auf  eine  einfachere 


ist. 

Unter  den  übrigen  Fällen  ist  nament- 
lieh  der,  wo  a  =  2  ist,  betrachtet  worden ; 
die  Gleichung  heisst  in  diesem  Falle 
die  Riccatische,  nach  demjenigen 
Mathematiker,  der  sich  zuerst  mit  ihr 
beschäftigt  hat. 

(Vincent  Riccati,  1707—1775.) 

8)   Die  Riccatische  Gleichung, 
Die  Riccatische  Gleichung: 

1)  dy'\-ay^dxz=bx   dx, 

ist  in  dem  Falle  augenblicklich  zu  inte- 
griren,  wo  m=0  ist.    Man  erhält  dann: 

dy  =  (b—ay*)dxy 


"Jb-aa*' 


Um  andere  Fälle  su  ermitteln,  setzen 
wir: 


y=z  ,     dy^at 
und  erbalten: 


dz, 
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3)  «««-'^rf.+«^«rfx  =  ftx"»ifx.  "***•    Es  kommt  dann: 

Wenn  -  du+^  =  Äx**"^  Vrf», 

.    ,  .       ,  ^,  .     und  wenn  man: 

ist,  so  hat  man   eine   homogene  Glei- 

chnng.    Es  ist  dies  also  der  Fall,  wenn   ,;— ^"*+'^    ^^^  ^ff 

«=-1,    m=:-2.  '  (m+3)«"*+' 

Die  Gleichung  nimmt  dann  die  Form  an:  m+  2 

Andere  Fälle   ergeben   sich,   wenn  man   ^q^^, 
«etat: 

dyz,{ApxV  4-^x9  «)«ir+*''rf£.  jj.^  Gleichung  4)  hat  offenbar  gana  die 
Dies  in  die  ursprüngliche  Gleichung  Form  der  ursprünglichen  Riccatischen 
einsetzend,  erhält  man  nämlich :  Gleichung  1).    Sie  ist  also  an  integriren, 

ssbx^dx,      setzt  und  die  Substitutionen 

Diese  Gleichung  besteht  dann  nur  wie-  1    ,  ^ 

der  aus  3  Theilsätzen ,   wenn  man    an-  a'  v     v^ 

nimmt,  dass:  , .  .  . 

^  ganz  wie  vorhrn  roachl 

P— 1»2^,    ApA-oA' ssiO,  Ist  m'  aber  nicht  gleich  —4,  so  kann 

q-l=zp+q,    q+2aAsO  man  setzen: 

ist.  _  1    ./-.y +3 

Hierausfolgt:  **-"?' 

1        -  Die  so  entstehende  Gleichung  wird  dann. 


p=-l,     A=-,     ^s=:-2, 


a 


im  Falle 


*l»o:  m'+4        . 

^^.  ax     X  .^^^  ^^j^  Substitution: 


1     .   z 


ff 


ist  die  transformirte  Gleichung.  Sie  ist  unterworfen  und  dadurch  wie  Yorhin  auf 

homogen,  wenn  eine  integrirbare  Gestalt  gebracht     Es 

!»=— 2  ist  dies  also  möglich,  wenn: 

ist.  —  _i.       /_     m4-4;    . 

Die  Gleichung   ist  aber   auch  zu  in-  **""     *>  **  -     iii+3"     ^ 

tegriren,wenn  ^.^^ 

m=-4  "»   -     m'+3                 ' 

ist.    Dann  hat  man  nämlich:  d.  h.  wenn  m  einen  der  Werthe  hat: 

««rf«+a«'«te=*rfj»,  .         8        12        16 

d.  h.  ~"*'    ""3'    "5"'    "T  '  •  •' 

oder^  was  dasselbe  ist,  wenn: 


/dz  f^^zl 


4r 


Die  allgemeine   transformirte  Gleichung  2r~l 

3)  wird   nun  nochmals  transformirt,  in-  wo  r  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl 

dem  man  yorstelH. 

2::=.  Man  kann  aber  auch  in  die  ursprttag- 

H  liehe  Gleichung  1)  setzen; 


2id 


.    _  1  Namentlich  sind    hier    folgeade  Fall« 

y  ~  «''  bemerkenswerth. 

«f.^*.».  «:«v.  A            -»v*»  I)  Siiid in  der  Gleichung  1)  «,&••*  9-.Tn 

woraus  sich  dann  ereibtt  n       ^^^  ^    r^      x    *               •  l'^  i»    «.   ' 

'^  skmmtlich   Constanten,   so   ist   offenbar 

dy'+by'»x^äx=adx,  a„ch  ^*  eine  solche;  man  setst  also: 
oder  wenn  man 


m+1 


woraus  sich  ergabt: 


m+1"*''        ShH:""*'  y  =  cjr+e; 

gQtzt:  ^    ^"^  ®^"®  willkürliche  Constante.    um 

,  c    zu  eliminiren,    setzt  man   den    Aus- 

5)  ^y'+ay  »rfr  =  b'x'^  dx'.  druck : 

Dies  ist  wieder  die  ursprüngliche  Form.  y— <^  ^ 

Die  Integration  gelingt  also,  wenn:  ""    x   ^  dx 


m'zz 


m     __         4r  in  Gleichung  1)  ein,  und  erhftlt; 


'— ev«— 1 


+H't-')"-'-^-«(4=)='- 


m+1  2r-l 

ist,  d.  h.  wenn 

_  -4r  _    "-4»(-r) 

*"    2r+l~  2.  (-0-1 

ist.  Dies    ist  also  die    Integralgleichung,  e 

£s  kann    also   immer  die  Integration   ihre  willkürliche  Constante. 

--,    .  ,  ir  Beispiel, 

ausgeführt  werden ,  wenn  m  =  — x — ^  *^        , ,  ^ 

2r— 1  l^yV       «    n 

und  r  eine  ganze  positive  oder  negative  \j^)      a  -u 

Zahl,    auch    gleich  Null  ist,  ausserdem  ^.^         .,,.,.  t^      t 

wenn  m=— 2  ist.  »«i   die  Differenzialgleichung.     Das  In- 

Die   Biccatische   Gleichung    lässt  sich   ^g^^  ^^^'' 
noch   unter  eine  andere  Form  bringen,  /y~*V—    « 

in    welcher    ihre   Behandlung    einfacher  \~jc~"/    ~*  ' 

wird.    Wir  kommen  nachher  auf  dieselbe 
zurück.  oder: 

o\     Tw-rr  -11.1-  (y— e)*— c»»«*=0. 

9)     Differenzialgleichungen  .  ,         ,.,«,.- 

von  höheren  Graden.  II)  Es  ist  oft  gerathen,  die  Gleichung 

Ist    die  Gleichung   in  Bezug    auf  den    nicht  nach  -^ ,  sondern  nach  y  oder  x 
Differenzialquotienten    von    höheren  als        .    ,  ,,       ,    .    ,  j-      m  • 

vom  ersten  Grad«,   also  von  der  Form:   aufzulösen.     Man   hat   dann    die    Glei- 

(dv\  ^^^^  bezügbch 

WO  o,  /J  •  •  •  l>,  17  im  Allgemeinen  Functio-   ^® 

nen  von  x  und  y  sind,    so  ist  es  nicht  _^ 

immer  angemessen,  die  Gleichung  vor  der  ^  ^  dx 

Integration  auf  die  Form  ,  .. 

.  ist,    zu    behandeln.      Man   dinerenziirt 

-^-zzU  dann  die  erste  Gleichung  nochmals,  und 

dx  hat   nun,    wenn  man  von    y=F(a:,  p) 

zu  bringen,  also  die  algebraische  Glei-   ausgeht: 

chung  in  Bezug  auf  ^  aufzulösen.    Oft         pdx^^"^  äx -^^^^^  dp, 

ist   es  besser,   eine  Beziehung  zwischen  ^ 

X  und   y   nnd   einer  Constante   auf  di-  also  eine  Differenzialgleichung   zwisdhen 

rectem   Wege   aus   der  gegebenen   Glei-  x  und  p.    Gelingt  deren  Integration,  so 

chnng  abzuleiten.  .  .  kann   man  p   aus  dem  erhaltenen  Inte- 
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gnd  und  der  gegebeiMn  Gleichung  eli- 
miniren ,  so  dass  man  das  Integral  der 
vorgelegten  Gleichnng  erh&lt,  d.  h.  eine 
solche,  die  nnr  x,  y  nnd  eine  willkür- 
liche Constante  einschliesst. 
Beispiel.     Sei  gegeben: 

durch  Auflösen  nach  y  erh&lt  man: 

y  =px+  /(c«+Ä«);i>  +  6r 
Differenziirt  man,  so  ergibt  sich: 

oder,  da 

dyzzpdx 


ist: 


|>(c«+6«) 


Diese  Gleichnng  hat  2  Auflösungen: 

p  =  e 


und 


«+: 


f(c«4-6') 


=0. 


y(c'+6»)(;i»+6«) 

Eliminirt  man  aber  aus  der  letzteren 
und  der  gegebenen  Gleichung  p^  so  hat 
man  keine  willkürliche  Constante,  man 
wird  also  auf  diese  Weise  im  Allge- 
meinen ein  singuläres  Integral  bekom- 
men, wenn  es  nicht  in  bestimmten  Fäl- 
len ein  particnl&res  ist. 

Der   Werth   p=e,     in   die    gegebene 
Gleichnng  eingesetzt,  gibt  dagegen: 

(y-.ea;)«-c'e«  =  6«(l+0, 

nnd  dies  ist  das  allgemeine  Integral, 
dessen  willkürliche  Constante  e  ist. 

Differenziiren  wir,  um   das   singulare 
Integral  zu  ermitteln,  nach  e,  so  kommt: 

«(y— e«)-|-c*e-f  6"e=0, 

d.  h.  wenn  man  e  ans  dieser  Gleichnng 
nnd  dem  allgemeinen  Integral  eliminirt: 

Diese  Gleichung,  als  die  einer  Cnrve 
betrachtet,  stellt  offenbar  eine  SUipse 
Yor. 

Denselben  Ausdruck  hfttte  man  erhal- 
ten, wenn  man  p  aus  der  Gleichnng: 

und  der  gegebenen  eliminirt  hätte.  Sie 
stellt  in  der  That  ein  singuläres  Inte- 
gral vor,  da  sie  in  dem  allgemeinen 
nicht  enthalten  ist. 


III)  Die  eben  als  Beispiel  behandelte 
Gleichung  ist  nur  ein  besonderer  Fall 
der  folgenden: 

y=px+/'(p), 

wo  f  eine  beliebige  Function  vorstellt. 
Dieselbe  ist  durch  die  eben  gegebene 
Analjsis  immer  zn  integriren.  Man  er- 
hält nämlich  durch  Differenziiren: 

Jt</p+r(p)d>7  =  0, 

und  immer  gibt 

p  =  e 

das  allgemeine  Integral,  weiches  also 
heisst : 

y=«*+/(c). 

Differenziirt  man  nach  e,  so  kommt : 
x+r(e)=0. 

Es  ist  aber  ganz  dasselbe,  ob  man  e 
ans  der  Gleichnng: 

y  =  ex+^(e), 

x+rw=o, 

oder  p  ans  den  Gleichungen: 
y=px-^f(ji), 

*+r(p)=o 

eliminirt,  woraus  sich  ergibt,  dass  beide 
Methoden  zu  demselben  singulären  Inte- 
gral fuhren  müssen. 

IV)  Die  eben  geftindene  Integrations- 
methode ist  auch  auf  den  allgemeineren 
FaU  anwendbar,  wo  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  x  und  y  linear  ist,  dieselbe 
also  die  Gestalt  hat: 

y  =  xf(p)+F(p), 

wo  f  nnd  F  ganz  beliebige  Funktionen 
sind.  Man  erh&lt  nämlich  durch  Diffe- 
renziiren : 

dy=xr(ß)dp-{-f(ji)dx-{-F(p)dp, 

oder  wegen 

du^pdx 

ip-np)]  dx=xr(p)dp+F'  (f,)dp, 

eine  Gleichung,  die  offenbar  in  Bezug 
auf  X  linear  ist,  also  immer  auf  Qua- 
draturen zurückgeführt  werden  kann. 

Ans  dem  Integral  und  der  gegebenen 
Gleichung  ist  dann  p  zu  eliminiren. 

Beispiel. 

y=a?(l  +  p>). 
Durch  Differenziiren  erhält  man: 

(j}—l-'P*)dxzz2px  dp. 
Das  Integral  ist: 

dx  _       r    2pdx 

X  "     J  1- 

d.  h. 


Pi-P'' 


1  2»— 1 

wo  zu  setzen  ist:  als  gegebene  Fanktion  von  p  betrachtet 

/  ^  werden. 

pzz-y^ ?,  Nun  ist  aber: 

'      *  dy^zpdxzzudx-^-xdu, 

TermOge  der  gegebenen  Gleichnng.  . 

V)  Auch   dann    gelingt  die  Bednction   ^  "^  * 

auf  Qaadrataren  immer,   wenn  die  ge-  ^ ^^ 

gebene  Gleichung  von  der  Gestalt:  x      p— m' 

^(«1  y,  P)=0  d.  h. 

und    die    Function    F  in  Bezug   auf  x  _  /*  ^^ 

und  y  homogen  ist.    Sie  lässt  sich  dann  ^^  -^J  ^H^» 


nftmlich  immer  auf  die  Form: 


P 
du 


''^  &")=«.  ,=/^ 


bringe«.  (Vergleiche  Abschnitt  6.)   Setrt  d„S"'mit''*"""*  ®'«»'"»K~ '"  V""»- 
man  also:  '^ 

so  erhält  man:  dienen,   um  u  und  p  zu  eliminiren,  wo- 

durch  man  das  Integral  erh&lt. 
f  (*^f  P) — 0»  Will  man  lieber  die  Quadraturen  nach 

und  vermöge  dieser  Gleichnng   kann  u  p  ausführen,  so  setze  man: 


also 


Beispiel. 
Wir  setzen: 

und  erhalten: 


«= e"  ,   y: 

p—u  ^    p^u 


ydx—xdy=:nxY(dx*-^dy^) 


JL=p,  y=zu, 
dx 


ii-p=nKl+P*), 
/       dp 

r    dp 


p-u 


Man  hat  aber: 


u 

y= « 

p-u 


fy(XT^=^«(P'^y'^^')-^^9c, 


wo  e  die  wiUktkrliche  ConstAnte  itt.    Also: 

1 


881 

■  Wie   such    die  OnÜDang    einer  Jeden 

_  ^  QleichatiK   eines  SJiMmi   ron  Difforen- 

"  )    /         t/t~, — r\  liklgleichnngeD  batchaffen  ml,  «canBBr 

Ty-lP  +  'Y^+P  )■  dit  AoiBhl  der  V»riablMi  dia  der  Olsi- 

chnngca  ain  1  Bbertrifft,  in  jedem  Falle 
en  OleichoBgen  ist  p  la   Itut  diuelbe   aicb  auf  ein  indereg  S7- 

Btem    larSck fahren,    velchei    denelben 

.r„h.r  1.1  dl.    I.I.S..-    »•«"f" 8  fW.    ""?  "■>  «™lll^. 

r,i_.  1 Ji.  -B C_.      tileichnneen    eraler   Ordnnnc    Bind.       Ea 

ffleichnng  d.eFonn  hat.   ^  ^.^,  «^^  ._^  ^  ^^  bewieeene  S.t.. 

l  =  F(y),  Sind  a,  «,,  r,  ■  .  .  r    die  Vanableil, 

.-^f-/„\  ao  kann  man  also  all  allgemcinile  Sonn 

.  dei   SfBtema   der   hier  in  betrachtenden 

■  Gleichungen  annehmen: 

=  -du  1)      Bdx-t-a,dx,  +  K,dx,   ...  «dir    =0, 

p     '  .                      "     " 


der  gegebenen  Oleichnng 


ll«,  wo  i  =  f(/0  die  ge-  f>i-Oj        n 

lg  ist,  »et«  man:  ■  ■  ■    «„  ''«*,=''■ 

lg  =:pdx,  Ana   dieaen  h  Qloidiungen  aber  kleinen 

immer  (n— 1)  Differemiale  elimioirt,  und 
px—fxdp,  aaj   System    anf  eine   Gealali   gebradit 


tioo  gemhiebl  vi 


-   2)      ^'=f„  =i=ü,...-=^  =  y  . 
Ol         *     ax  dx        B 

Die  OrOsaen  U  ^,  U^  ...  U  sind  Func- 
tionen von  z,  X,,  z,  ...  c  .  DerS^- 
meiria  wegen  aber  setzen  vir  noch: 


gegebenen 

und  bestimmen  die  Variable  «  durch  die 
Gleichung: 

in  das  folgende: 

K.'— ■) 

«S- %-..%-.•■■ 

-,/.  +  ^ 

-+r, 

-r"=jr . 

Die  Den  elngeftthne  Yariable  u  hat 
die  Eigenschaft,  da»  nicht  sie  aelbat, 
aondcm   nnr   ihr  DifTereniial  Ai  in  dem 

-  Bjatsm  3)  vorkommt.    Eine  solche  Va- 

-  riable  beieicbnen  wir  als  „Index  daa 

Daa   letsteie  System  soll   den  folgan- 
)   den   Betrachtungen    au   Qrundt    gelegt 
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,  Jntegral   des  SyBtenu  3)  heisst  jede  so  könnte  man  aus  denselben  die  Grössen 

Function  von  a:,x^   ...  x^,  welche  gleich  ar,  x^,  x^  ,  .  ,  x     berechnen,    und   die- 

einer  Constante  gesetzt  die  Gleichungen  selben     w&ren     sämmtlich     Constanten 

3)  erföUt.*«  —  Sei  also  /"(ar,  ar^,  ar,  ...j:  )  gleich,  also: 

ein   solches  Integral,    so  muss  die  Glei-  dx     dx  ^ 

chung:  -_  =  _J._   ...=      "=o, 

A\  ff      ^  \  rf«      rft«  du 

.  was  den  Gleichungen  3)  widerspricht, 
durch  die  Gleichungen  3)  identisch  wer-       „Sind  also   n  von  einander  unabhin- 

den.    Diese  letzte  Gleichung  nennen  wir  gige  Integrale  gegeben,  fy  fi  .,>  f        i 
Integralgleichung,   und  können  dieselbe         ,         .  ^  ^        ^  ,.     ü"** 

auch  auf  die  Form  bringen:  ***  kann  jedes   andere  f^  nur  die  Form 

den  Ausdruck  Integral   aber  woUen  wir  'fi^^'V'  'i»  /«  •  •  •  /^-i)-" 

stets   nur   für  das   erste  Glied   einer  in       „Umgekehrt  ist  jeder  Ausdruck  von 

der  Form  4)  geschriebenen  Integralglei-  dieser  Form  ein  Integral.**    Es  ist  näm- 

chung  gebrauchen.  lieh   vermöge  der  entsprechenden  Inte- 

Differenziirt   man  nun  die  Gleichung  gralgleichungen : 

4)  nach  t«,   so  erhalt  man,  wenn  a;,  ar|,  /  ~     /^  \^a 
x^  .  .  .  x^  als  Functionen  von  u  be-               /n-VA«»  «i  •  •  •  «n^~^» 

trachtet  werden:  wo  also  ß  eine  Constante  ist. 
.  SatzB.    „Das  System  3)  hat  immer 

IL  f^4.Jlt  ^ij._^  ^1  n  von  einander  unabh&ngige  Integrale." 
dx  du    dxi  du     dx^  du  Um  dies  nachzuweisen,  gehen  wir  von 

^  der  Form  2)  aus,  und  bedienen  uns  des 

■    °f ?_.()  Bchon  bei  den  Gleichungen  mit  2Varia- 

^\  du        *  ^^®^  angewandten  VerffSirens. 
,      ,     ,.        ^  Zun&chst    schreiben    wir  diese   Glei- 

oder  da  diese  Gleichung  durch  die  Glei-  chungen  in  folgender  Weise: 
chungen  3)   veriflcirt  werden  soll,    mit  a     -      (  \a 

Benutzung  der  letztem:  "^i-ViV*»  «i  •  •  •  ^^^**i 


^  v^  it  V    .   ^f 


dx^=(f.^(Xf  «I  ,  .  .  X  )dXf 


^^         dx  '^'^3^^»"*"5^'^*"*"   •  •  •  <^»=ys(a?,  «?,...  x^)dx, 


+^/.=»- 


*'*«  =  y«(*»  Xi   .  .  .  xjdx. 


Diese    Gleichung   definirt    das    Integral 

völlig,   d.  h.  jede  Function,  welche  sie  ^^^^  wenn  wir  einer  jeden  dieser  Grössen 

erfallt,  ist  ein  Integral.     Setzt  man  näm-  ^.  ^"^  ^i^d  nach  die  Werthe : 

lieh  für  X,  Xj,  X,  , . .  jr^  wieder  die 

^     ^     dx   dx,  '  *.%  »/'^...^/'^ 

Werthe  _,  -J  .  .  .,  go  erhiUt  man:  '        '  ' 

geben,  welche  continuirlich  aus  einander 

~=0     also  f=a  entstehen,  immer  unter  der  Voraussetzung, 

du  /  ~   *  dass  auch  die  Functionen  (f'i  (f-^  ...  tp 

Satz  A.    „Hat   man  n  Integrale  des  continuirlich  bleiben,     mit  Berücksichti- 

Systems  derart,  dass  keins  eine  Funktion  g^ng,  dass 

der  übrigen,   also   alle  n   von  einander  /^\        (r—i)  (r) 

unabhängig  sind,   so  kann   kein  neues  lim («^^ '— x^'^        ^)=:dx^^  ^ 

Integral  gefunden  werden,  welches  nicht  . 

eine  Function    derselben   sei.     Es   hat  ^^^* 

,also   das  System  3)  nur  n  von  einander        .         ^  .       ,.        _  «N/fi^^x 

unabhängige  Integrale."  ^/=a;/+y  i  (j:*,  *4*  . ..  V>(*  -^  ) 

unabhängige  Integralgleichungen :  ^.^he  von  1  bis  n,  so  hat  man  n  Glei- 

f=ay  /'i  =  ffp  A  =  rr^  .  . .  ^^  =  «^»  chungcn,  welche  die  Grössen  x'|,«', .  ..a/^ 


228 

geben,    wenn    man   die  Anfangswerthe   x*,  x^*    , .  .  x  *  und  ausserdem  x^^^ 
bat.     Bb  ist  ferner: 

n  Gleicbnngen,  welcbe  die  Wertbe  von  x^^  \  x^'^  ,  , .  x  ^''  geben,  wenn  man 

fUrx^  S    <i^i      9  x^  '  ,  ,^  x^  S  did   *Q8    <len  yorigen  Gleichungen   gefundenen 
Ausdrücke  substituirt;  fiibrt  man  so  fort,  bildet  also  die  Gleichungen: 

.,«=.,(-')+,.(>-').  ./-,)  ,^(r-.))(.(r)_,(r-.))_ 

80  findet  man  schliesslicb :  Ein  System   von  Gleichungen  wie  6^ 

/|\        /|\  /|\  kann  man  auch  als  System  von  Integral- 

«i     >  •**       •••    *,!    »  gleichungen   betrachten.    Sie  unterschei- 

den  sich  von  der  in  7)  gegebenen  Form 
oder  «,,«,...  x^  selbst  als  Func-    dadurch,  dass  jede  Gleichung  n  ConsUn- 

tionen     der    Anfangswerthe     *• ,     Xj»    ten  aber  ausser  der  unabhADgigen  Va- 

(\\      (i)  (i)    riablen  nur  noch  eine   sweite   Variable 

.  .  .  ap^«,  und  von  x^  \   *^  ^  .  .  .  ;c^  ^   enthalt. 

Diese  Grössen  sind  also  Functionen  von  Diese  Formen  aber  haben  wesentlich 

ar,  da    sie  sich  mit  der  Zunahme  von  x  andere   Eigenschaften,  als  die  bis  jetst 

continuirlich   ändern,     x   kann  also   als  betrachteten  Integralgleichungen.     Nach 

unabhiingige  Variable  betrachtet  werden.  Analogie  des  im  Abschnitt  3)  Gesagten 

Der  Anfangswertb  von  x,  x^  kann  eine  kann   man    diese  Gleichungen  6)    auch 

beliebige  Zahl  sein,  etwa  Kuli.    Die  ent-  schreiben: 

sprechenden  Anfangswerthe  x,*,  «,*  ...  px 

X  *  sind  dann  durch  unsere  Gleichungen  x^^zx^*-^  I      <|>i(^,  ^i*.-  ^J)^i 

nicht  bestimmt,   also  willktürliche  Con- 
stanten, p^ 
Man  hat  also  n  Gleichungen  von  der   ar,  =«a^+l      f%{x,x^,,.x^dx 

Form:  ^  «• 

6)  jc^=vi(«>  «i*f  *t* . .  -  */)  ;  ;  ; 

X 

... 

f         ^        0  «N  und  aus  dieser  Form  lassen  sich  in  Be- 

'i|— ^n^*'  *i  .  **     •  •  •  *n  ^-  sug  auf  die  Werthe  der  Variablen  ganz 

Entwickelt  man  aus  diesen  Gleichun-  ahnliche  Schlüsse,  wie  am  angeführten 

gen  die  Constanten,  so  erhalt  mauGlei-  Orte  ziehen.     Offenbar  ist  weh  da«  hier 

chungen  von  der  Form:  gegebene   Verfahren   eine  Methode    zur 

„Pf  X  wirkbchen  annaherungsweisen  Integration 

7)       «^«  =/^|(«,  Xj,  X,  .  .  .  or^,  der  gegebenen  Gleichungen. 

a?  •=A(x,'x.,  X.  .  .  ,  x)  Das  System   von  Integralen,  welches 

^  wir  als  Hauptintegrale  bezeichnet  haben, 

ist  von  grosser  Wichtigkeit  für  verschie> 

dene    Fragen    der   Analysis.     Dasselbe 

lässt  sich,  wie  auch  die  Integ^ationsme- 

X  •sz:^  (z,  «,,  «,  ...«),  thode  sei,    immer  wieder  finden,  wenn 

^         ^  ^  man  n  beliebige,  von  einander  unabhan- 

und  dies  sind  offenbar  die  Integrale  un«   gjge  Integrale  hat.    Sei  n&mlich : 

sers  Systems.  «x         «  —  „   rar   x  x  ^ 

Wir  nennen  diese  n  Integrale  Haupt-   ^'         a,^>f  .^x,  x^  .  .  .  x^), 

integrale    zum  Unterschiede  von    ande-  «,  :=  // ,  (x,  «^  .  .  .  x^ 

reu,  wo  die  Constanten  nicht  die  ihnen 
hier  gegebene  Bedeutung  haben,  die  An- 
fangswerthe   der    abhängigen   Variablen  '     /^   '  '^  \ 
SU  sein.                                                                   «      '»^  '   .»  •  '  '    n^ 

16 
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ein  solches  System.    Um  ans  demselben  P^^  df 

die  Haaptintegrale   za   ermitteln,  geben  2  -r — X    =0. 

wir  X  eine  beliebige  Zahl  j:«,  etwa  0  als  pzz\   ^p   ^ 

Anfangswerth,    und     mögen   dieser    die  gg  ^^^^  ^^^  g^j^. 

Werthe  a?,*,  «a«  .  .  .  a?  •   für  die  an-  ^ 

dern  Variablen  entsprechen,  so  ist  anch  '~lf ' 

''i^ViC*'»  *i*  •  •  •  *„*)»  wo    *l8o   c'ne  der   Grössen  JH'  und    Jf 

vor  der  Hand  noch  gans  willkürlich  ist. 

«2=y4(**>  «i*.  .  .  a;^*)  Man  hat  dann  offenbar: 

•  •  • 


d.  h. : 


Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  o;,^,  «  =  n    ^Mf           p  =  n      dM 

*«*•••  *•»*  entwickeln  und  erhält:  t-   M       X  =    Z   JH' X 

*  ,     dx       P             ,      dj?      p* 

,0                                X  p=i         p     ''       p=i          p     '' 

*i*=^i(^S  ^r  «■  .  •  •  V»  Offenbar  aber  ist: 

dx      p  öT;  d«     * 

"  P  P 

also: 

Setzt  man  hierin  für  er,,  a,  •  •  •  **«  ^^®"  f  —  '        ^*p         P~  *             P 

der  die  Werthe  aus  8)  ein,  so  hat  man  p  =  »     d(JlfXJ    p  =  »        ^-^fi 

ein  System  ganz   von  der  Form  7);  x*  JS    M' '-__  S   MM'      "y 

ist  nftmlich   eine  Zahl,  von  deren  Aus-  p=i         ^*p        p=l          ^^p 
wähl   allein  die  Gestalt  der  Hauptinte- 

grale  noch  abhftng^'g  ist.  ^-  ^• 

11)   Theorie    des   Jakobi'schen         if    y £.  =  Af'  2"  P  , 

Multi  plicatori^  .       dx               «— i      dx 

Es  ist  Jakobi  gelungen,  die  Theorie  ,.         ^      '      «#   v 

des  MuUiplicators,  welche  Euler  für  eine  !>»«    ^»^«^    wiUkürhche  Grösse  M  be- 

Gleichung    mit  2  Variablen  angewandt  stimmen  wir  jetzt  so,  dass: 

hat,   auf  ein   System  wie    das  hier  be-  p  =  iid(ilfX  ) 

traditete,  von  n— 1  Gleichungen  mit  n  S     ?-  =  0 

Variablen  zu  erweitern.  p  =  i      ^'p 

Wir  geben  diese  wichtige  Theorie  hier  ^^^  „n^  jeder  Ausdruck  JH,  welcher  diese 

in  aller  Kürze.  —  Zu  dem  Ende  sei':  Gleichung  erfüllt,  soll  jetzt   ein  Multi- 

dr             dx                    ^  plicator  des  Systems  1)  genannt  werden. 

1)  ^=X„  ~^=:X, ?  =  X  Es  ist  offenbar  also  auch  M'  ein  Mul- 

^•*              *"•*                     <*«         "  tiplicator,  da  vermöge  der  letzten  Glei- 
tlas gegebene  System,  wo  wir  «^,  x,...  ^^^^^  *"^^- 
»    als  Variable  annehmen.    Kehmen  wir  p-=.n  dM'X^ 

an,  es  sei  ^  _  ^      dx 

'^  '      *              n^  ist,  und  wir  haben  den  Satz: 

ein  Integral,  also:  „Jedes  Integral  ist  der  Quotient  zweier 

^z»            ^^                     ^r  Multiplicatoren." 

2)  ^ — -^»^"5 — •^1+  •••"^"5 — ^  ^^^  Dieser  Satz  l&sst  sich  auch  umkehren: 

*'              '                       ^  w^6r  Quotient  jeder  zwei  MultipUc»- 

eine  Gleichung,  welche  wir  auch  schrei-  toren  ist  ein  Integral.** 

ben  können:  Denn  sind  gegeben  die  Gleichungen: 
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2    _P.=0,  X         .     ''=0, 

welche  die  Mnltiplicatoreii  definiren,  lo  hat  man : 

alio: 

P=t%        p=l     P^^'p 
oder  wenn  man  mit  Jf  dividirt: 

P=i%        P=i        P      '^ 

Es  ist  leicht  za  sehen,   dass  anch  diese  Gleichung  den  Mnltiplicator  vollständig 
definirt.    Wenn  man  Ton  der  dem  andern  Mnltiplicator  entsprechenden  Gleichung: 

p  =  ndX        P  =  «dlgJlf'    , 

die  vorletzte  abzieht,  so  ergibt  sich :         ausserdem  aber   die  Constante  a.  Eine 

p  =  ii        W  ^^^   Gleichungen  des   Systems    1)  wird 

^^^IT  dagegen  eine  identische  Folge  der  übri- 

^  ^^p=0.  gen,  da  man  hat; 

Diese  Gleichung  mit  2)  vorglichen,  zeigt,     ^^  \  ^^t  ^\     ^ 

dasslgjj^=il    eine   Integralgleichung,   woraus  <ia;  berechnet  werden  kann.    Man 

also'  auch  hat  also  durch  die  Anwendung  des  In- 

jHf  tegrals   das  System   von  n— 1  Gleichun- 

•^  =z  e^  gen  mit  n  Variablen  (n— 1  Gleichungen 

'  sind    es  nAmlich   nach  Elimination   des 

1  u     !►  1  1.  u  *'    .     T  .        1   .  .  willkürlich    eingeführten    du)    auf   n— 2 

eine  solche,  folglich  ~  ein  Integral  ist.  Gleichungen  mit   n-1  Variablen   redu- 

Hat  man  also  zu   einem  System  von  «rt.     Ein    zweites  Integral   wflrdo  das 

tt  Gleichungen  n+l  von  einander  unab-  System  auf  (n- 3)  Gleichungen  mit  (n- 2) 

h&ngige  Multiplicatoren,    so    lässt    sich  Variablen  reduciren  und  sofort,  sodass 

durch  Division  von  je  zweien  einSvstem  Jodes  Integral  eine  wesenüiche  Verem- 

von  n  Integralen  ermitteln,  also  die' Glei-  fachung  der  noch  übrigen  Aufgabe  be- 

chungen  vollständig  integriren.  dingt.  .  „  , 

„Ist '  von   einem  System   aber  ausser 

12)  Wechselbeziehungz  wischen   einem    Integral    anch   ein   Mnltiplicator 

Integralen  und  Multiplicatoren.   bekannt,  so  kann  man  immer  den  Mul- 

Auf  den  folgenden  Betrachtangen  be.  tiPl'Sf»'  de»J«ji8e«>   Systems    ermitteln, 

rnht  die  eigenüiche  Anwendung  der  Mnl-  welches  entsteht    wenn  man  durch  Ein- 

tiplicatoreniheorie.  seti«n   des  Integral,   das  gegebene  re. 

_         .  _         .     _                          _,  ducirt." 

Ist  wieder  ein  System  von  der  Eorm  yj^  ^j^^   ^„  zeigen,  sei  f  das  Inte- 

1)  des  vongen  Abschnittes,  und  eine  In-  ,    ^  ^^^  Mnltiplicator  des  gegebenen 

tegralgleichung:  Systems,   M,  der  gesuchte  Mnltiplicator 

/=a  des  reducirten  Systems.    Wir  nehmen  an, 

gegeben,    so  hat   man  eine   Gleichung,  <**•»  ^^1  letzterem  die  Variable  x^  weg- 

aus   der  eine   der  Variablen,   z.  B.  x^  geschafft  worden  ist.     Man  hat  nun: 

berechnet  und  in  die  Gleichungen  1)  ein-  p^n         ^f 

gesetzt   werden    kann.      Dieselben    ent-  S    X   t^=0, 

halten   dann  nur  noch  n  - 1  Variablen,  pzz\     ^     p 


16 


• 
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oder,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  x    differensiirt: 

WO  der  Abkürzung  wegen  gesetzt  ist:       halten  sie  also  noch  x^,  Xj^  '  •  •  x  ^ 

_.  _^  und  f.    Nimmt  man   /*=«  als  constant 

dx  '  an ,   so   hat  man  das  redudrte  System ; 

^  ist     dagegen     unter     f    der    Ausdruck 

In  den  Grössen  X^,  X,  •  •  •  -^^  denken  f(x^,  x,  •  •  •  arj  verstanden,  so  ist  die 

wir  uns  jetzt  x  ,  durch  die  Gleichung:     Eliminationsgleichung    wesentlich    idcn- 

^  tisch,    es    findet    also    keine    Beduction 

f(x^,  Xf  •  *  *  X  )=f  statt.     Wir    bezeichnen  nun  die   Diife- 

renzialquotienten  von  X    mit: 
eliminirt;    nach  dieser  Elimination   ent-  ' 

aX.   V      /6X 


©.  ©■  ($;)■  Qy 


wenn  wir  diejenigen  darunter  verstehen,  mem  deutet  darauf  hin,  dass  das  Difife- 

welche    nach    der    Elimination    von    x  renziiren    in   dem    alten  Sinne  nach  x^, 

.  ,            ,           -^       -,  , ,        ,       iri  -/*  *.  •••«   stattfindet,  Esist  also  offenbar: 

sich    ergeben.     Das   Fehlen   der  Klam-  '          n 


dx 
n 


da  nur  die  Grösse  f  nach  der  Elimination  noch  x     enthält. 


n 


jDie  Gleichung  4)  nimmt  also  die  Gestalt  an: 

p  =  n  /dX  \    of       p  =  n        dlgti 


Es  ist  aber: 


5"  fö)  ^  -  , 

dx    "~  W     /        *    df  J^x  ' 

SM  '  * 


Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  8)  des  vorigen  Abschnittes  ein,  indem  man  i=p 
setzt,  so  kommt: 

p  =  fi        dlgM     p=:n^dX 
und  indem  man  hiervon  die  Gleichung  6)  abzieht: 


i        dlgM     p  =  n/dx\       pz^n/dX\    df 


^  =  '^         Olg^      f  =  »-»/€>X 


'^'--■&=^: 


M  dx  --« 

p  =  l  />        ;»=1  r 

Im  letzten  Gliede  ist  die  Summe  nur  bis  n— 1  genommen,  da  x    aU  elinünirt  zu 
betrachten  ist.    Was  das  erste  Glied  anbetrifft,  so  ist: 

d\^^ 


JS    X 
P 


M, 

—  = 

M 

6f   sr 

9 

K- 

1 

dx^  dx 

-1 

M^ 

jir 

'"     df"    ~ 

^f 

dr 

^r 

dx 

K 

''n-i 

dx 
n— 2 
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woTon  das  letite  Glied  yenchwindet  vermöge  der  Gleichung: 

p=n         df 

.f>=i     ^      P 
welche  das  Integral  definirt.     Man  hat  also: 

p  =  1  *  p  ^        p=:i  r 

Da  Differensiation  nach  f  nicht  stattfin-  reducirt,  yon  diesem  System  ein  Integral 

det,  so  kann  man  f=€c  setzen,  and  liat  f  sacht  a.  s.  w, 

dann  das   redacirte  System.     Vergleicht  Indem  man  die  Systeme  aber  in  die- 

man  aber  diese  Gieichnng  mit  Gleichung  ser  Weise  fortgesetzt  reducirt,  erhält  man 

3)  des  vorigen  Abschnittes,  so  sieht  man,  auch   durch  Wiederholung  des  oben  ge- 

dass    dieselben     völlig    übereinstimmen,  gebonen  Verfahrens  die   Multiplicatoren 

-,      .    M       ^   ^  der  entsprechenden  Systeme,  nämlich: 

wenn  man  Ja  mit  —  und  das  ursprüng- 
liche mit  dem  reducirten  System  ver- 
tauscht. 

„Ist   also  M  ein  Multiplicator  des  ur- 
sprünglichen Systems,  so  ist: 

•  •  » 

der  des  reducirten  Systems,  welches  ent-  •  .  • 

steht,  wenn  man  x^  oliminirt«  ^^  ^^„  ^_2   j^^^g^,,  j,,  ^^^^^ 

Natürlich  mnss  diese  Elimination  auch  so   wird   dasselbe    schliesslich   auf  eine 

in  dem  Ausdrucke  von   M^  stattfinden,  Gleichung  mit  2  Variableu  reducirt,  und 

so  dass  M^  die  Constante  a  enthält.  der  Multiplicator  dieser  Gleichung  ist: 

Es  sei  nun  ein  zweites  Integral  jg 

A  =  «i  ^n-2=   df      df        df''        ^.n-3' 

gegeben,   so  lässt  sich  dasselbe  mittelst  dx   dx         dx         '**  -A 

der  Gleichung:  »     «-1      «-'^  d«» 

f=a  Dieser  Ausdruck  ^^^n*  der  immer  einer 

immer  durch  EUmination  von  x^  auf  die   Gleichung    mit    2   Variablen    angehört, 

Gestalt  bringen:  ^'^^  '^^^  Jakobi  der  letzte  Multiplicator 

jff  ,  y.  genannt.    Er   gehört  zu  einem  Systeme 

r  (*i,  X,  .  .  •  x^_j,  «)  =  «!,  y^j^  der  Gestalt: 

wo  f^  eine  andere  Function  ist   Ueber-  ^— t    ^£i  — t 

haupt     nehmen     die     Integrale     durch  du'~       du  " 

successive  Elimination  die  Gestalt  an :  i-    ,.  -d«     ^-^^^ ^^  ^   ^    ««^  „^« 

vo  (i  {|  Functionen  von  x,  Xi  und  von 

fi^tJ  ^a  *  *  *  ^||)  =  <<i  Constanten  sind,  d.  h.  wenn  manc/u  eli* 

/'(«„  ar,  .  -  .  a?^__,,  «)=«„  ^^^^  "  der  Gleichung: 

Er  ist  definirt  durch  die  Gleichung: 

8)     ^— — + %-^ =0. 

.(«),  .  dx  dx^ 

^                 r             r  Bestimmen   wir    aber  den  Euler*schen 

Unter  dieser  Föhn  ergeben  sie  sich  auch  Multiplicator  A   der   Gleichung   7) ,  so 

offenbar,^  wenn  man  ein  Integral  f  zunächst  niuss  sein : 

des  reducirten  Systems   sucht,     dasselbe  A^^dx—A^^Xi  —  df 

durch  Elimination  von   x^     .    abermals    j    u 

fi—  1  d.  n. 
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^f^At      ^V  _       ^t  *  comtsnt,  »o  «rhUt  man: 

oder  wenn  man  die  erste  Gleichung  nach  ^    -z — ^  =  0. 

a?,,  die  zweite  nach  x  diflferensiirt:  P=  *    *p 

^'y  __  ^{ÄJj)  _  _  d(Aj)  Da,  im  Falle  diese  Gleichung  erfiWlt  wird, 

dxöx^^         dx|  dx   '  jede  Constante  die  besügliche  Definitions- 

^    ]j  .  gleichung   des   Mnltiplicators  erfüllt,  so 

A/ji-N     >rA     N  ^^'^^  "•"  *'**^^   ^=1    setzen.     Es  ist 

£ili)  I  ^(-A|i)_n  dann  der  letzte  Mnltiplicator: 

*  if ^ 

eine  Gleichung,  die  offenbar  den  Enler-  n— 2~  t)f      df'             „_j' 

sehen  Mnltiplicator  dcfinirt.     Sie  stimmt  j — § *"zL 

aber    yOUig  fiberein  mit  der  Gleichung  'n    'n— l          dx^ 

8),  wenn  man  Beispiel.    Jede  Aufgabe,  welche  aus 

A=.M  ^  der  Variationsrechnung  entspringt,   und 

ausdrückt,    dass    ein  einfaches   Integral 

•®t^**  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,   führt 

„Der   letzte  Mnltiplicator  ist  also  mit  zu  einem    Systeme  von  Differensialglei- 

dem  Euler'schen    Mnltiplicator    des   auf  chungen  von  der  Form: 
eine  Gleichung  mit  2  Variablen  redudr- 

ten  Systems  identisch/'  ^^^  ^j£_     ^1t^  ^y         dq    ^dtp 

Da  nun  die  Kenntniss  des  Euler'schen  ^^  "  ^C     äi  ^  5"   * '  — -  ~S"* 

Mnltiplicators  die  Integration  der  Diffe-  '^*         äi        ''n 

renzialgleichung  auf  Quadraturen  zurück-  rfy^  _       dif,       dp^  __      dq, 

führt,    und  der  letzte  Mnltiplicator   aus  dt    ""      Fq~^    "ST  ~*""5fl"  '  *  * 

einem    des   ursprünglichen  Systems   und  *                     d              h 

11—2  Integralen  desselben  ermittelt  wer-  ^n  _      — t 

den  kann,  so  ergibt  sich  folgender  Satz.  "JJ"  - ""  ^y„' 

„Ist  in  einem  System  Ton  »-IDifife-   wo  y.   eine  Function    der  mit  p  und  q 

TfÄtt""^'''  ""!,*  -  \*^"*^^*^o  ?'°  bezeichneten  Grössen  ist.  Die'^ATaU 
Mnltiplicator,  ausserdem  abern.2  In-  der  Gleichungen  ist  also  nach  Elimina- 
tegrale  bekannt,  so  wird  das  letzte  In-  tion  des  Index  t  2»- 1.  -  Gleiche  Fori 
tegral  durch  blosse  Quadratur  gefunden.*«   nehmen  auch,  wie  Hamilton  gezeigt  ^ 

Dieser  Satz  verbunden  mit  dem  oben  die  mechanischen  Gleichungen  an,  falla 
gegebenen,  dass  der  Quotient  zweier  für  die  Aufgabe,  die  man  betrachtet,  das 
Multiplicatoren  immer  ein  Integral  ist,  Prinzip  der  lebendigen  Kräfte  stattfindet, 
gibt  noch  folgenden  Zusatz :  und  dies  ist  an  sich  ersichtlich.    Da  ans 

„Sind  s  Integrale  und  ft—l— s  Multi-  diesem  Prinzip  das  der  kleinsten  Actio- 
plicatoren  bekannt,  wo  t  jede  ganz  po-  ^^^  folgt,  also  die  fraglichen  Gleichun- 
sitive  Zahl,  auch  Null  sein  kann,  so  S®^  ^^'  Mechanik  als  einer  Minimums- 
macht die  vollständige  Integration  nur  Aufgabe  entspringend  betrachtet  werden 
noch  eine  Quadratur  nöthig.**  können.  (Vergleiche  den  Artikel:  Varia- 

Durch  Division  je  zweier  der  n— 1— »    tionsrechmmg.) 
Multiplicatoren      erhält     man     nämlich       Setzt  man  nun: 
A— 2— f  neue  Integrale,    so    dass   man 

deren  jetzt  n— 2  hat,  die  man  mit  einem         y  _  *V    «.   _  ^y  v  —  ^^ 

beliebigen  Mnltiplicator  verbindet.  <^Pi  5pl  "        n"  d^' 

13)    Bestimmung  eines  Multi-  ^  ^ 

Mp.  afnrii.  Y  — Z_       "v  — z_ 


•  •   • 


plicators.  X    ,     =— ^--^,   x        _  — 5 — 

Der  Mnltiplicator  eines  gegebenen  Sy-  "  a 

stems    kann  unter  Umständen   constant  X     =—— 

sein,  und    dieser  Fall  setzt  eine  Bedin-  ^^        ^^n' 

gungsgleichung  voraus,  der  das  gegebene 

System  genügen  muss.     Setzt  man  näm-  *i=^i»  *a  =  y«  *  " 'n^  V  *fi4-l~''i» 
lieh  in  die  Gleichung:  _ 

p=nd(MX)  ""n+i-P^  •••  '2»=V 

-,£,       di       -^  ^^  ergibt  sich,  wenn  $  kleiner  als  1,  oder 

P""  p  gleich  n  ist: 
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dx 


d» 


y 


dx^       dp^dq^' 


dX 


«+« 


d* 


y 


dx 


'n-\-i 


^Pg^9g 


Also: 


dX 


dX 


dar.  "^  ax 


"+-?=0, 


II+» 


J^  ;>=n  ^X 

nnr  Ton  x^  abh&ngig,  so  kann  man  in- 
tegriren,  und  erhftlt: 

/dx     pzzn  dx„ 
X,    p=,    dx^ 
oder; 


woraus  folgt: 


p^indX^ 


=0, 


Mzze 


f 


dx     p=n   dx 


^,    p=:l    % 


Der  Multiplicator  des  in  Bede  ste- 
henden Systems  ist  also  gleich  1,  d.  h.: 

„Hat  man  die  Integrale  einer  der 
Mechanik  oder  der  Variationsrechnung 
entsprechenden  Diflferenzialgleichnng  bis 
auf  eins  ermittelt,  so  ist  dieses  letz- 
tere immer  dnrch  blosse  Qnadratnr  zn 
finden/^ 

Ein  Multiplicator  lAsst  sich  aber  auch 
in  einem  allgemeinem  Falle  ermitteln, 
der  genau  dem  entsprechenden  Falle  in 
der  Theorie  des  Euler'schen  Multiplica- 
tors  entspricht. 

Es  war: 

pzzn         dlgM    p:zndX 

1  x_  -5r"+  2  ^=0, 


Es  ist  dies  jedoch  der  einzige  allgemei- 
nere Fall,  wo  der  Multiplicator  von  vom 
herein  und  ohne  Integration  des  Systems 
gegeben  ist. 

14)    Eigenschaften    der    Inte-^ 
grale. 

Sei  wieder  das  gegebene  System: 


1) 


ix 


|.=  i 


P= '  % 


und  wegen  des  gegebenen  Systems : 


du         »'  da 

wo  die  GrOsften   X|,  JT,  •  •  •  X    Yon 

^1)  's  *  *  *  'm*  °i<^^  <^^®^  ^01^  V  unah- 
hängig  sind.    Sei  femer: 

ein  System  von  Integralen,  die  von  ein- 
ander unabhängig  sein  sollen,  so  ist: 


dx. 


dx^ 
du'^* 


•  • 


dx 

du  ^    n 


«  =  nrfx    dlgJlf_        1    p  =  ndX 


i—i  dx 


dx 


f  —  I  dx. 


wo  X     eine  beliebige    der   Grössen  x,| 

X,  •  •  •  o;    sein  kann.     Betrachtet  man 

also  X    als  unabhängige  Variable,  und 

bezeichnet  das   vollständige  Differenzial 
von  lg  M,  nadi  x    genonunen,  wenn  alle 

Grössen  x  als  von  x^  abhängig  gedacht 

werden,  mit  d\gM,  so  hat  man: 

p  =  n  ölgM  dx      d\gM 


ff 


da?| 


d». 


•  •  •    -I- 
dx 


=0. 


also:    <flgJir= 


dar 


(iic 


—  dx. 


dx*  pzzndx 


^sP  =  l% 


Ist  also  der  Ausdruck 


Diese    «—1  Gleichungen   können  dazu 

dienen,  n—2  der  Grössen  X^,  X^  •  •  • 

X     zu  eliminiren.  —  Bekanntlich  lässt 
fi 

sich  diese  Elimination  so  anstellen,  dass 

man  die  erste  Gleichung  mit  einer  noch 

zu  bestimmenden  Function  A,,  die  zweite 

mit  einer  andern  A^  u.  s.  w.,   die  letzte 

mit  X       .  multiplicirt,  und  die  Froducte 
w —  1 
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/  — .^— ^— ^— — — . 

Bämmtlich  addirt;  da  n— 2  Gleichungen  zwischen  den   Jl  willkürlidi  znr  Bestim- 
mnng  derselhen  verwendet  werden  können,  so  kann  man  setzen: 

'aar,       *ajr,  n-l      f)^.^ 


oder  abgekürzt: 

8)  ;rA    --£=0,      JfA^_?=0  ..•  -TA    - — ^=0, 

Pdx^  Pdx^  Pdx^     - 

WO  alle  Snmmen  sich  anf  die  Werthe  von  p,  von  p  =  l  bis  p  =  n— 1  erstrecken. 
Es  folgt  dann  aus  den  Gleichungen  2)  noch: 

df  df 

«— l      P    dj:       ,  «        P  da: 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wir  unter  U  eine  neue  Function  rerstehen : 

ft —  1  fi 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  multipliciren  wir  nach  der  Reihe  bezüglich  mit : 

(fjfj,  cTxj  •  •  •  cf  JP  , 

wo  das  Zeichen  d  nach  der  vorhin  schon  eingeführten  Bezeichnung  eine  beliebige 
unendlich  kleine  Aenderung  der  Grössen  x^,  x^  •••  a;  ,   die  von  den  Relationen, 

welche   die  Gleichungen  1)  ergeben,  also  ganz  unabhängig  ist,  andeutet.    Addirt 
man  dann  alle  Producte,  so  erhält  man  mittels  der  Gleichung: 

df  df  df 

UXX  (ff  =X  dx        —X         dx  , 

p    'p         «     «— l         fi— l      «' 

oder,  wenn  man 

P        P 

setzt  * 

Hatte  man  statt  der  Grössen  Xj,  X,  •  •  •  X  ^  n— 2  beliebig  andere  elimi- 

nirt,    so  wftre   man  auf  ähnliche  Ausdrücke  gekommen;  man  hat  also,  wenn  ^„ 
/*,•••  A        Integrale  sind,  folgende  identisdie  Beziehung: 
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wo  die  Grossen  Aj,  k^  •  •  •  k^}      •/  .  .   .  Är^_j         '  Functionen  yon  ap^,  af, 
•  •  •  »    sind. 

Anch  diese  Gleichungen  können  sar  Definition  der  Integrale  fuft***f 
dienen.     Setzt  man  nämlich  A,  /^  •  '  •  f^_^  gleich  Constanten,  so  wird: 

also: 

X^<te,-X,<i5C^=0,     JK^<fa,-X,cte  =0  •  •  .    JC^cfcr^     ,-X^     , <*»«=<). 

Dies    System    aber    stimmt   offenbar  der  linken  Seite  in  5)   befindlichen  auf 
mit  dem  gegebenen  System  1)   ttberein,  die  rechts  stehende  Form  reducirt. 

wenn  man  ans  letzterem  du  eliminirt.  «^  .  .  «v«:«^«.  i^  u*  ^•-    -^i j—  - 

Die  Aufgabe,   ein  System  von  Diffe-  ^  ist  ttbngens  leicht  einzusehen,  dass, 

^«  •  1  1  -J^v     I  «    — ^-  r      •  ]1    «:,-i  wenn  man  die  beiden  Seiten  der  Glei- 

renzialgleichungen    zu    mtegriren,   wird  ^^            beliebigen    Grössen    U,, 

durch  die   Gleichungen  5)  also   auf  die  „   ;*.  ^  ^^        ,          ^           Ausdrücke 

andere  Aufgabe  der  Transformation  eines  ^^^^  ^^^  ^er  Geitalt: 

Systems  von  Ausdrücken,  wie   die  auf  ""•^*    ^'    "    v^-i«**. 

wo  die  Grössen  V  von  der  Form  sind: 

V  =zU  X  , 

p     p  ^ 

wenn  /?  kleiner  als  n  ist,  und: 

F^=:-(i;.x.+r^,x,+  •  •  •  +t/,_,x,_j). 

Multiplicirt  man  aber  mit  den  Grössen  K,,  F,  •  •  •  F    die  Gleichungen  1) 
und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 

oder: 

Diese  Gleichung  ist   also   eine   Folge    F  cfx     auf  n — 1    P|<f^|,   P^^ft  *  *  * 
der  Gleichungen  1),  und  zwar  eine  ganz    p       ^jf. 
beliebige,  so  lange  die  Grössen  F  nicht      n— i    'n — i' 

weiter    bestimmt    sind      Bildet   man  n       j^.^    Integralgleichungen    lassen    sich 
solcher  Gleichungen,   die  von  einander  ^y^^^  ^^^^^  ^j^  ^i^  gesehen  haben,  unter 
unabhängig  sind,  so  hat  man  ein  System   ^^^  ^-^^^  ^„^^^^  y^^m  ausdrücken, 
von  Dmerenzialgleichungen,  welches  mit 

dem  System  1)  ganz  identisch  ist,    und   8)  /(^p  '3  *  *  *  J^  )  =  <*) 

die  Integration   dieses  Systems    kommt  ** 

also  darauf  hinaus,   den  Ausdruck  links  f  i^%y  j:,  •  •  •  a;^,  a)  =  a|, 

in  Gleichung  6)  auf  die   Form,  welche 

rechte  steht,  zu  bringen.     Wie  anch  also  r'(*i»  «4  '  '  *  *,|»  «i  <'i)  =  «a 

die  Form  der  gegebenen  Differenzialglei- 
chungen  sei,  immer  lassen  sich  mit  Hülfe 
der  Integrale  Ausdrücke  bilden,  welche 
aus  n — 1  Gliedern,  ganz  ähnlich  wie  in 

den  Gleichungen  5)   bestehen,  und   die   ^(n — 3)^  ^    „„       -        \_« 

Aufgabe,  ein  System  von  n-1  Gleichun-  '  V*^-i' V'"»"*"fi— i^-**!!— 2*- 

gen  von  der  Form  7)  zu  integriren,  ist  ^^1^1.^  ^„♦.♦«i..«     -,^-«  «,-«  .«aa-.««**» 
wesentlich  identisch  mit  der  Bildung  von   I^'^'t^'^l^t^!^,.^^^^^ 
n-l  Gleichungen  von  der  Form  6),  d.   "*  ^  ^^f  Integralgleichungen  x„  x,  ... 

h.  mit  der  Transformation  von,«  Syste-   \-2  «^'"^>°^^*'  ^^^^  ^«"^^  "**"  ^""^^^ 
men  von  n  Gliedern  V^dx^i  r^dz^'»*   successives  Einsetzen   der   nach  einander 
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gefundenen  Integrale  das  gegebene  Sy-   nach  v  differenzüren ,  statt  der  Grösaen 
Btem  redncirt.  dx.      dx^ 

Wir  nennen    den   Ausdruck  links    in   •^»    "^  »^r  deren  Werthe,   die  sich 

der   ersten    Gleichung,   welche  nur  eine  ^us   den  Gleidiungen  1)  ergeben,    ein- 

Constante  aber  n  Variablen  enthalt,  jetzt  getzen,   und   man   hat  eine  zweite  Glei- 

erstes  Integral,   den   in  der  zweiten  mit  chung,  die  wir  mit 

2  Constanten  und  n — 1  Variablen  zwei-  

tes  Integral    u.  s.   w.      Die  vorhin   be-  V* — " 

trachtete  Art  der  Integrale  besteht  also  bezeichnen  wollen, 

aus  n  — 1  ersten  Integralen.  Diflferenziirt    man  auch  diese  nach  u 

Kennt  man  nur  em  n--ltes  Integral,  ^^    ^^setit    die    darin   vorkommenden 

also  eine  Gleichung,  welche  n — 1  Con-  ^       ^ 

stanten  und   eine  Variable   enth&h,    so  Difierenzialquotienten  -^,    ~   •  •  •  • 

ist  nichts  desto  weniger  die  Aufgabe  ge-  ,                                      "*        "" 

löst.     Es  lassen  sich  nämlich  augenblick-  »   ,      ,     .,       „.     ,                   .^      .  • 

lieh  noch  n— 2  andere  Integrale  bilden,  "^  durqfi  ihre  Werthe,    so  ergibt  sich 

welche  keine  neuen  Constanten  enthalt,  ^i^e  dritte   u    s.  w.,  so  dass  man  auf 

Sei  namlich:  dieselbe  Weise  durch  fortgesetztes  Diffe- 

y.(jfj,  4P,,  ir,  «I  •  •  •  tt  a)"*'« 3  renziiren  n — 1  erhalten  kann.    Aus  den- 
selben kann  man  dann  immer  n— 2  Con- 

das  gegebene  Integral.    (Offenbar  kommt  stauten  eliminiren  und  sich  so  Integrale 

es  auf  die  Auswahl  der  Variablen  x^y  yon  der  Form 

x^  unter  den  n  gegebenen   «|,  »,  •  •  •  f  =«     f  =a    •  * 

X    nicht  an.  'i       i»  fi       «  '  •  • 

^  bilden. 
Man  muss  dann  die  Gleichung 

_  Selbstverständlich  Iftast  sich  auch  das 

^""$^—2  System  8)  auf  die  Form  bringen: 

9)  y(*ii  *i  •  •  •  \j  «)=0, 

y/(ar„  a?,  .  .  .  x^,  a,  «,)=0, 


Die  Ausdrücke  in  8)  geben  ahnliche  Beziehungen,  wie  die  in  den  Gleichun- 
gen 5)  enthaltenen.     Es  ist  namlich: 

dx  ""'  ox  ^ 

n — I  n 

Diese  Gleichung  findet  identisch  statt,  wenn  man  nach  dem  Differenziiren  die 
Cons tauten   a,   «r|  .  .  .   «r       ^  durch  ihre  aus  den  übrigen  Integralen  gezogenen 

Werthe  ersetzt. 

Man  kann  die  eben  gefundene  Gleichung  auch  schreiben : 

»J^Z^^ln    a/'(—-)__^n-l 

WO  U  eine  neue  Unbekannte  ist;  also  wenn  man  beide  Gleichungen  bezQglich  mit 
cfx  und  dx     multiplicirt  und  addirt: 

l^immt  man  jetzt  die  beiden  Gleichungen: 
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n — 1  n 

mnltipUcirt  die  erste  mit  Ji,  die  sweite  mit  ^,  und  addirt,  indem  man  setzt: 


welche  Gleichung  sar  Bestimmung  yon  ^  dienen  soll,  so  hat  man: 


»—t 


oder: 


indem  man  diese  Gleichungen  hesttglich  mit  Jx  nnd   <fx    mnltiplidri,  und  in 

der  mit  d«^_j  multiplicirten  Gleichung 

fi — 1  n— I 

addirt,  erhAlt  man: 

und   indem    man   in  dieser  Weise  fortffthrt,  ergibt  sich  ein  den  Gleichungen  5) 
Uinliches  System,  in  welchem  jedoch  die  Gleichttn^^en  einfacher  sind.    Kamlich: 


Es  ist  hier  f  ein  erstes  Integral ,  f  den  Gonstanten  irgend  welche  Zahlen- 
ein zweites  u.  s.  w.  werthe,  so  hat  man  ein  partikuläres  In- 

Das   erste  Integral  f  kommt  also  hier  tegral.     Es   gibt  aber  wie  in  den  Glei- 

nur  bei   der  Transformation  des  ersten  chungen  mit  einer  abh&ngigen  Variablen 

Ausdruckes  vor.  auch  singulftre  Integrale. 

Auch   diese   Gleichungen     dienen   zur  »**«*   "*^  .""^^^   ^**    Functionen 

Definition  des    ersten,  zweiten  u.  s.  w.  ^,  p^  ...  p^     ''  Constanten  gleich, 

II— 1  ten  Integrals.  so  yerschwinden  die  Ausdrücke  rechts, 

Gibt    man    in    irgend  einem  Integral  und  man  erhftlt: 

Gleichungen,  welche  mit  den  gegebenen  a=0 

1)    identisch    sind.     Dasselbe  tritt  aber  stellt  also  ein  singulüres  erstes  Integral 

auch  ein,   wenn  man  das  2te,  dte  .  .  .  dar,  wenn  dieselbe  keine  Folge  der  Glei- 

»— Ite  Integral  gleich  Constanten  setzt,  chnng  f^a  in  Verbindung  mit  denflbri- 

damit  aber  statt  der  Gleichung  f:zn  die  gen  Integralgleichungen  ist 

andere  a=:0  Terbindet.  Für  a  aber  l&sst  sich  leicht  der  Werth 

Die  Gleichung  ermitteln.    Da  nftmlich  p^\  p'^  .  .  ,  , 
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r^"""'^)  die  Grösse  x,  nicht  enthalten,  ^«»7«*1   ^'de   man  anf  Gleichungen, 

80  ist,  wenn  man  x^  differenziirt:  ^*®' 

dqt  dtp 

X^  =  a~-,  also  a= -TT'  * 

«        dar^  J^  kommen. 

d«,  £s  giht  aber  auch  singoläre  Integrale 

es  muss  also ,    da  X     nicht  gleich  Null  l»<>herer  Ordnung.     Ist   ein  erstes  Inte- 

^  gral  f=:  a  n&mlich  bekannt,  so  kann  man 

sein  kann:  mit  dessen  Hülfe  eine  der  Variablen  x^ 

df  eliminiren.      Von   den  Gleichungen    10) 

g^  —  ^  fällt  dann   die  erste  weg ,  und  die  übri- 

'  gen  werden  erfüllt,  wenn  man  f\f" ,,. 

sein,    und    diese    Gleichung  definirt  das  ^(n-2)    ^^^      ^^j^^^    Constanten    setat, 

singulare  Integral.     Es  ist  also  gegeben,  '  ®  /^ A 

wenn  ein   erstes   allgemeines  Integral  f  oder  wenn  man  nur /^', /"'"  ...  /"^        '^ 

bekannt  ist.  gleich  Constanteü,  und  ausserdem 
Sei    aber  das  erste  Integral  unter  der  a  '  =  0 

Form  gegeben:  ' 

setzt.    Die  letztere  Gleichung  vertritt  also 

^(jTi,  x^  .  .  .  X  ,  rr)  =  0,  das  zweite  allgemeine  Integral,  und  ist 

^  daher    als    singuläres    Integral    zweiter 

so  ist  die  Gleichung  Ordnung  zu  betrachten.    Nimmt  man 

,     „  ,       ,       „  ,  ,     ,  .  ,  ftn,  so  fallen  die  beiden  ersten  Gleichun- 

eme  Folge  derselben,  und  denkt  man  sich  g^^  f^^   „q^  „^  gi^ht,  dass 
in  ^  für  «  diesen  Werth  eingesetzt,    so  f/— n 

wird  die  erste  Gleichung  identisch.    Man  ^s    ""^ 

hat   also,  wenn  man  nach  x^    differen-  ein  singuläres  drittes  Integral   u.  s.   w. 

riirt,  unter  dieser  Voransaetzung:  ^      ^(»-2)  ^.^  ^^j^^^  ^^^^  Ordnung 

dffi        d(i    da  w— - 

^-^  +"T^  Ä — =v,  ist.  —  Hat  man  die  entsprechenden  voll- 

öx^      öa  oa?i  standigen  Integrale,  so  lassen  sich  leicht 

d.  h.  die   singul&ren    daraus   ableiten.    Offen- 

d(f>  bar  ist. n&mlich: 


X  X 


da 


dx^  dx^ 


und  im  Falle  des  singul&ren  Integrals,  |jgQ. 

wo  «iBOg^sco    ist:  ^  ,              3  „                 ifin-Z) 

P  ji-=(»,    f— =00  ...   -^ =00, 

^=0     oder     i21  = 

da  ~~  '                dx  ~     *  die  entsprechenden  Gleichungen. 

^  Ist  die  entsprechende  Gleichung  nicht 

Eliminirt    man    aus  einer  dieser  beiden  unter  der  Form 

Gleichungen  und  aus  y  =OdieConstante  /  n 

«,   so  hat  man  also  singulare  Integrale,  f      (^„4.0  ^n+a  •  •  '  *n»  **»  ^^  '  *  * 

falls  man  nicht  auf  particulftre  Integrale  '^           '^ 

hierbei  gelangt.  a  ^^)i^a  , 

Die  Gleichung:  '^              ^ 

d(fi  sondern  unter  der  allgemeinern: 

rührt  Ton  der  hier  gew&falten  Form  der  '            '^                                      '^ 

Differenzialgleichungen  her,  wonach  allein  gegeben,  so  hat  man,  wenn  man  für  a 

X^<f«,-Xj<far^  den  Werth  /"^^  gesetzt  denkt,  eine  iden- 

derart  transformirt  wurde,   dass  alle  In-  tische  Gleichung  und  folglich,  wenn  man 

tegrale  rechts  erschienen.     Bei   anderer  "*^'*  "*"/?+ 1  ^^°«''«^''""  • 
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^            V         da  SU  getsen.    Aus   einer  dieser   Gleichnn- 

_J5L_.il £-=0,  gen  und  aaa 

*"°"              ^                 jj  aber  wird  dann   a     eliminirt.  —  Diese 

der                Oip  p 

r   — ~^         •  Begcl  gilt   für  die  singul&ren  Integrale 

^^«+1             P"^*  aller  Ordnungen.     Wären  ;?  vollständige 

'^                 dif.  Integ^le  durch   p  Gleichungen  ron  der 

Da   also  im  Falle   des   singnl&ren  Inte-  "                      P^^ 

grali  welche  die  allgemeinste  Relation  ist,  ge- 

dff            df^^^  geben,   so    wurden   sich  leicht  die  An»- 

'^   —      '       =00  dracke   von    combinatorischer  Foim  für 


^"p^  I         p+ 1  ^^^   singularen  Integrale  ableiten  lassen. 

sein  soll,  so  ist  entweder:  Man    kann    aber    den  letzteren   auch 

V                               ^  eine  Form    geben,   die  fftr  alle  gemein- 

f£=0,    oder    j-^;^=<»  whamichi.t. 

f                          7>+l  Bs  ist  nimlich  offenbar: 

fl— i 

1 

nnd  folglich  ist  die  Grösse           /n .  2^  ^^  Euler'sche  oder  letzte  Mnltiplicator, 

Man  hat  aber: 

(i»-2)        Jf. 


f>f 


¥^^ 


*'«-l 


-wie  man  erhalt,  wenn  man  das  Differenzial  nach  x^     ,   nimmt.    Ss  ist  ferner: 

II—*  1 

II— J  ZT ,         11—4  = , 

Ist  aber  Jlf  der  Mnltiplicator   des  gegebenen  Systems,  und  iV  der  letzte  Multipli- 
kator, so  war: 

M 


N= 


df  df(0         d/^(«-3) 


dXg   d«,  dx 


n— 3 


also 


dar^   da?,  d«^^^ 


nnd,  da: 


^6 


n— 


•1 


war: 


! 

Mzz 


dxg  dxf     '  "&^ j 


Wenn  man    aber  die  Weithe  von  a      y^ ""  ^\  a^    _^* "  ^'  . . .  «  mit  einander 
mnUiplidft,  ergibt  sich: 

..,W,.<'>....,_,("-')^_ 


(-.)- 


eine  Gleichnng,  ans  der  gich  folgende  Relation  iwischen  den  Coefficienten  «  nnd 
dem  Maltiplicator  ergibt,  nnd  die  eine  Definition  des  letatem  enthalt : 

LH— a 


M 


M 


-.  ■/''. ..» .  ■ . . '— '> 


Da  die  Gleichung: 

die  singnlftren  Integrale  der  yerschiedenen  Ordnungen  ergeben  nnd  die  linken  Sei- 
ten dieser  Gleichungen  im  Nenner  des -Multiplicators  als  Factoren  erscheinen,  so 
ergibt  sich  hieraus  anch: 

„Die  singulftren  Integrale  aller  Ordnungen  werden  gefunden ,   wenn  man  den 
Multiplicator  gleich  unendlich  setzt** 

15)    Anwendung    auf    eine    Gleichnng    höherer   Ordnung    mit 
2  Variablen. 

Die  Gleichung  nter  Ordnung  mit  2  Variablen  hat  die  Gestalt: 

1)  F(«.  ...  -a.  _i  .  .  .  •^)=0. 

oder  wenn  man  — ^  hieraus  entwickelt: 

e%\  a  Jfi  ^  dx,    d^x,  a         x.\ 

für  welche    man   nach  dem  Obigen  auch  das  Sjstem  von  n  Gleichungen  nehmen 

kann: 

.  .  dx       ,  dx 

«X  dx.  dXf  n — I  «        /  \ 

oder,  wenn  man  die  Gleichung: 

jj  =  ^(*,  «I,  *,   .  .  .  *^) 

hinzufügt,  worin  ^  eine  ganz  beliebige  Function  ist,  welche  zur  Bestimmung  ron 

dx 
II  dient,  also  z.  B.  -r-^1  setzt: 
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Dies  System  von  n  oder  n+l  Gleichangen,  je  nachdem  man  u  vorhanden  oder 
eliminirt  denkt,  ist  ganz  nach  den  obigen  Begeln  zu  behandeln.  Hat  man  ein 
erstes  Integral  Yon  der  Form: 

6)  f{x,  x^,  «,  .  .  .  JfJ  =  ir, 
so  geben  die  Gleichungen  3)  ohne  Weiteres : 

dx 

d.  h.   eine  Gleichung,   die  ganz  ahnlich  erster  Ordnung  ergibt,  dagegen  2  Inte- 

der  gegebenen  Gleichung  1)  ist,  nur  um  grale  n— Iter  Ordnung,  3  n — ^2ter  •  .  . 

eine   Ordnung   niedriger,  vtnd  die  Con-  n  Integrale  erster  Ordnung. 

staute  a  enthalt.    Die  Gleichung  6)  kann  Hat   man  ein  Integral   fiter  Ordnung, 

also   wie   1)  behandelt  werden.    Findet  so  ergibt  sich  durch  Dififerenziiren  des- 

man  ein  Integral  you   ihr,   so. hat  man  selben  nach  ti»   und  indem  man  Ar  die 

ein   zweites  Integral    der  Gleichung  1),  Differenzialquotienten  die  ans  den  Glei- 

welches  2  Constanten    enth&lt  und  eine  chnngen  4)  gezogenen  Werthe  setzt,  so- 

Dififerenzialgleichung   n — 2ter  Ordnung  gleich    ein    Integral    p — Iter  Ordnung, 

vorstellt.     Durch    successives  Auffinden  eins  p — 2ter  Ordnung  u.  s.  f.,  so  dass 

der  Integrale  kommt  man  auf  das  n — Iter  die  Kenntniss  eines  Integrals  schon  alle 

Ordnung,  von  der  Gestalt:  von  niederer  Ordnung  ergibt. 

7\„/-.-.     „   „  „        \  — „  Um  den  Mnltiplicator  des  Systems  3) 

V    y^*,  *»,  «,«,...  «^_2)-«^_i,    ^^^^  ^j   ^^  ^^^l^^  ^^^  man  die  Glei- 

also  eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  chung : 

Variablen    jr,   d?,,    welche    n    Constan-  p=nd(MX') 

ten   enthftlt.    Mit  dem  Auffinden   dieser  jy     ?-  =  0, 

Gleichung  ist   die   Aufgabe    gelOst,    da  p=o      '^^g 

man  eine  Belation  zwischen  x  und  x,  hat.  '^ 

Dieser  Ausdruck  heisst  daher  auch  all.  (^egen  ~==1    ist    nimlich   hier    mit 

gemeines   Integral    der  Gleichung    nter  ^     "^       du 

Ordnung.      Es    enthftlt    n    Constanten,  x^zzx  zu  beginnen),   wo  zu  setzen  ist: 

Jede  Gleichung  nter  Ordnung  mit  2Va-  Ao^l»   X^z^x^j    X^^Xg   ...    ^^^i 

riablen  hat  also  nur  ein  allgemeines  In- v  _    /  \      r\-^  n\^ 

tegral,  da  sich  nur  eine  Gleichung  wie         n^      n     '  ^  '     ^  n/ 

7)  aus  einem  System  von  n  Integralen  chung  verwandelt  sich  deshalb  in: 

dx^    *  dx,        "'  dx^  •*  dx^        '  ^  öx^        d« 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Multiplicators  (vergleiche  Abschnitt  12)  war: 

»dLr.  p  =  H  dX 


-s 


„    X  ^         «  ^^ 
*=e  •  ''  =  »     ^' 

aber: 

p  It 

also: 


dif, 


JTrr 


<^dx 


e 


wenn  man  s=0  setzt;  und  die  Möglichkeit,  den  Multiplicalor  zu  bestimmen,  setzt 

also  voram,  dass  der  Ausdruck  t—  nur  eine  Variable  a  enthalte* 

fi 
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Es  mnsB  sonach  sein : 

n 
d.  b.: 

wo  X  ^^^  0  beliebige  Functionen  sind. 

Der  Multiplicator    lässt    sich   also  immer  bestimmen  bei   einer  Differenzial- 
gleichnng  nter  Ordnung  yon  der  Gestalt : 

Also  hat  man  von  dieser  Gleichung  n — 1  Integrale  erster  Ordnung,  oder  was 
dasselbe  ist,  ein  Integral  n— Iter  Ordnung,  so  führt  die  Bestimmung  des  In- 
tegrals nter  Ordnung,  also  des  allgemeineren  Integrals,  nur  auf  Quadraturen 
zurück. 

16)    Lineare  Differensialgleichnngea. 

Ein  System  linearer  Differenzialgleichungen  hat  folgende  Gestalt: 

|*=j/ x.+^.' ,,+  ... +^;  *„  +  ^'„+r 


wo  die  Grossen  ^4^,  A^'  •  •  •  A,  •  •  •  ^^t 

^    ,  ^         '^  s&mmtlich  Functionen  von  "•* 

X  allein  sind  und  schreiben  in  sÄmmtlichen  Nennern  den 

si ch hieraus  ergebenden  Ausdruck</iistattifx. 

Um   dies  System   auf  die  einmal  von  OiGfenbar  hat  man  nun,  wenn  man  dem 

uns  angenommene  Form  zu  bringen,  ver-  Ausdruck  X    wieder  die  oben  eingeführte 

binden  wir  damit  die  Gleichung:  Bedeutung  ^bt: 

wenn  p  grösser  als  Null  ist,  also:  n—1    Integrale    zu   bestimmen  braucht, 

^^  da    das  letate  durch    blosse  Quadratur 

^^__Q    ?  =  il  (P  —  *^  gefunden  werden  kann/* 

dx           dx           P  Die  Integration  der  linearen  Differen- 
zialgleichungen gew&hrt   aber  noch  an- 

*"°'  dcre  Vortheile,  von  denen  der  wichtigste 

p     p  =  n      f   V  der  ist,  dass  die  Eenntniss  einer  Anzahl 

—  I  dx    1    A}^       \  von    particul&ren  Integralen  auf  die  des 

]g—g              P=l  allgemeinen  Integrals    führt.     Um   dies 

SU  zeigen,  nehmen  wir  zun&chstan,  dass 

und  der  Exponent    enthält  in   der  That  die   von  x^y  x^  .  .  ,  x    freien  Glieder 

nur  die  Veränderliche  x.  * 

Man  hat  also  auch  hier  den  Satz:  ^^n+i'  '^'n-f-l  "•  '^n+l          '»ämmt- 

„Dass  man  in  jedem  System  von   n  lidi  gleich   Null  seien.     Man  hat  dann 

linearen      Differenzialgleichungen      nur  zu  integriren  das  System: 


239 

2)  ■rfi^"'*'  «1+^1  *«+     •  •  •    -^\    V 


dx 


Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  ein  par-   Systems  2)    ein  anderes   Integral;    dies 
ticnläres  Integral  von  der  Form :  ist  jedoch  erster  Ordnung. 

Durch  fortgesetztes  Differensiiren  und 
7(^1  ^i)=0     oder    x^—f^^x)  Benutzung  der  Übrigen  Gleichungen  des 

Systems  2)  kann  man  dann  im  Allge- 
also  ein  particuläres  Integral  «tor  Ord-  meinen  n  particulftre  Integrale  gewinnen, 
nung  gegeben,  so  erhalt  man  durch  Dif-  vorausgesetzt,  dass  keine  der  entste- 
ferenwircn  desselben:  henden     Gleichungen    identisch      wird, 

^'i—ff/  \  ^^®  ^^^^   ^^  AusnahmeiUlen  stattfinden 

jj^-/i  W'  kann.     Ist   dies  jedoch    nicht   der  Fall, 

so  kann  man  diese  Gleichungen  auf  die 
also    mittels    der   ersten    Gleichung  des   Form  bringen : 

«i=A(a?),  «,=A(*)»  «•=riW  .  .  .  *n='n(*)- 

Dies  ist  ein  System  particularer  Integrale.  Setsen  wir  voraus,  es  sei  ein  zweites 
gegeben : 

»!=/'/(*).  «.=r.'(«),  *t=^'(*)  . .  .  a?^=r/(x), 
so  l&sst  sich  leicht  zeigen,  dass  auch  die  Ausdrücke: 

den  vorgelegten  Differenzialgleichungen  genügen^  also  Integralgleichungen  sind,  wo 
unter  a  und  ß  willkürliche  Constanten  verstanden  werden.  Es  ist  nftmlidi,  wenn 
man  das  erste  System  in  die  Gleichungen  2)  einsetzt: 

^=A,r,+A^f,+  .  .  .  +A^f^, 

Q.    S.    W. 

und  wenn  man  das  zweite  System  einsetzt: 


A^' fi'-\'At' f^'  •  •  •  '^'^n^n^ 


dx 

n.  s.  w. 

Multiplicirt  man  sftmmtliche  Gleichungen   des  ersten  Systems  mit  a  und  die  des 
zweiten  mit  ß,  und  addirt,  so  erh&lt  man  also: 

iM<±lL!l=A,{af,+ßf,')+A,{ar,+ßr.')+   '  ■  ■  +\(.«fn+ßO' 

U.    8.    W. 

Dies  letzte  System  stimmt  aber  mit  den  Gleichungen  2)  vOllig  ttberein,  wenn  man 
setzt: 

x,zzaf,+ßf^\  x^-af^'\rßU  -  .  ., 
so  dass  diese  Werthe  in  der  That  dem  System  2)  genügen,  also  als  Integrale  zu 
betrachten  sind. 

17 


240 

Durch  Wiederholung  dieser  Schl&sse  gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 
,^at  man  n  particul&rc  Integrale  Yon  der  Form : 

«.=A(*),  «.=/'/(«),  «i=A"(«)  •  . .  *,=fS'~'\') 

und  bildet   man  ans    diesen  durch   sncceuires  Differenziiren   die  entaprechenden 
Anadrficke: 


*. 


'*=/«(-).  *•=/;'(«)'  -«=^n"(')  •  •  •   'h=/'»^"~'^<')- 
SO  sind  die  allgemeinen  Integralgleichungen: 

*,=«AW+/»A'(«)+y/',"(*)+  •  ••  +*A^"~'\*), 


Diese  Gleichungen   sind  in  der  That    m  a,  a        (« — 1)  j^^^q 

die  allgemeinsten,   da  sie  n  Constanten,      n  +  i^     n-f-i   *  *  *     n-^  \ 
QLt  ß  ,  ,  ,  »  enthalten.  Gleichungen  I)  nicht  sAmmtlich  Null  sind, 

80  lassen  sich  die  allgemeinen  Integrale 
Es  reichen  also  n  particulÄre  Integrale,   ^er  Gleichung  1)  des  rorigen  Ahschnitt« 
von   denen  jedes   2  Variable  aber  keine   immer    schon    dann    durch    Quadraturen 
Constanten  enthält,  aus,  um  das  System   herstellen ,    w4nn    man  n  particulftre  In- 
voUstandig  zu  integriren.  tegrale  der  Gleichungen  2)  hat,  in  wel- 

chen  also  die  letzten  Glieder  Null  sind. 

17)  Variation   der  Constanten.    ^.^«»^  "'«°  *"«  Integrale,  bezüglich 

die    aus   ihnen  und  den  Gleichungen  2) 
Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  wo  die   gebildeten  Werthe  für    «„   x^  ,  ,  ,  x 
von    a?,,    x^    .   .  .   a?      freien    Glieder   ^j^^^jp. 

x,=f,{x\  x,z=zf,'{x\  x,=^"(x)   .  .  .  a;,=A^""'^W, 


-n=^nW'   -«=CW'  -n=C(-)   '  '  '  -n=^n^""'^W- 

Setzt  man  nun,  um  die  allgemeinen  Werthe  der  Integrale  von  den  Gleichun- 
gen 1)  zu  ermitteln: 

8)  «.=«.A(«)+«.^'(*)+«.A"(*)+  •  ■  •  +«„A^"~'^(»). 


•  •  •  • 
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WO  indesB  die  Gkössen  «r.,  a,   .  .  .  n    keine  Constanten,  sondern  Fanctionen  Ton 

X   sein   sollen.    Es   ist^^ü  nntersuchen,  ob  and  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Werthe   yon  jr^,  ;r,  .  .  .   x^  die  Gleichungen   1)  erf allen  können.    Differeniürl 

man  die  erste  der  Gleichungen  3),  so  kommt: 

und  dies  muss  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  1)  sein  gleich : 
welcher  Ausdruck  wegen  der  Gleichungen  3)  zu  setzen  ist  gleich: 


Da  aber  die  Ausdrücke: 

particnlftre  Integrale  der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  sie  für  x^    in  die  Giei« 
chnngen  2)  gesetzt,  dieselben  befriedigen,  und  man  erhält : 


so  dass  man  hat: 

In  gleicher  Weise  behandelt  man  die  übrigen  Gleichungen  8)  und  zieht  aus  ihnen 
folgende«  System  von  Gleichungen: 


Iiasten  sich  diese  Gleichungen  erfüllen,  so  ist  also  das  System  1)  integrirt. 

17» 
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Diese  Gleichungen  4)  sind  aber  in  Bezug  auf  die  Differensialquotienten  --7-^1 

-j^  .  .  .    linear,  man  erhält  also  ans  ihnen,  wenn  man  sie  nach  diesen  Ghrossen 
ax 

auflöst: 


wo  die  Grössen  für  den  Fall  gegeben  worden,  wo  man 

/^ f\  weniger  als  m  particuläre  Integrale  kennt. 

Bif  B,  .  .  .  Ä„,  Ä/  .  . .  B^  Mittels  Ähnlicher  Betrachtungen  ist  es 

bestimmte  Functionen  von  x  sind.    Die  nämlich  immer  möglich ,   wenn  man  ein 

Bestimmung  von  «„«,...  «    ist  also  particuläres  Integral  der  Gleichungen  2) 

'            »  des   Abschnitt  16)   ohne  Constante  hat, 

auf  n  Quadraturen  zurückgeführt,  da  die  sowohl  die  Gleichungen  2)   als  auch  die 

rechten  Seiten   nur  die  Variable  x  ent-  Gleichungen  1)   auf  ein  anderes  Sjstem 

halten.   Die  Werthe  von  efj,  er,  ...  «^,  linearer  Difforeniialgleichungen,  welches 

welche  jeder  also   eine  Integrationscon-  •^"c  Variable  weniger  hat,  bu  reduciren ; 

stante    enthalten,    werden   in  3)  einge-  ^«n"  >n*n  2  particulär©  Integrale  hat, 

setzt   und  man    erhält  so   die  Integrale  »<>  "^^^   dasselbe  auf  ein  System  mit  2 

der  Gleichungen   1)  mit   n  Constanten.  Variablen  weniger  reducirt  u.  s.  w. 

Man  hat  also  in  der  That  die  allgemei-  Sei  c*  B. 

nen  Integrale.  ^  z=f  (x) 

Das    oben   gegebene    Theorem    rührt  ^      'iv  / 

von  Lagrange  her,  und  wird  gewöhnlich  das    gegebene   particuläre    Integral    der 

als  „Variation  der  Constanten'*  bezeich-  Gleichungen  2),  so  bildet  man  zunächst 

net.     Die  Anwendungen  dieser  Methode  *nf  die  mehrfach  angedeutete  Weise  die  * 

sind  für  Physik  und  Astronomie,  in  letz-  zugehörigen  Gleichungen 

terer  namentlich  in  der  Theorie  der  Sto-  «,  =^,  (x),  «,  =  /",  (x)  .  .  .  x  z=f  (x), 

rangen,    von    grosser    Wichtigkeit    ge-  ^      ^ 

worden.  Nehmen  wir  nun  an,  die  allgemeinen  In" 

Es  ist  aber  der   Vaiiation   der   Con-  tegrale   der  Gleichungen    1)   hätten  die 

stauten  noch  eine   weitere   Ausdehnung  Form: 

die  man  ihnen  immer  geben  kann,  wenn  «|,  «,  .  .  .  u    zu  bestimmende  Functio- 
nen von  X  sind. 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  die  erste  der  Gleichungen  1)  ein  und  erhalten: 

d.h.: 

Die  ersten  Glieder  beider  Seiten  dieser  Gleichung  aber  sind  gleich,  da  die  Glei- 
chungen 

die  Gleichungen  2)  erfüllen,  also: 


•  . 
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nnd  auf  dieselbe  Weise  bildet  man  ans  den  übrigen  Gleichungen  1)  die  folgenden : 

A(*)^=^.'(«i-««,)A(*)+^'(«.-«,)A(«)+  .  .  . 


/•^(,)_^=.4.("-')(«.-«,)/'.(»)+yi.("-')(«,-»J/',(,)+  .  .   . 
wenn  wir  setzen: 

■o  nehmen  die««  Gleichungen  die  GesUJt  an: 

^=.4,y,'(«)»,+ii,y.,'(«)»,+  .  .  .  +\<rn'(.*)%_i+Ci, 


Zieht   man   die  erste  Gleichung  von  allen   übrigen  ab^   so  erh&lt  man  links  die 

Ausdrücke  -~,    -j^  .  . .  — -z — ,   und   rechts   die  Grössen  Vn  v,  .  •  .  v  in 

dx       dx  ax  fi—l 

linearer  Form,  also  Gleichungen  von  der  Gestalt: 


n' 


^=b/..+V..+  ...+i»'^_^«^_,+ä; 


WO  die  Grössen  1?,,  ff/  .  .  .   B  ^^^  ^  leicht  zu  bestimmende  Functionen  von 

X  sind. 

Man  hat  also  zur  Bestimmung  von  V|=:ii,— if|,  v,  =«,— ii| . .  •  v      .:=u^—u^ 

in  der  That  ein  lineares  System,  welches  eine  Variable  weniger  als  die  Gleichnn- 
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gen  1)  enthält.    Zugleich  ist  ersichtlich,  d^ss  wenn  die  GleSchangen  2)  des  Ab- 
schnitt 15)»  wo  also  die  Schlnssglieder  A    ,    ,  A'    .....  alle  gleich  Kall  sind, 

fl"t"  I  '^"t"  ' 

sn  integriren  vorliegea,  ein  dem  System  6)  ganz  gleiches  System  entsteht,  welches 
wir  mit  7)  bezeichnen  wollen,  worin  die  Grössen  B.,  B.   .  ,  .   B        ,    1?.'   .  .  . 

B  __,**""  ^  ganz  dieselbe  Bedeutung  wie  in  6)  haben,  die  Grössen  Ä  ,  B' . .  . 

B  ^^       ^  Aber  sämmtlich  gleich  Null  sind. 

Um  «1  zu  bestimmen,  hat  man  nach  der  Auflösung  der  Gleichungen  6)  noch 
die  Gleichung: 

du 

und  diese  ergibt  ti|   durch  blosse  Quadratur,  wenn,  wie  es  nach  der  Integration 
der  Gleichungen  6)  ja  der  Fall  ist,  Od   v,  .  .  .  t;^     .als  Functionen  von  x  ge- 

geben  sind. 

Schliesslich  ist  dann: 

in  die  Gleichungen: 

zu  setzen,  so  dass  dann  die  Aufgabe  vollstilndig  gelöst  ist. 

Seien  jetzt  2  particuläre  Integrale  der  Gleichungen  2)  gegeben: 

und  daraus  bezflglich  gebildet: 

*a=AW  ^^^  «a  =  A'(«)  .  .  .  ^^=:f^(x)  und  x^=f^  {x)y 

so  kann  man  wieder  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  1)  setzen: 

und  die  Gleichungen  6)  bilden. 

Nehmen  wir  jedoch  zun&chst  an,  es  lügen  die  Gleichungen  2)  zum  Integriren 
vor,  so  wären  die  transformirten  Gleichungen  von  der  Gestalt,  die  wir  mit  7)  be- 
zeichnet haben,  also: 

7)  ^  =  B,..+B.«.+  ...ß^_^.^_,, 


d» 

n— I        «  (fi  — 2)      ,  «  («—2)      .  .  D        («—0 

da  aber  die  Ausdrücke  Xj  =/"/(«),  x,  =/",'(«)  .  .  .  x  =zf  \x)  particuläre  Inte- 
grale der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  dieselben  identisch  werden,  wenn  man 
setzt : 

*,f,  (*)=A'(«).  «./'.(»)=A'(*)  •  •  •  uj^(x)=f^'(x), 

da  die  particnlären  Integralen  doch  in  den  allgemeinen  enthalten  sein  müssen. 
Unter  dieser  Annahme  aber  ist: 
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Man   bat  also   particiil&re  Integrale  der  stellang  der  Integrale  in  einer  den  frü- 

Gleichungen  7)»    von   welchen  sich  die  hem  Theilen  derAnalysis  entnommenen 

linearen   Gleichungen   6)  nur   durch  die  Form    führen.      Die    Entwickelang  der 

Schlussglieder  unterscheiden,  also  in  der-  durch  diese  Gleichungen  definirten  Func- 

selben  Weise  mit  ihnen  verbunden  sind,  tionen  in  Reihen,  die  Erkenntniss  ihrer 

wie   die   Gleichungen   1)    mit   den   Glei-  Eigenschaften  fangt  an,  eine  Hauptauf- 

chungen  2).    Man  kann  also  auch  nach  gäbe    der    neueren  Analjsis   zu  bilden, 

der  eben  gegebenen  Methode,    wenn  wie  und  schliesst  die  wichtigsten  und  schOn- 

hier   ein   particul&res  Integral   der  Glei-  sten  Probleme  ein,  welche  man  sich  auf 

chungen  7)  gegeben  ist,  das  System  6)  der  jetzigen  Stufe  der  Wissenschaft  zu 

auf  ein  anderes  bringen,    welches  eine  stellen   genOthigt   sieht.    Diese  Betrach- 

Yariable  weniger  hat,  so  dass  man  jetzt  tungen   aber  hängen   mit  den  allgemei- 

nur  noch   ein  System  von  n— 2  abhän-  neu  Eigenschaften  der  linearen  Dififeren- 

gigen  Variablen  hat.  zialgleichungen   aufs  Engste   zusammen, 

Dietelben    Betrachtungen    und    Rech-  und  muss  daher  dieser  Gegenstand  hier 

nungen  sind  zu  wiederholen,   wenn  man  noch  etwas  weiter  ausgeführt  werden, 

noch   ein  particul&res  Integral  der  Glei-  Daher   geben  wir  nachfolgenden  Sats. 

chungen  3)  hat,  d.  h. :  Jedes  allgemeine  Satz  I.    „Die   Integration  jedes  Sy- 

Integral  der  Gleichungen  2)  reducirt  die  stems      linearer    Differensialgleichungen 

Systeme  1)   und   2)   auf  eine    Variable  führt  auf  ein  System,   welches  eine  Va- 

weniger,  riable  weniger  hat.     Dies  letztere  System 

^ov.,         «.  .     e^        ,        wird   aber    im  Allgemeinen  nicht  mehr 

18)   Andere  Ejgenschaf ten  der   \\^q2>x  sein" 
linearen    Differenzialgleichun-       ^j^.   ^^rden   diesen  Satz   nur  an  den 
^^^'  Gleichungen  2)  zu  beweisen  haben,   da. 

Die  Beziehungen,  welche  sich  für  die   falls  diese  voUst&ndig  integrirt  sind,  die 
Integrale    der   linearen   Dififerenzialglei-   Integrale  von  1)   sich  unmittelbar  durch 
chungen  1)  und   2)   des  Abschnitts  16)   die  Variation  der  Constanten  ergeben, 
finden  lassen,  sind  selbst  dann  von  ho-       Wir   machen    in    diesen    Gleichungen 
hem  Interesse,  wenn  sie  nicht  zur  Dar-   folgende  Transformationen: 

ti  II  ti  tt 

wo  u,  c^i,  V,  .  .  .  0  I  Functionen  von  x  sein  sollen.  Setzt  man  diese  Aut- 
drücke in  die  Gleichungen  2)  ein,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  Überall  die  Ex- 
ponentialgrösse  sich  weghebt,  und  man  hat: 


fi-r 


_        A     j      ,     -*    rft*     .  ,          j  «on>  Vi*>  »i  *i  •  •  •  Torkommen.  Nach 

Der  Ausdruck   für  ^  wird  aus  der  er  Integration   dieser  Gleichungen  gibt  die 

sten  Gleichung  in  die  übrigen  eingesetzt ;  ««te   der  Gleichungen  8)  die  Grösse  u 

dadurch    verschwindet    eine   Variable.«  durch  Quadratur. 

ganzlich.             -   « ,  .  .                .^        -  Satz  H.    „Ist  ein  particulftroi  Inte- 

Man  hat  n-1  Gleichungen  mit  n^l  ^  ^^^  Gleichungen  1)  von  der  Form 

abh&ngigen  Variablen  r.,  r,  ...  i^^^,,  ^,=7i(«)   ohne    Conatanten   gegeben, 

worin  aber  Ausdrücke  von  2ter  Dimen-  und    bildet   man   dwraus,   wie    gezeigt, 
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^i  =  7's(^)   •  •  •  ^n^^^n^^^*  ^^   "'^^   ^^^   allgemeinen  Integrale  der  Gleichan- 
gen  1): 

wenn  dieselben    allgemeine  Integrale,  da  die 

V'i(«)»  y^A')  '  '  •  V'rtW  Grössen  ^^z^,  V«  •  •  •  »A^  *  wiUkfirüchc 

,.       „         .         ^  ,     ,      r^,  .  ,^  Constanten  enthalten.     Dass  diese  Ana- 

die  allgomeinen  Integrale  der  Gleicbun-  brücke    in    der    That  Integrale    Ton   1) 

gen  2)  sind."  gjnd,  ist  unmittelbar  zu  verificiren.    Setet 

Offenbar    nämlich    sind ,    falls    diese  man  nämlich  in  die  erste  Gleichnng  1} 

Ausdrücke  die  Gleichungen   1)   eriullen,  diese  Ausdrücke  ein,  so  kommt: 

dx        dx  i^i^     a¥«T^  T-    ji'^u^    ^^, 

+i44V'i+^,V»+  •  •  •  +^n''^n 

Der     Definition    gemäss    aber    ist    die  Satz  III.    In  einem  bestimmten  Falle 

Summe   der  ersten  n+l  Glieder  rechts  kann  man  ein  System  particularer  Int«- 

dem  ersten  Gliede  links  gleich,  und  die  grale  der  Gleichungen  IV  finden,   wenn 

noch  übrigen  Glieder  rechts  dem  zweiten  man   ein   particuläres  Integral  der  Glei- 

Gliede  links.    Die  Gleichung  wird  also,  chungen  2;  von  bestimmten  Eigenschaf- 

und   ganz  ebenso  die  übrigen  Gleicbun-  ten  hat." 

gen  des  Systems  1)  identisch.  Sei  nämlich : 

«i=A(«»  «)»    «2  =/■«(«»  «)  .  .  •  *«=/»(*'  *") 

ein  System  particularer  Integrale  der  Gleichungen  2),  welches  sich  aus  der  Eennt- 
niss  eines  einzigen  Integrals  ergibt;  a  soll  eine  willkürliche  Constante  sein,  und 
die  Functionen  A?  ^i  -  •  •  /L  sollen  für  jedes  a  die  Gleichungen  verificiren: 

Die  Ausdrücke  rechts  sind  hier  die  Schlussglieder  der  Gleichungen  1),  in  welchem 
a  für  X  gesetzt  ist. 

Dergleichen  Integrale  lassen  sich  sogleich  bilden,  wenn  man  die  allgemeinen 
Integrale  der  Gleichungen  2)  hat.  Man  hat  dann  nämlich  n  Constanten  zur  Ver- 
fügung, die  man  so  bestimmen  kann,  dass  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen 
verificirt  werden.  In  jedem  Falle  aber  werden  die  Gleichungen  1)  verificirt  durch 
die  Ausdrücke: 

/X  gX  pX 

f^{x,  a)da,     x,=J     /,  (j:,  a)da  .  ,  ,   x^-J     f^{Xya)da, 


denn  es  ist: 


dx  pX  df  (x,a) 

dx       *  J   n       dx 


oder  da  für  jedes  a 


oder  da  /  (x,  a)  ein  Integral  der  Gleichungen  2)»  mithin : 


also  auch: 


ist: 


dx 
t 
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-^^=^.(-o^.(,,„)+^,('- ')/.(„,)+ . ..  +^  (*-'V.(*. .) 


ist: 


if"  f,(.x,a)da 

^—ji =  ÄS'-'^f    f,(x,a)dx+AS*-']f    fAx,«)dx 


+V'-'!/^^n(*.-)'^+>*„+/*-'^- 


/ 


Diese    Oleiidiung   stimmt   in    der   That  der  Gleichungen  2)  die  der  Gleichungen 

mit   der   entsprechenden  des  Systems  1)  1)  finden  lehrt. 

überein,  wenn  man:  Mit  Bezug  auf  das  Auffinden  particn- 

lärer  Integrale  ist   es  von   Wichtigkeit, 

f  (x  a)  dassx  ^^  wissen,  ob  ein  gegebenes  Integral  ein 

's^  *   ^            t  particuläres  oder  ein  singnl&res  sei. 

Diese  Betrachtung  wird  jedoch  bei  den 

setzt;  und  da  man  für  $  alle  Zahlen  von  linearen   Betrachtungen  unnöthig    durch 

0  bis  n  setzen  kann,  so  verificiren  diese  den  folgenden  Satz. 

Ausdrücke  in  der  That  das  System  1).  Satz  lY.    „Die  linearen  Dififerenzial- 

Fügt  man  zu  ihnen  die  allgemeinen  In-  gleichungen  haben  überhaupt  keine  sin- 

tegrale  der  Gleichungen  2)  hinzu,  so  hat  gul&ren  Integrale.** 

man    also    deren    allgemeine    Integrale.  Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  Form 

Oifenbar  dient   dieser  tou  Gauchy   her-  der  allgemeinen  Integrale. 

rührende   Satz  auch,    die  Variation  der  Die    allgemeinen  Integrale    der   Glei- 

Constanten   in  anderer  Weise  zu  geben,  chuugen   1)    haben  nämlich   nach   Glei- 

da  er  aus  den  vollständigen  Integralen  chung  3)  des  Abschnitts  16)  die  Form: 


Die  Grössen  «i,  «,  .  .  .  er     waren   Functionen    von  x,  welche  durch   die    Glei- 

ehnngen  5)  des  Abschnitts  5)  bestimmt  sind,  und  jede  eine  Integrationsconstante 
enUialten.     Setzen  wir  daher  statt  a^,  «r,  .  .  .  «    bezüglich  ffi+C|,  a^-f-c^   •  •  • 

«r  +^f.t  wo  c,,  c,  .  .  .  c    die  Integrationsconstanten  sind,  so  nehmen  die  Aus- 
drücke folgende  Form  an: 


Die   erste  Gleichung  wollen  wir  als  das  wenn  man 
Integral  nter  Ordnung  betrachten.  (Ver-  ^  ^ 

gleiche  Abschnitt  14.)  Da  dasselbe  nur  a~^~^     ^^^     T^~^  ' 

Xt  und  X  enthält,  so  wird  man  das  ent-  ^i  ^< 

sprechende     singulare    Integral     finden,  setzt. 
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Die  erste  Gleicbang  aber  ^^btf^{x)=:Oi  nung^  wird  gefonden,  wenn  man  e^  etwa 

fuhrt  also  zu  keinem  singnlaren  Inte-  aus  der  zweiten  in  die  erste  und  dann : 
grale,  da  sich  x  gleich  einer  Constanten  /^  \  /^  \ 

aus    ihr    ergibt;    die    zweite   Gleichung  1^-^1=0,    l^j  =  oo 

aoer •  i  • 

1  =  00,  setzt,  wo  jedoch   c^   die   durch  die  2te 

ist  unmöglich.  .  Gleichung  ti^  =0  bestimmte  Function  ron 

Das   singulare  Integral  n— Iter   Ord-  c,  und  x,  ist.    M&n  hat  also: 

^+^   ££l=:0     oder     ^    ^=00 
de 2      ^Cj    öc,  de,    dz 2         ' 

d.  h.  -h'{')-h  W  ^=0,  -A  W 1^^ =00 , 

die  2te  Gleichung  aber  gibt: 

-A  (*)-/•,' Wi^=0,        i-^,(x)^=o. 

In  jedem  Falle  also  würde  man  für  x  sehr  kleine  Grössen  yemachlftssigen  will. 

lediglich  eine  Constante  erhalten.     Glei-  Man  kann  dann  diese  kleinen  Grössen 

ches  zeigt   sich  in    derselben  Weise  fdr  in    der   That    zunftchst   vernachlässigen, 

die  Integrale  niederer  Ordnung,  so  dass  und  hierauf  eine  erste  Ann'^erung  grfin- 

bei     allen     singul&re    Integrale     ausge-  den.     Von  dieser  ausgehend,    kann  man 

schlössen  sind.  dann    die    Methode    der    Variation    der 

Diesem     Satze     zufolge     kann     jede  Constanten  anwenden,  um  zn  einer  2ien 

Function,    welche    die    Gleichungen    1)  Näherung  zu  gelangen. 
hfrJ.  ?"""'>  als  particnläres  Integral       j.^    .^^    ^.^^    ^    g    j^^  P^„  ^   j^, 

S«.!?^i^  •^"  A  ^«"JK'"".'"  .f"  ^f"  Störungsrechnung  in  der  Astronomie, 
desselben  die  Aufgabe  reducirt  werden.    VernachUssigt  man  die  Einwirkung  der 

19)    Anwendung  der  Variation  Planeten  auf  einander  als  sehr  klein ge- 

der   Constanten    in    Astronomie  gen  die  Einwirkung  der  Sonne  auf  je- 

und  Physik.  den  derselben,  so  ist  die  Aufgabe,  die 

In  den  Anwendungen  der  Mathematik  Bewegung    der   verschiedenen   Planeten 

.„#  -Dl .,       «JA*^        -1.         *     **zu  bestimmen,  bekanntlich  eine  sehr  em- 

auf  Physik    und  Astronomie  kommt  oft  -    ,           ,    ,.'      t*           v-  _     i    «    *-. 

Ai^  A..c^  V      ^     Tk-iT         •  1  1  •  1.  fache,  und  diese  Lösung  kann  als  erste 

die  Aufgabe  vor,  Dmerenzialgleichungen  .      .V            v  ..      v*  *.         j 

•  ^  ^ .               IV                 1-             1-  Annftheninff  betrachtet  werden, 

zu  mtegriren,    welche  von  sehr  compli-  -"""«"^'»»"s 

cirter  Form    sind ,  aber  einfach  werden.       Im  Allgemeinen    aber   lassen  sich  die 

wenn    man  gewisse   darin  vorkommende    Gleichungen  anf  die  Gestalt  bringen: 

■^  =  /'j(x,  Xj,  x,  .  .  .  x^),    -^=f^{x,  x^,X2  ..,  x^  ...  -j^=f^i^*^i*^2"'J' 

Wir  nehmen  nun  an,  jeder  der  Ausdrflcke  fi,ft''fy  <^lso  fg  i  bestände  ans 
2  Theilen  G  +»^  ,  wo  ;  eine  sehr  kleine  Constante,  also«!/  ebenfalls  sehr  klein 
wäre.    Als  erste  Näherung  können  dann  die  Integrale  der  Gleichungen : 

^  =  G         ^-G  —  =  (r 

da:         '*       rfx         ■    *   '    '     liap  fi 

genommen  werden.    Mögen  dieselben  die  Gestalt  haben: 

*i=7i(*»  «1»  «2   .  .  .  «^),  «a  =  yt(^»  «n  «f  •   •  •  "„)     •  •  • 

^n^^n^^'  "»'  «,  .  .  .  «„), 

wo   <T|,  er,  .  .  .  rr     die   Integrationsconstanten   sind,  und  den  Bedingungen   der 

A.nfgabe  gemäss  bestimmt  werden  müssen.  Um  nun  eine  zweite  Näherung  zn  er- 
langen, setzen  wir: 

wo  für  s  alle  Werthe  von  1  bis  n  zn  setzen,  ü^,  A,  .  .  .  A  sn  bestimmende 
Functionen  von  x  sind. 
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Den Bedingangen  derAuljgabe  geniMS   man  x^^  x^  .  ,  .  x     mit  9»^,   q-^  .  .  . 

ist  ntoli^  der  Zuwachs  von  «.,  «,  ...  vertauscht.     Dann  ist  identisch: 

IV    mit  tU    zugleich  sehr  klein,  also  von    'n 

gleicher  Ordnung  als  r.    Wir  wollen  nun  ^'/,* 

mit  y   •  stets  den  Werth  von  </^(a?,   «„  -— =  (7^», 

«,  .  .  .  a^    mit   v^   den    Werth    von   ^^  ^^^^j^  ^.^   Grössen   «.,    «,...« 

y,  (*>  «i+«iii  ♦'i-h«^j  •  •  •  %+*V'  seien,  also  wenn  man  für  dieselben  be- 

boseichnen.     Ebenso    sollen   (7  •,   if /  züglich    aj  +  *Ai    ...    setzt,    ebenfalls 

_      „        .       '  '  identisch: 

die  Werthe  von  G  ,  H    sein,  wenn  man 

darin  *„  «,   •  •  •  'n  ^«'*8^*^^  mitf/j»,  -ssG  . 

y,»  .  .  .  y.  •  vertauscht,  dagegen  sollen  *         '   . 

d..  Be^eiehnlge«  0,,  H,  bleib..,  wen»  J»J>-  g,^^v;,  ^„  .rsÄt  Sl: 

$  s      dx       ox        i-.^  ^'^i    »^ 

und  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  t  vemachl&ssigt : 

dy.        1=11  dff.  •  dl 
G   +iff  •=-3-4-*  £    -/----» 


also  wegen  des  Werthes  von  G  : 

t  =  n  dff.  •  dl 
jy  •=  Z    — ü -. 

1  =  1    ^"i    ^'^ 

Diese  Gleichung,   ein  Symbol  für  n  an-   gesetzt  hat,  kann  man  durch  Wiederho- 

dere,  die  daraus   entstehen,   wenn  man   lung  dieses   Verfahrens  noch  zu    einem 

^    .  .^     dl.    dl^  höheren     Grade    der    Annäherung    ge- 

1  =  1,  2  .  .  .  «  setzt,  gibt  ^,  -^  .  .  .   j^^g^^ 

"*'n  20)   Methoden  zur   gleichzeiti- 

—  als  Functionen  von  x  und  den  Con-   gen  Integration  der  simultanen 

stauten  «;  die  Grössen  A  lassen  sich  also   linearen  Di  fferenzialgleichun- 

durch  Quadratur  bestimmen.  gen. 

Tk'^-- .  \ji^^\,^A^  «v««r.ii.  ,  ^    T   ^  Jedes  System  von  n  simultanen  Diffe- 

Diese  Methode,  ebenfalls  von  Lagrange    renzialrfeichuniren  kann   wie  wir  ireBoheii 

herrührend,  ist  für  den  Fall  der  mecha-   IJ^l!:^^^^^ 

nischen    Gleichungen     noch    namhafter   ^^^*^°'  *^^^^^^^^ 

Vereinfachnne    fthie      die    iedoch   hier   ™*  ^   Variablen  zurückgeführt   werden. 

vereiniacDung    lanig,     nie  jeaocn   nier   indess  ist  dies  nicht  immer  das  bequemste 

noch  mcht  dargestellt  werden  kann.  Verfahren   zur  Ausführung  der  Integra: 

Nach  der  Berechnung  der  Werthe  von  tion.    Für  die   linearen  Differenzialglei- 

iti,  A«  .  .  .  A  ,  und  nachdem  man  diese   chungen    empfiehlt  sich  namentlich  das 

in  die  Werthe  ron  a...  <r.  .  .  .  ,,   ein-  Äungen^*'""  '^*^"'  *"'  *^'**'^" 


_-il,  «1+^1  «>+...  i-ii^  *„-t-ii„^, 

Wir  multipliciren  sftmmtliche  Gleichungen  bezüglich  mit  den  Factoren: 
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und  addiren  die  Prodacte;  es  ergibt  sich  dann  für  die  linke  Seite  der  entstehen- 
den Gleichung: 

oder  wenn  man  setzt: 

A,  a?,  +  A,«,+  ..  .  -*-^„_i*„_i-a;^  =  «: 

dop       'dir        *    «fcc        '  '  *         n— 1      cta; 

Für  die  rechte  Seite  aber  ergibt  sich  folgender  Ansdrack,  wenn  man  statt  x    die 
Grosse'  w  einflihrt: 


+    •  •  •    +^n-l     n+1  ^ii+l 

Znr   Bestimmung  der   Grössen   it,,  A,    .  .  .  A      i  kann  man  nun  die   mit 
X,,  x^  . .  ,  X  multiplicirten  Ausdrucke  einzeln  den  mit  a;,,  x^  "»x      -,  mul- 

jj  j»  n 1 

tiplicirten  Ausdrücken  — -j-^,  — ~  ... -j auf  der   linken   Seite    gleich 

dx         dx  ax 

setzen;  es  ergibt  sich  dann  zur  Bestimmung  der  iL  ein  System  von  n-^1  Gleichungen, 
die  aber  nicht  linear  sind. 

^+l,A,+l,A,'+   .  .  .   +i^_jyl/"~''^-A/"~*VA.il,^^  +  A,M^' 
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Gelingt  es,  diese  Gleichungen  aufzolOsen,  so  hat  man  nur  noch  za  integriren  die 
Gleichung : 

Diese  Gleichung  ist  eine   lineare  mit  2a,  m  ,  ^  (**"') 

Variablen  u  und  x,  sie  kann  daher  im-   ^»     '  '   *  n     *   *    *  ^»  •  •    ' 

mer  auf  Quadraturen  lurückgeftUirt  wer-     .    (»—0  .a««*i:«K  p«««*.«»-«  <iu 

den.     DieaeTverfahren    bestätigt    also   ^n  »ammthch  Constanten,  die 

den  schon  in  dem  Vorigen  gegebenen  p_;;__-_  a  a,  a  («—0 
Satz ,  dass  ein  Sjstcm  linearer  Differen-  ^^«s»®^  ^«4. 1'  ^  n4- 1  *  *  «+  i 
zialgleichungen  sich  immer  auf  eins,  wel-  aber  beliebige  Functionen  von  x  sind, 
ches  eine  Variable  weniger  enthält,  re-  Jedoch  kann  man  der  Entwickelung  in 
dnciren  lasse,  welches  jedoch  nicht  mehr  diesem  Falle  durch  eine  leichte  Modi- 
linear ist.  fication    eine    mehr   symmetrische  Form 

Indess    ist    es    im  Allgemeinen   nicht   '^•nr* '         i^*  i*  •  n    i*  1.    j*     m  • 

thunlich,   die  Gleichungei  2)    «uf  Qq.-     .^ir    i"«löpUc.ren    ntol.ch   d.«  Qlei- 
dratnren  zurfickznfähren.        '  chongen  1)  bezugl.ch  mit  i.,  A.  .  . .  A^, 

•   ^   *  i  f?  Ä        Ä  ^'«*"""°*"   kürliche  Constanten  denken,  nnd  «ddiren 

m   dem  F.Uo,   y,o  A,,  Ä,   .   .  .   Ä^,   ^.^  ^.^^^  {„aem  wir  selten: 

i|*i+Aj*i+  •  •  •  +^n'n~*' 
'E»  Ergibt  lieh  dftnn: 


Zur  Bestimmung   der  Constanten  A,,  A«  .  .  .  il^  nehmen  wir  nun   folgende 
Gleichungen  an: 


wo  m .  eine  neue  Constanta   ist.    Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  sämmt- 
liehe  jl,  oder  vielmehr  die  Verhältnisse  7^   •  •  •   t*  (mftu  kann  nämlich  eins  der 
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iL,  z.  B.  iL,  =1  setzen),   die  allein  in  Betracht  kommen,  lo  hat   man  den  Werth 
von  m,  dessen  Determinantenform  sein  wird : 


8) 


0= 


Dies    ist  offenhar  eine  Gleichung  nten  Grades,  ans  der  sich  n  Wertha  für  m  er- 
geben, die  wir  mit  m^,  m^  .  .  ,  m    bezeichnen  wollen.    Za  jedem  dieser  Werthe 

geben  die  Gleichnngen  2)  ein  eindeutiges  System  der  Aasdrflcke  T^f  t^    •    •  •    • 

•p,  so  dass   man  n   solcher  Systeme  erhält.    Mit  Benntznng  der  Gleidumgen  2) 
und  der  Definitionsgleichung  für  u : 

A|*i+^««a+  •  •  •   +^n  *!•••*» 

du 
nimmt  aber  die  Gleichung  f&r  -r-  folgende  Gestalt  an: 

dx 


4) 


du  -. 


=•"'/ 


Ve'^^'^dx, 


wo   K  eine  Function  von  x  ist,  welche  bestimmt  wird  durch  dio  Gleichung: 

Die  lineare  Gleichung  4)  ist  leicht  zu  integriren.    Ware  darin  K=  0,  so  h&tte  man 

du  nur 

—  =.mdx    also    lgi«=ifM:-{-lga)  u=ae     , 

und  diese  Auflösung  entspricht  dem  Falle,   und : 
wo  die  letzten   Glieder  A    ,  ,s  A'    .  . 

. .  .  i4^     /'•■'  ^)  alle  gleich  NoU   sind. 

"~'  wo   ti    noch    eine  Integrattonsconstante 

Mit  diesem  Falle  könnte  man  sich  be-  enthält, 

gnügen ,   da  auf  ihn  die  Integration  der  8«*«^  "^»^  "^'  "•  ^i«  entsprechenden 

Gleichungen  1)  sich  ja  immer  durch  die  **  Werthe:   «ii,  m,  .  .  .  m^,  so  ergeben 

Variation   der   Constanten   zurückfahren  gich  dcmgcmäss    auch   n  Werthe  tou  h, 

lAsst.    Nimmt   man  aber  das  allgemeine  die   wir   mit  «,,  «,  .  .  .  «    bezeichnem 

Integral   der  Gleichungen  4),  so  ist  ge-  ** 

mäss  dieser  Methode  a  als  eine  Variable  ^oUen.    Zu  jedem  Werthe  von  m  aber 

zu   betrachten.     Setzt    man    den  Werth  ««^^rt    auch    ein   System  von  Werüien 

von  u  unter  dieser  Voraussetzung  in  die  ^i»  ^«  •  •  •  ^„»    die    sich   aus  den  Glei- 

Gleichung  4)  ein,  so  kommt:  chungen  2)  ergeben,  und  die  wir  dadurch 

von  einander  unterscheiden,  dass  wir  die 

zu  m    gehörigen  mit  A|^  %  1,^*'    .  .  .  . 


da     __  —mx 


d.  h.: 


=/ 


Fa""*  ""dx, 


l  ^''  beaeichnen. 
n 


Die  Gleichung: 
lerfallt  also  in  n  andere  von  der  Form : 
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6)  i,'«,+i,'*,+  .  .  .  +i^'«^=ii„ 


ans  denen  sich  ergibt: 

6)  *i=A«i«i+A*»«a+  •  •  •  +/*nV 


(»» —  0      1      ('•—0      I  .     (»— o 

wo   die  mit  fA   bezeichneten  Grössen  durch  Elimination  yon  allen  x  bis  auf  eins 
ans  den  Gleichungen  5)  sich  ergeben  nnd  Constanten  sind. 
Es  ist  ferner: 

pii^x  gm      —m^x 

u 


i^=e  '  J  Ve       •   dx] 


die  Ausdrücke  in    6)    enthalten  also  n  willkürliche  Constanten.     Im  Falle,   dass 
in  den  Gleichungen  1)  die  Schlussglieder  fehlen,  ist  «u  setzen: 


m  X 


wo  die  Grossen  a^,  a,  .  .  .  a    willkürliche  Constanten  sind. 

Selbstrerst&ndlich    können   die    Wurzeln   der  Gleichung   3)   zum  Theil  oder 
sammtlich  imaginär  sein. 

Mögen   etwa  m      und  m.    zwei  conjugirte  imaginäre  Wurzeln  sein,  der  Art, 
dass  man  hat: 

so  wird  man  demgemäss  auch  haben: 

wo  b    und  c    Constanten  sind.    Es  wird  dann  in  jeder  Gleichung  für  eins  der  x 

T  T 

X    ein  Theil  vorkommen: 

=  «''*(cos  qx-^-i  sin  qx) (b^  +  <?^0  /  V^^^'  (cos qx^i sin qx) dx 
+  c'*'(cos  qx—i  sin  qx) (6   — c^i)  /  Fe~'*  (cos  qx+inn  qx)  dx 

=2«^*(6^co8  ^af — c^sin  qx)  j  Ve"^  cos  ^x  dx 
+2«^*  (Ä  sin  9»+c  cos  y»)  /  Fe""''*sin^a?  dx* 
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In   dem  Falle,  wo  die  Schlussglieder  wo  die  Gleichung  3)   zwei  oder  mehrere 

fehlen,  werden  die  Integrale  gleiche  Wurzeln  hat.     Sind   nämlich  tm 

y,r  —  »a:  .         ,   Ar  —ox  .        ,  'ind  m.   dergleichen,  so  würden  die  ent- 

Ve    '^  C08  qxdx  und  /  Ke    '^  smqxdx  ' 

J  sprechenden  Werthe    u    und  u,    gleich 

durch  die  Integrationsconstanten,  welche  werden,  und  in  den  Gleichungen  6)  sich 

mithin  beliebig  sind,  ersetzt.  Eine  Seh  wie-  die  entsprechenden  Glieder   in   eins    zn- 

rigkeit  aber  macht  in  der  That  der  Fall,  sammenziehn,   das  entsprechende  Glied: 

also  auch  nur  eine  willkftrliche  Oonstante  ^  .  ^  (*)    s  (s)  y  (t)    i    « 

enthalten.     Die   Gleichungen  6)    geben  Strossen  A,w,  ^^w  .  . .  ^^w  »Is  Func- 

also  in  diesem  Falle  nicht  mehr  die  voll-  tionen   von  m     zu  betrachten  sein ,   die 
ständigen    Integrale,    da    sie    nur  n— 1  ', .        xv  ,. 

Constanten  enthalten.    Indess  kann  man  dadurch  in.  k^^\  k^^  ^  ,  •  .  X  ^  ^     über- 

diesen  Fall  aus   dem  allgemeinen  in  der  „  ,  ,  •»      •  j    j        o    .        c%\ 

gewöhnlichen   Art   ableiten,    daos    man  8«''*'"  "°"^  """"•  '"f   ^%  Sy"*"»  2), 

die  Wurzeln  m    und  m    zunächst  nicht  wenn  man  darin  >l|^' ,  A,^'^    .    .   .    für 

gleich,    sondern   sich  einander   nähernd  ^^*  ^^    '  "  8<^l^^i^^  "««*  "•,  ^^  diffe- 

denkt,  so  dass  der  Unterschied  vcrschwin-  renziiren  sein,  um  das  m.  entsprechende 

dend    klein   wird.     Erhält  demnach  m  c    ^  v 

$  System  zu  geben. 

einen  Zuwachs,  durch  welchen  es  in  m<       «,       u  ^    i 

'  t       Man  hat  also: 

übergeht,    so    werden    die    zugehörigen 

2a)        ^i -^+^1  -^^  •  •  •  +^t  ■^-"='"«-^"*'^»     ' 

uifi  atn  atn  *  am 

SM  S  $ 

dm  dm  dm  '  dm 

st  SS 


**  rfm  **   rfi»  ••  dm^  *  dm  * 

SS  SS 

Statt  der  aus  den  Gleichungen  2)  ausfallenden  JL/s   ^{^''•••jl^^  erhält  man 
mittels  dieser  Gleichungen  ebensoviel  neue  Constanten: 

dm         dm  dm 

SS  s 

welche  sich  als  lineare  Functionen  vo^  lit  k^^'^    ...  iL  ^''  ergeben. 

Auch  die  Gleichung  für  u  in  den  Gleichungen  5)  mnss  nach  m  differensiirt 
werden,  wenn  man  von  u  zu  seinem  Nachbarwerthe  «.  übergeht.  Diese  Glei- 
chung aber  wird : 

SS  SS 

Diese  Gleichung  aber  ersetzt  die  ausfallende  Gleichung  5)  und  zeigt,  wenn  man 

(r) 
sie  mit  den  Gleichungen  5)  verbindet,  dass  statt  des  Gliedes  /a.^  'u    in  den  Inte- 
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dm 


gnJen  6)  der  Audnick  /j^^  ^  -^ —  erscheint.    Die  Grössen  ^  abisr  ergeben  sich, 

s 
wenn  man  nach  and  nach  alle  jr,  bis  auf  je  eins  aas  den  Gleichungen  5)  eliminirt 
in  Verbindung  mit  5  a),  so  dass  dieselben  volistAndig  bestimmt  sind.    Wegen  des 


Werthes  von  u    aber  ist: 


_i  =  .e        (fve  4--)-.        {fv.e        '  ^-^  , 

S  ff 

wo  anter  a  die  Integrationsconstante  in  verstehen  ist.   -^ — =  a  ist  dann  als  eine 

dm 

ff 

neue  Constante  an  betrachten. 

Für  den  Fall,  wo    F=0  ist,  also  wenn  die  Schlussglieder  gleich  NoU  sind, 
wird  dieser  Ansdmck: 

m  X       mx 
axe         +e        a, 

so  dass  eine  der  in  den  Integralen  Torkommenden  ExponentialgrOssen  mit  x  mnl- 
tiplicirt  ist. 

Würden  3  Wurzeln  gleich  m^,   m^,  mj^,  so   ist  leicht  ersichtlich,  dass  man 

dieselben  alle  3  in  einander  übergehen  lassen  kann. 

Man  moss  dann  die  Gleichung  2  a)  nochmals  nach  m     differenzüren,  nnd  er« 

d'k  W    dH  w 
hält  die  Constanten    ,    '^  i     ,    \     aus  dem  System,  welches   so  ans  2a)  ent- 


ff  ff 


steht,  ebenfalls  in  linearer  Form;  zu  5a)  kommt  dann  die  Gleichung: 
6b)  _i_*.+^_x.+  ...   +  «^= 

ff  ff  ff  ff 

nnd  in   den  Integralen  tritt  ein  mit  — — -  mnltipUcirtes  Glied  hinzu,  welches  sich 

ff 

m  X 
im  Falle,  dass  die  Schlussglieder  Null  sind,  auf  e      (ax^+2ax+ß)  redndrt,  wo  ß 
eine  neue  Constante  ist. 

Allgemein  für  p  gleiche  Wurzeln,  hat  man  die  entsprechenden  Gleichungen 
2)   und  5)  p— 1  mal   zu  differenzüren,  so  dass  in  den  Integralen  noch  die  Aus- 


du        d^u  d^ 


u 


drucke :  — i, •  •  • hinzutreten.      Wir    erlftntem  diese  Methode 

dm       dm  '  j     p— 1 

ff  ff  dm  '^ 

durch  ein  Beispiel. 

Seien  gegeben  die  Gleichungen: 

so  wird  in  der  Gleichung  4)  t»=0  zu  setzen  sein,  und  sich  ergeben: 

mx 

nnd  man  hat  zu  setzen  in  die  Gleidiungen  1)  dieses  Abschnittes:  —  A  für  A^, 
— Ä  für  A,,  -A,  für  A/,  -Ä,  für  A/.  —  Es  gestalten  sich  also  die  Glei- 
chungen 2): 

d.  h.: 

Ai  {A-^m)^  -i,  B,        A,  (Ä,  +  m)=-Ai  A„ 
oder  durch  Elimination  von  l^  nnd  Jl^ : 

18 
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^=  j-^  oder:   {A+«,)(B,  +  m)  =  BA, 

eine  quAdratische   Oleichnng,  deren  Wurzeln  m^   und   m,   sein    mOgen,  lo   dass 
man  hat: 

JL/(il+fii,)=-Jl/Ä,         A/-^(yl+mJ=-;i,(-^Ä. 
Die  Gleichungen  5)  aber  werden: 

ans  welchen  sich  ergibt: 

A|      A«  A|  A^  A|      Aa  A|  Aa 

Diese  Gleichungen  werden  einfacher,  wenn  man,  wie  es  im  Allgemeinen  erlanbt 
ist,  A|,  also  auch  X/  und  jl^^  ^  =  1  setzt. 

Setzen  wir  dann  k^'\  l^*^  statt  lp\    lj^^\  so  ergibt  sich: 

und  zur  Bestimmung  der  iL: 

ausserdem : 

WO  Oj,  a,  die  Integrationsconstanten  sind. 
Habe  jetzt  die  Gleichung  fUr  m,  d.  h.: 

zwei  gleiche  Wurzeln,  ein  Fall,  welcher  eintritt,  wenn  man  hat: 
d.  b.: 

Statt  der  Gleichung  A+m^z=z—l^'^B,   welche  ausfUlt,   ist  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  A-^-m^^—X'B  nach  m^  zu  differensiiren,  so  dass  man  hat: 

Femer  bat  man:  »/      .    %  mx 

__  a;,  =  -l?(ö«+a)e      . 

a?^+A  «3 — «I,  A-^B 

und    indem   man  diese   Gleichung   nach   »*   ^»*  *>i®''  den  Werth ^—S  so  data 

m.  differenziirt:  ^^^  ^^^j^  ^^^^^^  ^^„  ^ 

d.  h.:  ^ 

1^  21)    Andere  Methode  zur  Inte- 

Xt=  —B       '  ,  gration  der  simultanen  linearen 

^  Differenzialgleicbungen,    wenn 

^  ^    ,  1/  p  <^<*i  die  Coefficienien  constant  sind. 

^  Es  ist  oft  bequemer,  dass  man,  statt 

Oder,  wennn«««r«..^u.Vei».eU.:  l^le^^^iJ^Ä"  1^°*^ Ä 

vorliegenden  Fall  das  Verfahren  ein&ch 
ar|=ae      —  (A+fii)(<fiP-f  a)e     ,  Yon  Anfang  beginnt. 
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Daxn  empfiehlt  lich  aber  eine  einigermaMen  abweichende  Betraehtungsweise, 
welche  wir  hier  noch  geben  wollen  nnter  der  Voranssetzang,  daaf  es  sich  nm 
Gleichungen  ohne  Sohlussglieder  handle,  indem  man  im  entgegengesetzten  Falle 
die  Variation  der  Gonstanten  anwenden  kann. 

Seien  demnach  die  vorliegenden  Gleichungen: 


1) 


dx 


=  .4/jf^+i4.'*,+ 


n  n 


«l+^/"'"^^x,+ 


•    • 


(—  'X 


+i4  ^         *x  • 
n  n 


Ks  handle  sich  zun&chst  nur  nm  ein  System  particulftrer  Integrale,    Suchen  wir 
daher  die  Gleichungen  1)  zu  verifidren  durch  folgende  Ausdrücke: 


mx  ^    mx  mx 

«.=a.e     ,  a;,  =  a«e       •  •  •    *   =«  « 


wo  m,  «1,  a,  •  •  •  a    zu  bestimmende  Constanten  sein  sollen.    Setzt  man  diese 

ff 

Ausdrucke  wirklich  in  die  Gleichungen  1)  ein,  so  erhftlt  man: 


8) 


Offenbar  geben  diese  Gleichungen  Werthe  lUr  n—l  der  Constanten  «i,  ^i  •  •  * 
a  und  ausserdem  noch  itlr  m.  Es  können  also  die  Gleichungen  1)  yerifidrt  wer- 
den, indem  man  etwa  eine  der  Constanten  a^  gleich  der  Einheit  setzt.  Eliminirt 
man  alle  «,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  m  dieselbe  Gleichung  wie  im  vo- 
rigen Abschnitt,  n&mlich: 

ii^— m,        il,  •  •  'A. 


4) 


0= 


>i/, 


i4/-m 


A  ' 
ft 


^.(— 'U.(— o...^^(--o_« 


Die  IdentitiU  derselben  mit  der  Gleichung  3)  des  vorigen  Abschnittes,  so  wie 
auch  der  Gleichungen  2)  desselben  mit  den  Gleichungen  3)  dieses  Abschnittes 
ist  leicht  zu  zeigen.  —  Da  die  Gleichung  4)  nten  Grades  ist,  so  geben  die  Glei- 
chungen 3)  zu  jedem  der  m,  also  «ii,  m,  •  •  •  m    ein  entsprechendes  System  der 

o;  wir  bezeichnen  diese  Systeme  bezüglich  mit: 


«/i  «i' 


•  •  a 


(^)  «W...a('0 


s  « 


-  (n)         in)  (n) 


18' 
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und  80  ergeben  sich,   wenn  man  diese  Wertfae  nach  einander  in  die  Gleiehnngen 
2)  einsetsty  n  Systeme  particnlärer  Integrafe: 

t  fn.x  ,  m.x  1     viitX 


n)      n  (n)     n  ^  —  -  W  -  * 

Ans   diesen    particnl&ren  Integralen  aber  gewinnt  man  nach  den  oben  gegebenen 
Begeln  das  allgemeine,  wenn  man  setst: 

n 

.  m.x  .  (31  m.x  .  .  inj 

X, 


X  =«.«Je«"*+ir,a  (')e'"*'+  •  •  •   +««a  W/"** 


wo  die  Grössen  er,,  «r,«**«    beliebige  Constanten  sind. 

22)     Lineare   Differenzialgleichnng  nter  Ordnung  mit  2  Va- 
riablen. 

Die  lineare  Differensialgleichnng  nter  Ordnung  mit  2  Variablen  hat  die  Form : 


"^^i—Ä    -     L^     '^i    .    A    «''^i^  _L^    ^ 


-I 


X, 


^n  *    *^     '  dx  ^    •  rfjf«  *•  rfx^""* 

wo   die  Grössen' i4.,  il.  •  •  •  il  ,'^    ,  ^  Functionen  von  x  sind.    Auch  hier  un- 

n  ■    n-f- 1 

terscheidet  man  die  beiden  Fftlle,  ob  das  Schlussglied  A    ..   gleich  Null  ist  oder 

n*T"  i 

nicht.    In  jedem  Falle  aber  kann  man  die  Gleichnng  1)   durch  das  System  er> 

setsen : 

^)  -jr.=*>»    iz=^i  '  •  •  — = — =* 


dx 


dx^ "*      dx •  dx     -V 

n — i    n — 1        n    n       n-t*i 


also  durch  ein  System  von  n  Gleichungen  erster  Ordnung,  auf  welches  sieh  die  in 
den  Torigen  Abschnitten  gegebenen  Theorien  ohne  Weiteres  anwenden  lassen. 
Setzen  wir   ^^       =0,    so   ist  dies  nur   auf  die  letzte  Gleichung  des  Systems  2) 

von  Einfluss,  welches  die  Gestalt  annimmt: 

Q\  dx.  rfx,  ,    n— I 

dx       ^        dx  dx  n 

dx 

Der  Multiplicator  des  Systems  2)  oder  3)  hat  nach  Abschnitt  16)  die  Form : 
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-Udx 

Jlf=»  J  ^  » 

da  alle  übrigen  Glieder  der  Summe  im  Exponenten  Nnll  werden. 
Hat  man  ein  particnl&res  Integral  der  Gleichnngen  2)  oder  3) : 

80  ist  anch  offenbar: 

and  diese  Ansdrücke  bilden  ein  System  zusammengehöriger  particnlärer  Integrale. 
Habe  man  jetzt  n  pärticnläre  Integrale  fOr  die  Qleicbnngen  SJ,   oder  was 
dasselbe  ist,  ftkr  die  Gleichung: 

x,=f{x\  x,=r(*),  x,^f^%)  .  .  .  Xn^f^''-%\ 
80  ist  nach  Abschnitt  15)  das  allgemeine  Integral: 

Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  su  finden  aber  muss  man  n ,,  a,  •  •  • 
a    als  Functionen  von  x  betrachten,  und  die  Variation  der  Constanten  anwenden, 

welche  in  den  Gleichnngen  4)   des  Abschnittes  16)  enthalten  ist.    Es  wird  näm- 
lich, wenn  man  dort  setzt: 


bezüglich  für 


für 


dx   *        dx  dx 


Ar 


rf/-(x)  rf«.  rfr  (*)  «fe,     ...  «y("-0(x).'*".._^ 

dx     dx  dx       dx                          dx           dx 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 
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ein  System,  welches  alle  et  durch  Quadraturen  gibt. 

Eben  so  einfach  übertr&gt  sich  das  in  Bezug  auf  die  Beduction  der  linearen 
Differenzialgleichung  Qcsagte  in  dem  Falle,  dass  man  weniger  als  n  particnlftre  In- 
tegrale der  Gleichung  4)  kennt,  auf  diesen  Fall. 

Ist  nämlich 

ar,=f(ar) 

ein  gegebenes  Integral   der  Gleichung  4),   so  kann^  man  das  allgemeine  Integrml 
der  Gleichung  1)  gleich  uf{x)  setzen,  und  hat  dann  offenbar: 

dx^  dx^   ^    dx    dx  "^'^^dx^ 


dx""  dx""  ^      «te"-'  ''^        ifa"-2  de" 

wo  die  Grössen  »|,  n,,  n,  •  •  •  die  Binomialcoefflcienten  Torstellen, 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  ein,  und  berücksichtigt  dass: 

.fi  "^'        *     dx  ».fi-i 

dx  dx 

vermöge   der  Definition  Ton  f{x)   ist,    so  ergibt  sich  daraus  eine  Gleichung  ron 
der  Gestalt: 

wo  «1,  «2  •  •  •  (c    Functionen  von  x  sind;  setzt  man  also  wieder: 

du 

80  hat  man  die  Gleichung  n—lter  Ordnung: 

dx""^  dar  «-*,te«-2       "* 

zu  integriren,  wonach  dann: 

u=^fvdx 
sich  durch  Quadratur  ergibt. 

Es  ist  auch  klar,  dass,  wenn  die  Gleichung  4)  zur  Integration  vorliegt,  also 
il  ,  .=0  ist,  dann  auch  a  =0  wird.  Sei  u^f(x)  also  das  allgemeine  In- 
tegral der  Gleichung  4),  und 

so  hat  man: 

^n-l  dx  «~l  ^n-2 
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Die  Schlüsse  für  den  Fall,  wo  mehr  als  ein  particol&res  Integral  der  Glei- 
chung 4)  gegeben  iBt,  sind  nun  wie  in  Abschnitt  16}  sn  machen.  Ist  f'{x)  ein 
zweites,  so  mnss  also  r(x)=u^f(x)  gesetzt  werden  können,  da  Uif(x)  das  allge- 
meine Integral  ist.    Es  ergibt  sich: 

Man  hat  also  ein  particnläres  Integral  der  Gleichnng  7),  dnrch  welches  die  Glei- 
chung 6)  um  eine  Ordnung  redndrt  wird  n.  s.  w. 

Die  Batze  des  Abschnitts  17)  lassen  sich  unmittelbar  auf  unsem  Fall  anwen- 
den.   Wir  specialisiren  daher  nar  den  Satz  III),  welcher  jetzt  lautet,  da 

zn  setzen  ist: 

„Ist  X|=^(d;,  a)  ein  particulires  Integral  der  Gleichung  4),  wo  a  eine  will- 
kfirlidia  Constante  ist,  und  man  f&r  jedes  a  hat : 

für  den  Fall,  wo  a;  =  a  ist,  so  ist: 

a)  da 


»1=   /      A*» 
•^   0 


vermehrt  um    das   allgemeine  Integral  der  Gleichung  4),  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichnng  1)." 

Diese  Methode,  welche,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  immer  die  Variation 
der  Constanten  ersetzt,  ist  oft  bequemer  in  der  Anwendung  als  die  letztere. 

Was  endlich  die  linearen  Differenzialgleichungen  mit  eonstanten  Coeffidenten 
^.,  A^  •  •  •  A     anbetrifft,  so  werden  hier  die  in  dem  vorigen  Abschnitte  gege- 

benen  Betrachtungen  sehr  einfach.  —  Seien  in  der  Gleichung  4)  in  der  Thal  die 

Coeffidenten  constant,  so  setzt  man  x^=s     ,  und  durch  Einsetzen  in  Gleichung 
4)  erhAlt  man: 

Die  fi  Wurzeln  dieser  Gleichung  m|,  m,  •  •  •  m    geben  eben  so  viele  particnläre 

Integrale,  und  man  hat  als  allgemeines  Integral: 

m  X 

^  jn,X  I  Jf^mX   1  ^    Ä    1 

J:^  =  a^e    »   +«,«    t   ^    .   .   ,   „^^       i 

wo  CT.,  er,  •  •  •  a     willkürliche  Constanten  sind.     Seien  m  ,  m.  conjugirte  ima- 
ginäre  Wurzeln,  so  setzt  man: 

m  =fl-f-W,        «1-=«— M, 

«,=i(A+H),        «,=i(A-Ai), 

und  erh&lt: 

m  X         m  X      ax 
«  «  *    +«1«       =«    (AcosAjr+AsinÄx), 

wo  h  und  k  willkürliche  Constanten  sind.    Werden  2  oder  mehrere  Wurzehi  m^, 


m  ,,  m  „  •  •  •  gleich,  so  denkt  man  sich  dieselben  cunftchst unendlich  wenig  von 

m  X 
einander  verschieden.    Ist  nun  a  e'     das  m     entsprechende  particuUre  Integral, 
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MX  MX 

d(a^e    '    )    d«(«^e  '  ) 

Bo  müasen  auch  — >  — -f ...  die  Gleichung  erfüllen,  Ausdrücke, 

f  s 

für  welche  man  erhalt: 

MX  MX 

M^X  fll.dD  M.X 


y,«  '  +*^,«   '   -i-x'tc^e  '   , 


da  d*a 

Die  Ausdrucke   ß^=:.--L,  y  = i  sind  als  willkflrliche   Constanten  zu  be- 

*       dm^   '»      rfm^» 

m  /  X         M  ff  X 

trachten,  und  diese  Werthe  in  x^  statt  der  ausfallenden  «  ,  e        ,  a  „e         •  •  • 

einzusetzen.      Wie  leicht  zu  sehen,   hat  dann  das  Integral,  wenn  f-fl  Wurzeln 
gleich  sind,  die  Form: 

_  M.x  I        w.a?  ,  ,  11 — f    /^  ,  «  ,  I» 

ar^rrir^e    *  +ff,c    *    +  .  .  .   +«^_^  c  (1+ai  «H-a^ap'-f  •  •  •  a^x  ). 

Dieser  Ausdruck  hat  in  der  That  n  willkürliche  Constanten. 

Wir  fügen  diesen  Betrachtungen  einige  Beispiele  für  die  Integration  linearer 
Differenzialgleichungen  hinzu. 

I)  Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichung: 

wo  a|,  tf«  .  •  •   a    Constanten,   f(x)  aber  eine  beliebige  Function  Ton  x  ist.  — 
Setzt  man  f{x)  zunächst  gleich  Null,  so  hat  man  als  vollständiges  Integral: 

wo  statt  der  willkürlichen  Constanten  gesetzt  ist: 

^  MC 

^"^MmC  — Itl«  C  II 

«i«        '   »  «a«        ■      V       ' 

wie  dies  ja  bei   willkürlichen  c  immer   geschehen  kann.    m|,  m,  •  •  •  m    sind 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

n  n— I  n— 2  .         «.     ^   _a 

m  — a,m        — a«»        —  ...  — ft        m— ä  =0. 

Um  die  Auflösung  der  Gleichung  zu  finden,  wenn  f(x)  beliebig  ist,   haben  wir 
gemäss  dem  Satze  3)  des  Abschnittes  17)  zu  setzen: 

wenn  x  =  c  ist,  und  dies  fuhrt  zu  den  n  Gleichungen: 
10)  «i+or»  •  '+«^=0, 

?•    ff 

fi    f» 
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n     n 

«im,         +«,"»«         +  .  .  .  +a^m^        =f{c). 

Anflösungen  dieser  Gleichungen  lassen  sich  leicht  nnter  allgemeiner  Form  fin- 
den.   Setzen  wir  nämlich: 

F((r)  =  x  —a^x  ~   —  .  .  .  — a^_  ^x— a^, 

80  Bind  ffip  m,  •  •  •  m    die  Wurzeln  der  Gleichung: 

F(«)=0. 

Wollen  wir  nun  s.  B.    a^  bestimmen ,   so  multipliciren  wir  die  Gleichungen 

10)  bezüglich  mit 

*>  *i  •  •  •  *n-^»  ^ 
und  addiren  sie,  indem  wir  zur  Bestimmung  der  k  setzen : 

11)  ib+ib^ma+i,  «•,»+*.«,•+  •  •  •   +*^_2«,'*""^+ «.*■"' =0, 
it+it,m,  +  ft4m,»+A,m,«+  •  •  •  +ir^_2  "•»""^^ +"*»'*""  ^=^ 


•  •  • 

•  •  • 


und  erhalten: 

12)        «i(ir+Aim,+Jt,mi«+*,m,»4-   •  •  .  +*„_2»»i"~^+ mj'**~')  =  /'(c). 

Setzt  man  also: 

A+A,x+*,:r>+  •  •  •  +*^_2J:'*""V4f'*'"*=y(4:), 

so  lehren  die  Gleichungen  11),  dass   m^y  m^  •  >  •  m     die   n— 1  Wurzeln  der 

Gleichung: 

y(a;)  =  0 

sind;  man  hat  demnach: 

«.(«)=  («—m,)(j:—m|)  •  •  .  («— «J= — i-^-. 

Für  x=m^^  wird  dieser  Ausdruck  ={;  man  erhält  aber,   wenn  man  Zähler  und 
Nenner  differenziirt: 

y.(mi)=F'(mj), 
wo 

zu  setzen  ist. 

Die  Gleichung  12)  gibt  dann:' 

« -IM- 

und  es  ist  ersichtlich,  dass  man  durch  ein  gleiches  Verfahren  erhält : 

«  — M_  „  -_M.      „  _  fic) 

Man  hat  also,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  9)  setzt: 
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>*)  x.=f(c)\' +  f +...+f I, 

Bezeichnen   wir   diesen  Ansdnick  mit  /(c),   so    let   das   allgemeine  Integral   der 
Gleichung  8): 

*^  0 

wo  %Ij{x)  das  in  9)  gegebene  Integral  ist;  also: 


II)  Nehmen  wir  femer  als  Beispiel  einer  Gleichung,  deren'Coefflcienten  nicht 
constant  sind,  die  folgende: 


<Y II  <r,  •••(¥.  a  und  b  sind  Constanten. 

Man  findet  ein  partielles  Integral,  wenn  man  setzt : 

x^=^ax'\^b)^, 
denn  wenn  man  dies  einsetzt,  ergibt  sich: 

FÖ^-l)  •  •  •  (p-n+l)a'*+ffiP(p~l)  •  •  •  (;?-ii+2)a*~^+   •  •  • 

eine  Gleichung   nten  Grades  für  p,   deren  Wurzeln  Piy  p%  *  •  •  p^  sein  ipögen* 
Das  allgemeine  Integral  ist  dann: 

p 

x^z=e^{ax+b)^^^\'C^(ax-\-b)^*^\^  .  .  .  +c^ («*+*)  ". 

Für  den  Fall,   dass  2  Wurzeln  unserer  Gleichung  gleich  werden,  sind  ähnliche 
Betrachtungen  wie  früher  zu  machen. 

m)  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Di£ferenzialgleichnng 

^  =  F(x) 

cte* 

betrachten.    Selbstyerstftndlich  lässt  sich  das  Integral  derselben  direct  bestimmen. 
Man  hat  nftmlich: 

!^-^|=:/F(a:)rf:r+c,    !L_^i=  /  rfx  /  F(.j)(ir+ca:  +  c„ 
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^=  fdx  fdx  rF(x)äx+cx*+CtX+c^ 

,  n—S     /       ,/         / 


dz 


'  •  •» 


al«o  scblieBslich : 


x^'szCdx  f  dx  .  .  .  r  F(x)dx+ex^     \c^x^     ^+c,x^    ^+  .  .  . 

wenn  man  nnter   der  Bezeichnung  /  ^  das  n  fache  Integral  nach  derselben  Va- 
riablen X  genommen  yersteht. 

Wendet  man  jedoch  auf  die  vorgelegte  Qleichnng  die  Variation  der  Constan- 
ten an,  so  erhalt  man  einen  andern  bequemem  Ausdruck. 
Die  Gleichung 

dx^ 


hat  offenbar  als  ToUstftndiges  Integral  den  Ausdruck: 


y=:ft-|*ff|«-f-a,«*4-  •  •  •   +«-_,* 


wo  ff,  a„  ft,  •  •  •  f^^.  Constanten  sind. 

Es  ist   also  (siehe  die  Gleichungen  5)  dieses   Abschnitts)  für  x^    derselbe 
Ausdruck  zu  setzen,  wo  man  die  GhrOssen  «  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


^^     «  da       n 


(fi— 3)(fi-4)  .  •  .  1  — — .+(fi-2)(n-3)  •  •  •  2« 


dx 


+(ii-l)(n-2)  .  ..8«»-^=0, 

(n-2)(*-3)  .  .  .  2.1  -^-H(n-l)(n-2)  •  •  •  Ar  -^=0, 

da  _ 
(n-l)(n-2).  ..2.1-~-i=F(*), 

Gleichungen,  aus  welchen  sich  ergibt: 

^n- 1  _         F(x)  ^n-^2 xF(x) 

dx    ""1.2...(n-l)'        dx    ""     1.2. ••(«-2)' 

^n-3_  ar«F(g)  ^n-4 1  x* F(x) 

dw    ''2.1.2.*.(ii-3)'         dm     "      1-2.3 1. 2. ..(fl-*)' 
nnd  allgemein: 
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da 


«— 


dx 


1.2.3...  (n-f)\        ^    1-2  1.2-3 


Eb  ist  aber  nach  dem  binomischen  Satze: 

woraus  sich  augenblicklich  ergibt: 

""5 =(  — 1)  1— ö 7 ^*  ^W» 

I— 1 


"n-.^rrh^)/''  '^('^'^' 


also: 


ar,=^«*     ^rF(x)dx-'(n-l)x^'''^  fxFix)  dx  + 

^OLzji|=^,«-.y;.,(,),,^. . . .  ^(_i)"-Y,-..(«).i.)_J_. 

Führt  man  noch  die  Integrationsconstnntcn  ein,  so  ist  dieser  Ausdruck  zu 
vermehren  um: 

ex         H-CjX         +  .  .  .  +c^_o*+c^_i- 

Dieser  Werth  ron  x^  liesse  sich  auch  unmittelbar  aus   x^^z  j  ^  F(x)  dx^  durch 
theilweises  Integriren  gewinnen. 

23)  Zurückffihrnng  der  nicht  linearen  aber  homogenen  simul- 
tanen Differenzialgleichungen  und  der  entsprechenden  Gleichun- 
gen höherer  Ordnung  mit  2  Variablen  auf  Quadraturen. 

üeber  die  höheren  Differenzialgleichungen,  welche  nicht  linear  sind,  Iftsst  sich 
wenig  Allgemeines  in  Bezug  auf  die  Integration  sagen.  Jedoch  treten  noch  bei 
gewissen  anderen  Formen  wesentliche  Rednctionen  ein. 

I)  Denken  wir  uns  zunächst  ein  System  simultaner  Differenzialgleichungen 
unter  der  allgemeinen  Form  : 

IN  ^    f  dxy       dx2  '^v         f. 

1)  f,  {',  *..*•••  Vrfi"'    rf^  "  ■  "AT  =  ^• 


dx  1  dx  •  Äy 

Die  Definition  einer  homogenen    Function  pter  Ordnung   von  2  Variablen    x.  y, 
T  (^)  y)  h^ben  wir  oben  dahin  gegeben,  dass  sie  die  Form  annehmen  kann : 


^{x,  y)  =  a?''v'(|)- 


Wir  definiren  jetzt  eine   homogene  Function  tou  n-f  1  Variablen  x^  x^  •  •  •  x 
pter  Ordnung  dahin,  dass  sie  die  Form  annehmen  kann: 
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y(»,  «•„  «.   .  .  .  ,^)=a:''^^-,    -  ...   -.;. 

Setzen  wir  jetzt   voraus,  die  Functionen   anf  der  linken   Seite   der  Gleichungen 
1)  seien  homogene  Functionen  von  irgend  einer  Ordnung  von  ap,  o;,,  jr,  •  •  •  x  , 

nicht  aber   Ton   den  Di£ferenzia1quotienten.    Jede  der  Gleichungen  kann  CLbrigens 
eine  andere  Ordnung  haben.    Es  gilt  dann  folgender  Satz: 

,,Das  System  1)  Iftsst  sich  immer  anf  ein  anderes  zurückföhren,  welches  eine 
Variable  und  eine  Gleichung  weniger  enthält** 

In  der  That  nehmen  unserer  Voraussetzung  gemäss  die  Gleichungen  1)  die 
Form  an: 


2) 


(X,      x^  *«     dx,      ^  ^Ko 

^»W'    T  •  •  '  1^'     dx'     dx   "  '    1/*/""' 

indem  man  die  heraustretende  Potenz  ron  x  weglässt.  Wir  machen  nun  die 
Substitutionen : 

«i=yiJf»  ««=yt*  .  .  .  x^=y^Xt 
dxi  dvi      dx^  dy^  n       _  ,     ^n 

so  werden  sie  von  der  Gestalt  sein: 

3)         y^(y..  y.  •  •  •  V  y.+*  -£.  y*+*-^  •  •  •  9n+'-£)=^' 

an*  welchen  «ich,  wie  leicht  sn  (ehen,  fOr  die  GrOsien: 

a,^    ar^    .  .  .    X  — 
dx^       dx  dx 

Werthe  ti,,  ti,  .  .  .  u    ergeben,  die  nur  y^,  y,  .  .  .  y^  enthalten: 

dx  dx       ^  dx       n 

Indem   wir  jede   der  Gleichungen  4)  durch   eine ,   z.  B.  durch  die  erste  diri- 
diren,  erhalten  wir  n— 1  Gleichungen  von  der  Form: 

«yi    «i    ''yi    «I  «(yi   «i 

welche  nur  y^  y«  •  •  •  y  enthalten,  also  in  der  That  ein  System  mit  einer  Va- 
riable weniger.  Nach  dessen  Integration  gibt  jede  der  Glerchungen  4),  z.  B.  die 
erste : 

X         «i  «^      «i 

Es  iat  also  x  durch  Quadratur  bekannt,  und  man  hat  dann  auch: 

a:,=y,a?,  «j=y,a:  .  .   .  x^zzy^x. 

FQhrt  man  das  System  1)  auf  eine  Gleichung  nter  Ordnung  zwischen  2  Variableii 
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zurück,  so  besteht  die  Reduction  darin,  dust  die  Integration  dnrch  eine  Gleichung^ 
fi  — 1  ter  Ordnung  und  eine  Quadratur  gegeben  ist. 
Anwendung.     Sei  gegeben  das  System: 

dx~   u^     dx  ^  u    '  '  '      dx     "~  •«  * 

äx 
y(«,  «I»  *,    .   .  .  X^y  -^  =0, 

Setzen  wir  yoraiu,  daas  die  Function  (f.  in  Bezug  auf  x,  x^,  x^  ,  • ,  x    homogen 

■ei.    Die  übrigen  Gleichungen  des  Systems  sind  ebenfalls  homogen  in  Bezug  aaf 
diese  Grössen,  wenn  man  hat: 

wo  or,  «1   .  .  .  a     Constante  sind. 

Es  kann  dies  System  aber  auf  die  folgende  Gleichung  fiter  Ordnung  zurück- 
geführt werden: 

dx,       d,x,  ^ii-i^>         V\  _^ 

ax       Ar  dx      ^        dx 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

*r7?i/-^Er'''r  dx)" lü 

Sei  z.  B.: 

X 

so  ist:  « 

dx.  dx,  rf.JT.  «f.«.  «— 1*»      «^""^JTi 

Unsere  Gleichung  nimmt  also  die  Gestalt  an : 

wo 

©=lgx* 
ist,  nnd  diese  Gleichung  kann  auf  eine  Yon  n— iter  Ordnung  reducirt  weiden, 

dx          it^'^^x 
wenn  q>  in  Bezug  auf  «,  jt.,  -j-^  •  •  • *  homogen  ist.  Diese  Gleichung  nimmt 

auch  die  Gestalt  an: 


Beispiel  A.    E«  sei  gegeben: 


V  1/ 


Betrachtet  man  e     ^  -V^-  als  eine  besondere  Grüsao  c,  so  ist  die  Gleidiang  in 


ad'x. 


dv^ 


Beivg  auf  0?!,  -j^,    e'^  nicht  aber  in  Besag  auf  %  homogen,  wie  dies  Min  mnst. 
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Die  Rednction  geschieht,  indem  wir  setzen: 

a     dx. 

so  dasB  sich  unsere  Gleichung  verwandelt  in  das  System: 
Es  sind  nnn  die  Substitutionen  xn  machen: 

rflg(x«)        «^         ^    ^         «  ' 

,i~,  a.  ""    acte        a    dx'^   a' 
d\g{x  ) 

Die  Oleichnngen  des  Systems  werden  also : 

üdx 

Setzt  man  die  ans  beiden  Gleichungen  gezogenen  Werthe  Ton  —  gleich,  so 

X 

erhalt  man: 

also  in  der  That  eine  Gleichung  erster  Ordnung  mit  2  Variablen. 
B  e  i  s  p  i  e  1  B.    Es  sei  gegeben  das  System : 


und 


if  =  ax,, 


wo  die* Function  if  in  Bezug  auf  »,  «,,  jt,  homogen  ist.    Man  hat  dann: 

-pi=:-2      oder    — V^-i=2«,,  . 
dx      Xi  dx 

und 

7  (*»  *«»  4  -5—»  t  —Si— )  -"» 

oder  was  dasselbe  ist: 

Diese  Gleichung   llUst  sich   also  immer  der  Form  1)  gegeben ;  es  sollen  aber  die 

auf   eine   von  erster  Ordnung  reduciren,  Gleichungen    nicht  mehr  in  Bezug   auf 

.  ,     ^  ,  d(x.*)   ^  alle  Variablen,   sondern  auf  die  abhftn- 

wenn  ^  in  Bezug  auf  x,  x,  -^LJ   ho-  ^^^^  Variablen  «„  «,.•.*„  nnd  ihre 

mögen  ist  Diffcrenzialquotienten ,     homogen    sein. 

Daas  sich  aus  diesem  Satze  noch  eine  'S^^  ^*"^.  *!^*  ^•!f  ^?**'  5^"  fY^  ^" 
Menge  anderer  Besultate  ziehen  lassen,  System  auf  eins  mit  einer  Variablen  we- 
ist  leicht  ersichtlich.  '*'««''  reduciren  lässt.    Offenbar  nehmen 

n&mlich  in  diesem  Falle  die  Gleichungen 

II)  Sei  jetzt  wieder  ein  System  von   1)  die  Form  an; 

"$^  '    «,'    Xg  «,'    x^dx*    x^dx       *  *   x^dx   " 

Hierin  substituirt  man: 

*.=yi«j»  «•=y««i  •  •  •  «„=y,|«i*i» 
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und  erhält: 


nc... '.•••'.-.•  l;S^^I;Ä+%-. 


x^       dx         ax 


dx 

Ans  einer  dieser  n  Gleichungen  wird  die  Grösse  — -j-  gefanden  nnd  in  die  fibri- 

x^dx 

gen  eingesetst    Man  hat  dann  m— l   Gleichnngen  mit  n  Variablen: 

*»  yp  y*  •  •  •  y^«,, 

nach  deren  Integration  man  erhält: 

-^  =  U,       also        lg  «1  =  füdx, 
x^dx  %ß 

wo  V  nur  ar,  y,  •  •  •  y  enthält,  die  sich  also  nach  der  Integration  alle  als 

Ennctionen  einer  Variablen  x  ergeben.    Schliesslich  ist  in  .setzen : 

*«=yx*f  ••  •  *«=y,i_i*i' 

Beispiel  A.    Sei  das  System  gegeben: 

dx.  dx^  »—I 

y.(«,  «,,   ar,    .  .  .   «^,  -j^  =0, 

n 
wo  y>  eine  in  Besng  auf  ar, ,  dp,  •  •  •  »   ----  homogene  Function  sein  soll.    Die 

n  ox 

übrigen  Gleichungen  sind  offenbar  in  Bezug  auf  die  Variablen   und  ihre  Differen- 

zialqnotienten   ebenfalls  homogen. 

Man  kann  aber  das  System  ersetien  durch  die  Gleichung: 

i/j»      d^x  oTf 

wo  y-  in  Bezug  auf  a?,,   •^,  -7-^  •  •  •  i  homogen    ist,    und   die  Integration 

ax     ax  j^n 

dieser  Gleichung  gelingt  also  mittels  einer  andern  von  der  Ordnung  n—l. 

Beispiel  B.    Es  sei  gegeben: 

d^x^      A  dx,      Bx^ 

dx*^  X   dx"^  X*         * 

eine  übrigens  lineare  Gleichung ;  wie  denn  alle  linearen  Gleichungen  ohne  Schluss- 
glied nur  einen  besondem  Fall  der  jetzt  betrachteten  bilden.  Wir  ersetzen  sie 
durch  das  System: 

«fe.      A  dx^     ^*i_A  <^i  ^^ 

nnd  indem  wir  einführen: 

*>=yi*i» 
erhalten  wir: 


^'  dx^""'  dx^  X    dx^  x^  ""' 


dx^  __ 
-ST-yi*!' 
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oder  durch  Eüuetien  tob; 

1  dxi_ 

aot  der  sweiten  Gleichnng  in  die  erste: 
FlUirenwir  hier  ein: 


so  kommt: 


oder: 


^^'üi' 


d   h.: 


1  1    ,         du\       Ä      ß       ^ 

«2=(il-l)«+Ä«"+l, 
^**~jÄii«H.(il-l)i.+l' 


ans  dieser  Gleichnng  ist  «  nnd  folglich  anch  y^= —  als  Function  ron  «  hekannt. 

Vermittelst  der  Gleichnng: 

dx, 

erhilt  man  dasn: 

Ans  den  Werthen  ron  x  nnd  a?!  ist  dann  u  sn  eliminiren. 

24)  Ueber  Systeme,  die  nicht  homogen  sind. 

Eine  Bednction    tritt    auch    bei   andern  Formen   ron    Differenzialgleichnn- 
gen  ein. 

I.    Möge  ein  System  von  der  Fonn  gegeben  sein: 

n  fix  dx 


)=. 


A 


^  dx  dx 

p  4-1  dx 

dx 


i)-"- 


WO  die  Exponenten  p^^  p%  .  •  •  />    beUebige  Zahlen  sind. 


«*       -? 
d« 
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Es  l&88t  sich  auch  dies  System  auf  eins  mit  einer  Variablen  weniger  reda- 
ciren.    Zn  dem  Ende  setzen  wir: 

X.—. 1  *a •  •  •  *^ 9 

*Pi  xP»  "     P» 

X 

und  erhalten' ein  neues  System  ron  der  Gestalt: 

Diese  Gleichnngen  geben  die  Grossen  x-j^i  «  ,—  •  •  •  '-j-  als  Functionen  Ton 

(US       dx  ox 

«^  allein.    Üurch  Division  jedes  dieser  Ausdrucke  durch  einen  davon  erhält  man 

du  ^n 

die  Grössen  —-  .  .  .  -r—  als  Functionen  [der  ti.     Nach  der  Integration  dieser 

Gleichungen  ergibt  sich  dann: 

X 

wo  dann  anch  ^i,  x^  .  .  »  x    bekannt  sind. 

Anwendung.    Kehmen  wir  den  Fall,  in  welchem  das  System: 


oder  die  Gleichung: 

die  obige  Bedingung  erfUUt.    Offenbar  ist  dies   immer  bei  den  n—  i  ersten  Glei- 
chungen der  Fall,  wenn  man  setzt: 

denn  diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 

l>4+ii-i  dx 

Es  kommt  also  nur  auf  die  letzte  Gleichung  an,  welche  die  Form  haben  mnss: 

dx^ 


oder: 


f(xP^x,,J'^+'  ^«Pi  +  ^  ^  .  .  .  «Pi+'*  f^\  =0. 

dx  dx*  ^n  ß 


dx' 

p^  ist  eine  ganz  beliebige  Zahl.  —  Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  w&re  p^zz-^1,  so 
ergibt  sich: 


^/«.      dx.       d*x.  »— 1  <i**t\  -  A 
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In  diesem  Falle  l&sst  sich  der  Bedingung  auch  eine  iMidere  Form  geben.    D» 
sich  n&mlich  jede  homogene  Gleichung  awischen  yi  y^  ^s  •  •  •  y^  '''^  ^^^  Form 

bringen  Iftsst: 

^y,(yi,  Vi  ...  Üü)==o,   oder  y(2i,  ä^  ...  ?^)=0, 

^y    y .       y'  ^y    y        y' 

■o  wird  jede  in  Bezug  auf  die  Variablen  x,  »|,  x,  .  .  .  x.  und  auf  die  Di£fercn- 

ziale  dx^  dx^^  d}x^  ,  ,  .  i^x^    (nicht    auf    die  Di£ferenzialquotienten)    homogene 
Gleichung  die  Form  annehmen: 


** 


d.  h«: 


—  1 


^/x.      dar.         'px,  n— 1  a        x.\      _ 

also  die  obige  Form.  Man  hat  also  auch  den  6ats:  „dass  jede  inBeiug  auf  alle 
Variablen  und  die  Differenziale  homogene  Gleichung  um  eine  Ordnung  erniedrigt 
werden  kann.** 

Beispiele.    Sei  gegeben: 

iix»d»y  =  (xdfy— yd»)«, 

eine  in  Bezug  auf  x,  y,  dx^  dtf,  d*y  homogene  Gleidhung  vierter  Ordnung. 
Wir  schreiben  sie  snn&chst  unter  der  gewöhnlichen  Gtestalt: 

und  vertauschen  sie  mit  dem  Systeme : 

Da  hierpi=— 1  ist,  setzen  wir: 

y  =  fi>,     yi  =  fi„ 


und  erhalten: 


oder: 


also: 

setzt  man  noch : 

so  erhält  man: 


du.  ,  du.     ,  ., 

x-^+ii,=fi,,  nx^  =  (ii,-t»i)«, 

dx_     du^  du, 

(«,  ^ti  i)  (fti  ^  =  ti  dl«, ; 


t»j-«i=si»i 


=  dii^,  f«^=lgc(ü— n)  , 


»— n 


d.  h.: 


e*=c(r-n)", 
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wenn  man  wieder  Betst: 


£b  war  femer: 

dx_     All    <^i_     i»<jp     _    di;       c7« 

also: 


WO  A  die  Integrationsconstante  ist.    Ans  dieser  Gleichung  und  ans  e    =e(v—ny 
ist  V  SU  eliminiren.    Es  kommt: 


f» 


«  X  n 


eine  Gleichung,  die  2  willkürliche  Gonstanten  e  und  k  enih&lt. 
Sei  femer  gegeben: 


Offenbar  erfüllt  diese  Gleichung  die  rerlangte  Bedingung.     Wir  nehmen  daf&r 
das  System: 

und  Bubstituiren  wie  oben: 

da  die  Gleichung  y^^^n^  nichts  Neues  gibt.    Wir  erhalten: 


t  »  /  du  ,     X.  dy.       du  , 


Aus  der  zweiten  Gleichung  sieben  wir: 

dx        du 


x'^  y^-u' 


und  indem  wir  dies  in  die  erste  setien : 

d.  h.: 

du    _  mu  dy^^  dx 

Wir  fahren  hier  indess  wieder  ein: 

«  Vi 

und  erhalten: 

^ydyx      dy^ 

d.  b.: 

^  yi<^yi  ^dy 

y  =  c(l+y^«)», 
oder : 


alflo: 

dxzz 
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n.    Seien   wieder  n  Gleichungen  mit  in  eine  n— ster  Ordnung: 
n+1  Variablen  «,  x,,  «,   .  .  .  «    und  ,._, 

«                            i           du        d       y\ 
ihren  DifFerenKialen  gegeben.  /"  I  *»  y»  T^ ' ' ^  f ' 

Setzen  wir  rorans,  dass  alle  eine  der  \  ^x        dx^~'/ 

Qröesen   x     nicht  selbst,    sondern  nur         ,     ,  t  *  ^  *•      «^r««j««  «;«i 

s  '  nach  deren  Integration  gefunden  wird: 

ihr    Differenxial     enthalten,     so     kann  r^\ 

man  dx^  eliminiren,  und  man  hat  n— 1  ^  -   f     »,aJ 

Gleichungen  mit  n  Variablen,  nach  de-  '-' 

reu  Integration  x    sich  durch  Quadratur  p(g\ 

'  ^  wol^^dast lache    Integral    von    y 

ergibt.   —    Sind  in  den   Gleichungen  I  J 

Variable  *,.  «,j.j   •  •  •  *,^.«_l  ^^^  "**^  ^  vorstellt. 

selbst  enthllten,    so  ergeben  sich  durch  ^^  '"»^  Besondem  die  Gleichung: 

Elimination  ihrer  Differenziaien—I  Glei-  ij^~^x      J^x  \ 

chungen   mit  n— <-f  1  Variablen,   nach  ^1 — .',   i|  =0 

deren  Integration  man    noch   <  Quadra-  ^dx^"^      dx^  / 

turen  hat,    welche   sich   vermittelst  der  , 

Gleichungen  ex^eben,  welche   ffir   dx.  ««««^^n,  so  ist  au  setzen: 

Ap^  I  j   .  .   .  <^,^^_i   gefunden  wer-  o] «,  ^ 

den.      Es    tritt   aber  auch  schon   dann  dx^'~^. 

eine  Beduction    ein,    wenn   von  den   n  /     d  \ 

Gleichungen  nur  »— #  ^^"^  *«»  *i4-i  *••  fKv^  ji"^^^^ 

*-_!_#     «   zugleich   aber  auch  von  ihren     .      /,,  .  .  ,.     .  *  r^..-^— 

<+i~i      ^  eine  Gleichung,  die  immer  auf  Quadra- 

Differenzialen    frei  sind.     Denn  es  ent-  turen  führt,  da  sich  daraus: 

halten  dann  diese  n—t  Gleichungen  nur  >                           j 

n^f-f-l  Variable,    können  also  integrirt  :#    '^^(y)*  ^^~f\ 

werden.    Die  übrigen  f  Gleichungen  ent-  ^                      9'W 

halten   dann ,  wenn  man  nach  der  Inte-  ergibt. 

gration  aus  den  Integralgleichungen  die  2)  Da  von  den  Gleichungen : 

Grössen  «,*,...«        .  x    i^,  .  .  .  ' 

—       '~r*  1                   •                      dx 

x^  als  Functionen  von  x  bestimmt  noch   **i -       dx^  _  n^\ 

s-hl  Variablen,  und  das  System  zerfEUt  «*  «*  ax  n 

in   diesem  Falle    in   eins  von  n—%  und  /  ^n\ 

eins  von    I  Gleichungen,  oder  in    eine  /^i  «,  «,,  «,  •  • .  jt  ,  "jT/^^^ 

Gleichung  n— «ter  und  eine  Iter  Ord-  n    ax 

nnng.  ^v  ^.    ^,  ,  .  welche    einer    Gleichung    nter  Ordnung 

Anwendungen.    1)  Die  Gleichung  gleichbedeutend  sind,  die  n-1  ersten  x 

nter  Ordnung  mit  2  Variablen:  „„^  ^r,    selbst  nicht  enthalten,   so  wird 

(^        d'"^^  ^     \  ^^®  Gleichung  immer  um  eine  Ordnung 

-         *     - ?l        fL£l  I  _  A  niedriger,   wenn  x  oder  *.  auch  in  der 

'  dx'  '  dx'+'    '"dJ^f  GWchung: 
verwandelt  sich  offenbar  durch  die  Sub*  /  dx^  n\  ^^  r. 

•tJtution:  ^V*»  **'    "3?  •••  "S?;" 

d    X 

— — l=y,  nicht  vorkommen,    diese   also  die   Ge- 

lb;' Btalt  hat: 
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fL    ±1    !?!^  ^\-o 


dx 
oder: 

dx* 

Die  letzte  Form  ist  jedoch   schon  in  1)  enthalten.    Fehlen  jr  nnd^r,  gleichzeitig, 
hat  man  also: 


so  tritt  eine  Bednction  nm  2  Einheiten  ein. 
„Allgemein  aber  lässt  sich  die  Gleichung: 

f{^,  ^S,  ^1^.  ...:^\=o, 

\  dx'     dx'  +  ^      <fc*+»  dx*  f 

anf  eine  von  n— s— Iter  Ordnung  rednciren,  also  anf  eine  um  eine  Einheit  niedri- 
gere, wie  die  in  1)  betrachtete  Gleichung/* 

Denn  setzen  wir: 


d.^       •  +  ^'-^•"^•-^«•••■17 


so  hat  man: 


Es  ist  aber: 


dx  dx   ,  dx 

oder  wenn  man  alle  diese  Gleichnogen  darch  die  erste  dividirt: 

dx    I        X  dx  X  dx  X 

s+x      «+s        s+l      t+i  «+i       «+8 

Es  sind  dies  n^i—i  Gleichungen,  welche  verbanden  werden  mit  ^=0,  ans  welcher 

dx 
*+  1 
Gleichnng  man  dx  mittels  ^-z —  :=  x   ,      eliminirt. 

dx  i+« 

Es  ergibt  sich: 

I»— 1^ 

Man  hat  also   n— s— 1  Gleichnng  mit  n— s  Variablen»  welche  sich  auf  eine  von 
fi— 5— Iter  Ordnung  zurückfahren  lassen. 

8)  Ist  namentlich  gegeben  die  Gleichung: 


dx^     '       dx" 
so  kann  man  sie  ersetzen  durch  das  Sjstem: 


f  ('.-.'  lih'' 


dx_\  dx 

dx  » 
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nnd   wenn   man  ans  der  sweiten  Glei-  oder: 
chung  in  die  erste  substitnirt: 

dx 


fix  j  X       -r 1=0. 

Ans    dieser    Gleichung  aber  kann  man 
erhalten : 

n—l 

eine   Gleichung ,   deren  Auflösung  sogar 
durch  (^ladratnren  gelingt. 

Beispiele.     Sei    gegeben  die  Glei- 
chung: 


atf  =  c— a- 


('^£)'=-S- 


Diese  Gleichung   ist  von  x   und  y  frei, 
sie  muss  also,  wie  in  1)  dargethan,  auf 
Quadraturen  fuhren. 
SeUt  man  in  der  That 


so  folgt: 


dx 


l       du 

(i+«')*=«s' 


<2x=: 


adu 


V^(l+«*)»' 


d.  h. 


x= 


au 


Tn+^- 


y(i+u>) 

Mittels  der  Gleichung: 

,  au  du 

dy'=udx  =  : 


V(l+«')* 


erhalt  man  aber: 


Aus  dieser  Gleichung  nnd  der  für.  x  ist 
u  zu  eliminiren.     Das  Resultat  ist: 

Sei  femer  gegeben: 


■•§=•©«)'. 


=  c^»+(c-a)|^-.  ^(«+c)lg(a?+c) 

25)  ErhöhungderOrdnungeiner 
Gleichung. 

Wir  haben  bis  jetzt  Falle  betrachtet, 
wo  ein  System  von  Differenzialgleichun- 
gen  sich  auf  eins  redudren  Iftsst,  wel- 
ches eine  Variable  weniger  enthält.  Es 
ist  jedoch  nicht  immer  gut  getban,  diese 
Rednction  auch  wirklich  auszufahren,  da 
sie  oft  die  charakteristischen  Eigenschaf- 
ten der  vorgelegten  Gleichungen  ver- 
dunkelt. Ja  in  manchen  fällen  ist  ea 
sogar  besser,  wenn  man  ein  System  in 
ein  anderes  verwandelt,  das  eine  Variable 
mehr  enthält,  also  entsprechend  eine 
Gleichung  »ter  Ordnung  zwischen  zwei 
Variablen  in  eine  Gleichung  n+lter 
Ordnung.  Es  geschieht  dadurch  zuwei- 
len, dass  die  neue  Gleichung  leichter  in- 
tegrirt  werden  kann,  sei  es  in  Gestalt 
schon  bekannter  Functionen,  oder  in  Ge- 
stalt von  Reihen  oder  bestimmten  Inte- 
gralen, Wird  aber  auch  dies  nicht  er- 
reicht, so  kann  die  Erhöhung  der  Ord- 
nung möglicher  Weise  dazu  dienen, 
charakteristische  Eigenschaften  an  dem 
vorgelegten  Systeme  zu  entdecken.  Dies 
geschieht  z.  B.  oft  dann,  wenn  die  vor- 
gelegte Gleichung  nicht  linear  ist,  man 
aber  durch  Erhöhung  des  Grades  zu 
einer  lineaxen  Gleichung  gelangen  kann. 

Wir  wollen  uns  hier  z.  B.  die  Auf- 
gabe stellen,  diejenigen  Gleichungen  erster 
Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zu  er- 
mitteln, welche  durch  Transformation  in 
eine  lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung 
ohne  Schlussglied  übergehen.  —  ^  Wenn 
man  in  die  allgemeine  lineare  Gleichung: 


so  setzen  wir: 


1) 


d^u  ,     du  ^  ^      ^ 
.+„     +^u=0, 


dx 


und  es  ergibt  sich: 


du  <*»    ,    1.        /    1  IN       ^* 

—z — 771=  -T,  d.  h.:  a(n+l)=-r- 


wo  unter  a  und  ^Functionen  von  x  ge- 
dacht werden,  einsetzt: 

«=e*y 

wo   a  eine  Constante  ist,  so  verwandelt 
sich  diese  Gleichung  in  die  folgende ; 
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oder: 


••'S+-''^"+""''g+'-''=* 


S+-©"-M=». 


oder  wenn  man  setct:  wo 

«»y.,   ß *=*« 

S-*"   «-y«  i.t. 

2)              *+«.+M+v=0.  ^  kann  die«  ErMhnng  derOrdnang 

^              dx           •       ■  /  sogar  gemthen  sein  in  Besag  auf  Qlei- 

Umgekehrt    läset   sich  also  diese   letzte  ^'^"8^?'  ^***   »ich   dorch  Trennung  der 

Gleichung  erster  Ordnung,  die  nur  dann  ^^j;  *^J5?   unmittelbar  «f  Quadraturen 

linear  isC  wenn  «=0  ist,  und  wo  «  und  »nrüAfiihren    lassen       Es    ist   nimhefa 

Y  willkürliche   Functionen  Ton    x  sind,  möglich,  dass  dem  Integrale  der  vorlie- 

litets    in  eine    lineare   zweiter  Ordnung  genden  Gleichung  statt  der  transcenden- 

Terwandeln,  wenn  man  setzt:  *««'   scheinbar  nicht  weiter  rcduarbaren 

Form  der  Quadratur  eine  einfachere  Form 

2=~      ^**     d.  h.:    «=:-—-.  gegeben  werden  kann,  welche  eben  durch 

a     dx    ^                     avdx'  Erhöhung  der  Ordnung  erhalten  wird. 

Ein    besonderer  Fall    der  Gleichung   2)  Das  beste  Beispiel  zu  diesem  Verfah- 

ist  s.  B.  die  Biccatische  Gleichung,   die  ren   ist   die   Art,    wie  La  Orange  das 

wir  in   Abschnitt   7)    betrachtet   haben.  Additionstheorem  der  elliptischen  Trans- 

Im   Allgemeinen    aber   lassen    sich   ans  cendenten  ableitet.     Sie  muss  daher  an 

diesem    Besnltate    für    die    Gleichungen  dieser  Stelle  dargestellt  werden. 

Ton   der   Form  2)   manche  Folgerungen  Liege   zur   Integration   vor    die  Glei- 

ziehen.  —  Hat  man  nämlich  2  partielle  chung  erster  Ordnung: 

Integrale  der  Gleichung  1):  ,                              , 

u=f(,x)    und    u  =  <,(x),  8)y(i_i.''gi„  yT)+  va-*»«in  ^r^' 

60  >.t  da.  aUgemeine  Integral :  .^  ,^j^^,  ^j^  Variablen  geu«nnt  «nd. 

u= Af{x)-\-B(f  (x),  Bezeichnen  wir  den  Ausdruck: 

wo   A    und  B    willkürliche    Constanten  -,y  , 

sind,   und    das    allgemeine  Integral   der  / ?! 

Gleichung   2)    ergibt  sich  aus  der  Glei-  J  o  V(l-**"ny.«y 

^^^^S'  mit  F(y.),    wo    F(y)  bekanntlich   nicht 

^_.l,^  auf    andere   Transcendenten   oder  alge- 

a  udx*  braische     Functionen     reducirt    werden 

nämlich:  kann,   so   ist  das  Integral  unserer  Glei- 

a[/(x)+cr,(x)V  F(y)+F(V')-c. 

^  \         r     /  2iir  Bestimmung    der   Oonstante   c  be- 

merken wir,  dass  für  7  =  0  auch  F(y ) = 0 
£_  wird.    Entspreche  diesem  Werthe: 

gesetzt    wurde,    und   r(x),   ^/(ar)   die   so  ist  also: 
DifTerenzialquotienten  von  f  {x)  und  (f- (x)  1?/  >  — 

vorstellen.      Dies  Integral   enthält   also,  ''W-^t 

wie  dies  sein  muss,  nur  eine  Oonstante.   und: 

Für   die   Biccatische  Gleichung  ist  zu  F0i)4-F(üi)-F(a) 

setzen:  \f^^    w/        \  / 

Wir  suchen  aber  jetzt  durch  andere  Be- 
tt =0,    y=z—bx^'  trachtnngen   dem  Integrale  von  8)  eine 

nicht  mehr  transcendente  Gestalt  zu  {gt" 
die  zugehörige  Gleichung  zweiter  Ord-  ben.  Zu  dem  Ende  fuhren  wir  eine 
nnng  ist  also :  Grösse  $  ein  durch  die  CHeichung : 
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und  die  Gleidimig  8)  swflUlt  dann  in  dM  Byitem: 

4)  J=V(l-»'.in^»),  ^=_V(l_*.,i„^'). 

Da  Yon  f  nur  das  DifFerensiftl  rorkommt,  so  kOnnen  wir  den  Anfangswerth  die- 
ser Gh'tese  beliebig  nehmen,  nnd  setxen  daher  fest,  dass  fUr  y=0  anch  f^O 
•ein  soll. 

Die  Gleichungen  4)  nehmen  die  Gestalt  an: 

6)  (g)*=l-*..ln,..,  g^)'=l-ik..ta^.. 

Durch  Sabtraction  der  zweiten  ron  der  ersten  ergibt  sich: 


©)'-(?)'=-*■(-'*-»  ^')- 


Der  Theil  links  nimmt  auch  die  Form  an: 

dt  dt      ' 


setsen  wir  also: 
woraus  sich  ergibt: 


y.  +  0  =  ll,     y-^  =  t», 

Sin  </ —  sm  \£r  =:  2  cos  -  sm  ^ , 

sin  9 -f  sm  ^  =:  2  sm  ^  cos  ^, 

sin  y  * — sin  ^'  =  sin  «  sin  v, 
so  wird  unsere  Gleichung: 

öN  du  dv         ..  .        , 

6)  -^=-Ä.guiMsin». 

Um  nun,  wie  angedeutet,  den  Grad  der  Gleichungen  5)  au  erhöhen,  mftssen  die- 
selben differenaiirt  werden: 

7)  -i-J  =  —k*  sin '/  cos y ,   -^  =  ~ **  sin  ^  cos  ^, 

Diese  Gleichungen  werden  addirt  und  subtrahirt,  wobei  wir  die  Relationen  be» 
rftcksichtigen : 

2  sin  y>  cos  ^  =  sin  2  ^  =  sin  («  4- v)t 
2  sin  ^cos  \(r  ^  sin  2  \(r=:  sin  («— v)i 

8)  277  =  ""*'**'***^**^'   -rr^zz^k^uluvcoau. 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  bilden  ein  System  von  8  Gleichungen  mit  4  Varia- 
blen, welches  sich  leicht  integriren  Iftsst.  Dividiren  wir  nimlich  die  Gleichungen 
8)  beide  durch  die  Gleichung  6),  so  ergibt  sich: 

d*u  d^v 

^^  dl*  _  cos»  ^        di"*     _  cos«  du 

^  du  "  sinv  di*        du     "  sS«  5»' 

dl  dt 

d.  h.: 

Man  hat  also  zwei  erste  Integrale : 

10)  g=^.in..  g=Ärin«, 
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WO  Ä  und  B  IntegrationscoDBtanten   sind.     Wir  bemerken,  dass  för 

wurde,  und  dass  somit: 

11=:  ff,    v=— a 

sich  für  diesen  Fall  ergibt. 

Es  ist  femer,  wenn  man  die  Gleichungen  4)  berfleksichtigt,  in  diesem  Falle: 

also: 

^=l-V(l-t«sm«').    J=H-V(l-*««no'), 

oder  wenn  man  diese  Werthe  mit  den  Gleichungen  10)  Tergleicht: 

.     l~V(l-ib»sina»)         „     -l-y(l-A»BinaO 

A= : ,  MS- ;; . 

sina  sma  . 

Aus   den  Gleichungen  10)  lässt   sich  aber  I  eliminiren,  indem  man  den  Quotien- 
ten beider  Gleichungen  nimmt: 

11)  l?sinu</u=:ilsinv(/9, 
was  zu  dem  Integral  führt: 

12)  If  cos  tt  ==  ^  cos  «-(-  C 
Zur  Bestimmung  von  C  setzt  man  wieder: 

und  erhalt: 

(Ä— il)cos«=C, 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Werthe  von  A  und  B: 

^         2  cos  ff 
Sin  ff 
In  die  Gleichung  12)  sind  noch  die  Werthe  Ton  u  und  v  einzuführen: 

B  cos  (7  4-  ^)  =  il  cos  (y  —  \^)  +  C, 
oder: 

(B—Ä)  cos  y  cos  t/f-^(B-\-A)  sin  y.  sin  ^= C, 
oder  wenn  man  fflr  Ä  und  B  substitnirt  und  den  Ausdruck: 

V(l-&>sin«*)  mit  A« 
bezeichnet: 

13)  cos  tf'  cos  ^~  sin  7-  sin  ^  A  ff = cos  er. 

Diese  merkwürdige  Formel  gibt  also  in  den  vorgelegten  Differenzialgleichnn- 
das  Integral  der  Gleichung  8)  als  alge-  gen  vorkommen,  bei  dem  gewählten  In- 
braische  Function  von  sin  7.  und  siny*.  tegrationswege  nicht  durch  Discontinui- 
Bie  bildet  den  Ausgangspunkt  der  Theo-  t&ts*  oder  mehrfache  Funkte  gehen.  Bei 
rie  der  elliptischen  Transcendenten.  dieser   Vorsicht  ist  es   aber   auch  mög- 

^^.  _    ^  .  ^.  ..  lieh,   den  Integralen  die  Form  von  Po- 

26)  Integration  einer  Dl  fferen-  tenzreihen,  welche  convergiren  müssen, 
zialgleichung  erster  Ordnung  ^^  |,  „^^  ist  diese  Form  im  AUge- 
mit    zwei  Variablen    durch    Bei-   „^^1^^,^  ^j^  zweckmassigste.    Es  ist  der 

Beweis    der   Allgemeingültigkeit    dieser 

Die  im  Abschnitt  9)  Satz  B.  gegebe-  Form  hier  zun&chst  zu  führen.  Wir 
neu  Betrachtungen  gewähren  die  Mög-  thun  dies  nach  Briot  und  Bouquet  (theo^ 
lichkeit,  die  Integrale  eines  Systems  von  rie  des  fonctions  doublement  päriodiques), 
n  Gleichungen  mit  n-fl  Variablen  uä-  Wenn  die  Function  f(x)  der  com- 
herungsweise  zu  integriren.  Die  An-  plexen  Variablen  x  continuirlich  und 
fangswerthe,  welche  die  Integrationscon-  eindeutig  bleibt  innerhalb  eines  Kreises 
stanten  bestimmen,  sind  dabei  immer  und  auf  dessen  Peripherie,  dessen  Mit- 
80  zu  wählen,  dass  die  Functionen,  welche   telpunkt     dem      Werthe     xzz  x^     ent- 
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spricht,*)   und  dessen  Badias  t  sein  mOge,  so  hat  man  nach  einem  Ton  Oaachy 
herrührenden  Satze  (rergleiche  den  letsten  Abschnitt): 

Sei   die  Constante    M   grösser  als   der  grGsste   Werth,   welchen  der  Modal  ron 
f(x^  +re    )  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  annehmen  kann,  so  ist  offenbar: 

d.  h.: 

1)  „.od^V(^)<l-^--"-^ 

Die  Function  f{x^y^  z)  soll  endlich  nnd  continairlich  bleiben,  so  lange  jede 
der  als  complex  zu  denkenden  Variablen  or,  y,  s  sich  innerhalb  eines  Kreises, 
bezüglich  mit  Mittelpunkt  at^  ,  y^ ,  s^  und  mit  dem  Radius  r,  r',  r'',  oder  auf 
dessen  Peripherie  befindet.  Sei  ferner  M  der  grosste  Werth,  welchen  der  Modul 
Ton  /'(x,  y,  z)  in  diesen  Grenzen  annehmen  kann,  so  ist  nach  dem  vorhin  ange- 
fBhrten  Cauchy'schen  Satze : 


und  wenn  man  jedes  Element  des  Integrals  durch  die  Grösse  Mdddft'd^'\  welche 
grösser  als  der  Modul  ist,  ersetzt,  erhftlt  man : 

2)niodl n^>^yo».^;^i.2...n>i>2...nM.2...n^^ 5 _. 

Es  gibt  eine  Function,  deren  partielle  Differenzialquotienten  ifiv  xzzx^^  y-yo» 
ft  =  »0  Werthe  haben,  welche  den  eben  gegebenen  Grenzwerthen  der  Module  Yon 
^(^>  Vi  2)  gleich  sind. 

Die  Function: 

_.  Jlf 

3)  q.{x,  y,  «)= 


(l_*_Z^)(l-l^)(l--.) 


lässt  sich  nämlich  offenbar  in  eine  convergente  Beihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  *— JTo,  y— yo»  * — ^0  entwickeln,  so  lange  die  Module  von  x—x^, 
y—y^,  i—z^  bezüglich  kleiner  als  r,  r',  r''  sind.  Das  allgemeine  Glied  dieser 
Reihe  aber  ist: 

if(x-jr.)"(y-yy  (»-».)"" 
nnd  nach  dem  Taylorschen  Satze  ist  somit: 


*)  Wir  erinnern,  dass,  wenn  man  x=:zp-\'q%  setzt,  p  nnd  q  als  rechtwinklige 
Coordinaten  zu  betrachten  sind,  nnd  die  Grösse  rssiy{p*-\-q*)  der  analytisdxe 
Modul  von  X  ist. 
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r — r> —ff =1 .  «  . . .  n  .  1 .2 . . .  it' .  1 . 2  . . . ii" 


dx^  dy^      di^  ^V     r" 

Wir  betrachten  jetxt  zonftchst  die  Dif-  Es    wird  dann  der  Anfitngswerth  ron  v 

ferenzialgleichung  erster  Ordnung  mit  2  fflr  x=0    auch    =0   sein.     Setsen   wir 

Variablen:  ji*' 

^^  fost,  daas  F(a?,  d)  oder  ~  eindeutig  und 

*)                    5«~^^''  *'^*  continnirlich  bleibe  für  alleWerthe  Ton 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  l,:^''t'  Äf^l*"  ^%  ?'*"*'   ^"^f"" 

wir  foat-  diuifl  fflr  "**    °®°    bezäglichen  Badien  o    und  r 

wu-  lost,  dass  für  ^^^  Anfangspunkte  der  Coordinaten  aus, 

2  =  »o>  «  =  •*«  welcher  ar=0  und  v  =:  0  entspricht,  geso- 

.oi»  -«11     ^^A  «,Bki>«  ^;^»«  w-wi,^  -^  ^®°   *^"'*»   *®  ''^*®  »'if   <*«»  Peripherien 

sem  soll ,  und  wählen  diese  Wcrthe  so  dieser  Kreise  selbst.    Sei   femer  M  der 

dass  in  der  Umgebung  derselben  m,  «)  —A.afA   nr^^ni     .»^i  u       •      "           ^ 

Ain^«»*;«  «».^  »«»»;««;!^i;..i.  ;.»         Q«JL««  g^^öMte   Modul,  welchen  m  diesem  Ge- 

emdeutig  und  cont  nuirlich  ist.  -  8otsen  ^^^^^  ^^^  Function  F  hat.     Besitzt  die 

wir  der  Einfachheit  wegen:  Differenzialgleichung  ein  Integral,  sofin- 

«— «0=*»    u—u^=:v,    f(z,  u)zzF(x,  v),  det  man  durch  Differenziiren : 

dv  d'i>     öF^dFdv 

rfx*""  dx*        dxdif  dx  dv*   \dx/         dv  dx* 


Kehmen  wir  jetzt  die  Differenzialgleichung: 

dw 
dx 


a\  dw  M 

6)  T-  =  y.  («,«>)= 


in  welcher  für  x  =  0  auch  io=0  sein  soll. 
Ganz  ebenso  wie  oben  erhält  man: 

I7X  ^        /      \  ^*»     ^ y  .  da.  dw 

dx*  ~  dz*"^    dxdvT   dio»  Vrf«  )  "^  dw  dx*" 


so   lange  die  Gleichung  6)  ein  eindeuti-  wirklich    yorhanden   sind,  so    sind    f&r 

ges  und  continuirliches  Integral  hat.  x=0    alle   Differenzialquotienten  von  v 

Macht  man  x=:Oundtr  =  0,  so  nehmen  kleiner  als  die  entsprechenden  von  w, 

(f-    und   seine  partiellen  Differenzialqno-  Die  Function  w  aber  ist  wirklich  ror- 

tienten  reelle   und   positive  Werthe   an,  handen,  denn  durch  Integration  der  Glei- 

und    aus   Betrachtung    der  Gleichungen  chung  6)  ergibt  sich: 

7)  ersieht  man  leicht,    dass  auch  — ,   gj  «>-— «-Jlfnlg  (l-?) 

d^w   d^w  2''  \     li^ 

dx^'  dx^  '   *   •   ^®®^^    ^^^   positiv   sein   Es  ist  hierbei  berücksichtigt,  dass  w  ffax 
mfissen,  wenn  man  «  =  0  setzt.  *r^    verschwinden     soll.     Hier    ist   w 

_y     ,  .  -  ,.     /^,  .  ,  *!•<>  ®*Do  Function  von  x.    Nach  den  all- 

Vergleicht   man  nun    die  Gleichungen   gemeinen    Prinzipien    über    Functionen 
5)  und  7),  so  sieht  man,  dass  für  ar=0  bleibt  w  so  lange   eindeutig   und  conü- 

der   Modul  von  ^  kleiner  ala  —   ist  "'^^''lich,  so  lange  x  kleiner  als  q  bleibt 

dx                      dx       ^  und  die    beiden  Wurzeln   der   quadrati- 

n.  B.  f.  sehen  Gleichung,  welche  w  gibt,  nicht 

Wenn  also  die  Functionen   v  und  w  gleich  werden.     Letzteres   ist   ab«r  der 


reiisialqtioticnl  <lu   i 
,eich  Nnll  nird,  d.  h. 
icbt    man   den  «nt- 


=  (-?). 


»)  -e).-©.,^--- 


2«e)^ 


aJSp'  far    »He  Warthe    Ton  x,   daren   Modul 

kleiner  ata  R  iat,  conrergirt.  Dena  ei 
'at  der  Modal  de)  allgeiaelneii  Oliedea 
ler      Reihe      offenbar      kleiner      all! 

i  (^^)";  iat  aUo  mod(x)<JI,  ta  iat 
tcbd  kleiner  all  o  iat.  _  .,       .      „  ■  ,         i  »  ,  i,  i    ., 

Modul,  den  » inner-  ^i»  ^'l"  ^er  Moduln  und  folgUeh  die 
it  Badioa  R  annimmt,   ^""  f^  "  '«"»"  «t-nxergent. 

Die   Function  r,    welche  daroh   dleta 

Eeihe  deflnirt  iit,   genSgt  aber  der  toi* 

2         n  —  gelegten  Difforeniidgleichnng   4),  denn 


■  F"  die  totalen  Differenrialquotianten  Ton  x  unter  f.,  F/... 
TOD  F,  P  .  ■  .  Teratebt.  Die  DiSerenilelqnotienten  ergeben 
ichnngen : 

i=©.-(S).-(£).A+- 

>  ö)  gefundenen  Werthe  Ton  (J)^,  (^)^  in  die  Gleidini^en 
■hdem  man  «=0,  »=0  gemacht  hat.  Man  iiahl  aber,  dasa  die 
et   GleichBOgen   6)   und   10)    identieeh   eind ,  und  man  hat  eleo 

srenilalgleidinng  genügt  Fig.  57. 

nun  leicht  leigeu,   wie 
mentwii^Unng  die  Diffe- 

=/c,  ■) 

renn  der  luUgrationBweg 
Linie  ABCDE  (Fig.  öJ) 

.Ich«   "Cl"  J«^"*    **'"  '*''   ^'"'''*  ■*  '  =  *»t   »  =  ".   willkBrlidl 

oder   vielfacher   Pnnkt  angenommen,     ao    hat  man   nach   dem 

(i  n)  bejindtt.    Dergtfll-  Maclanrin'icheD  Satie,  waan  (Br  Pnnkt 

ei^  «.  W.    Iat  nfcnlich  B  »  =  »„  «  =  «,  iatr 
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nnd  die  Bifferenzialqnotienten  geben  die  Gleichungen  5),   wenn  man  darin  wieder 
«=«—»«1  «  =  u— i#p  setzt,  oder,  wa«  dasselbe  ist,  die  Gleichnngen: 

^  dz-^''  dz^'T»'^  du  dz  '  '  ' 

wo  «=ttp,  t  =  z^  zn  setzen  ist  t»=ti,    den  Werth  z  =  z^   annimmt,    so 

Es  darf  der  Modul  von  B  aber  nicht   lange  /"(«,  «)  eindeutig  und  continuirlieh 

grösser  sein  als:  bleibt. 

(f.    .  Sei  nämlieh  M+u  eine  zweite  Function, 

—  QMf  \  «o  muss  sein : 

wo  r   und  q  bezüglich  die  grössten  Mo-  ~~  dz      ~' ^**'*"*'  *^' 

duln  von  ä— a^,  n— «,  sind,  für  welche     , 

A»»  «)  continuirlieh  und  eindeutig  bleibt,   *"**' 

M  der  grOsste  Modul  von  F  (z,  u)  zwi-  ^^-fr  a.       \    ff       \ 

sehen  ^1  und  Ä.    Man  kann  aber,  wie  ^-A(.«+f»  *;-AW  «;• 

weit   auch    der  Endpunkt    unseres  Inte-  p^  ^.^  ^^^^^^^  g^j^  ^.^3^^  Gleichung  fftr 
grationsweges     E    von    ^i  entfernt   sei,  a     '^''''"''''."77  «icoot  «ictwiuug  lur 

durch  Wiederholung    dieses  Verfahrens  ?  =  0  verschwindet,  so  enthält  sie    da  / 

immer   zum    Ziele    gelangen.     Zu    dem  V",  ^^^   angegebenen   Grenzen  eindeuüg 

Ende   schlage   man  von  B  aus  mit  Ra-  "^^™  P""^  ^^*''''  ^^^'^  *  als  Factor, 

dius  ÄC  einen  Kreis,  derart,  dass  """^  ®"  "* ' 

Jir<  \  1  —  *     2M'q'  I  , 

==^^     e  /(>,  ^^^  durch  Integration    auf  einem  belieb 

wo  r',  ^'  die  grOssten  Moduln  sind,  für  "^i^ri  Wege  erhalt  man: 

welche   z— Z| ,    u-u^   continuirlieh  und  1/1               1      V       ^» 

eindeutig  bleiben,  M'  der  grösste  Modul   r-  1 7  -    ^     ,  1=/    a>iz\dz 

von  /"(z,  u)  zwischen  Ä  und  C  ist.  "^"^   'ro*"""        t;**"^   J  !, 

Man   hat  dann ,   wenn  man  fftr  Punkt  ,    ^  .                * 

C  *  =  «,,  i#=t#,  petzt:  wenn  m  grösser  als  1  ist. 

.  Diese    Gleichung   ist   unmöglich,    da 

«,=ti^4--^(s  —z)  Vo=0  ist,   das  bestimmte  Integral  aber 

^'i     '       ^  einen  endlichen  Werth  haben  muss. 

1*  *d*u^  Ist  m=l,  so  hat  man: 

«i,    «i    sind    hier    die    Anfangswerthe,  ^ 

welche   durch  die  vorige  Reihenentwick-  g%% 

luog  gegeben   sind.     Es  ist  klar,   dass  /      (f{z)dt 

man  auf  dieselbe  Weise  von  C  zu  einem  _  *o 

hinreichend  nahe  gelegenen  Punkt  D  nnd  «-«0  «  1 

so   zuletzt   zu  E   derart  gelangen  kann,    nnd  da  f>e=0,  ist  auch  o=0. 

dass     man    das  Ziel  immer  durch    eine  otn  t«  *-«.,.♦;««  ^z.«  .*  pi^;*.».«« 

endliche     Menge     von    Entwickelungen  27)  Integration  von n  Gl eichun- 

nach   ganzen  positiven  Potenzen  bezüg-  |?\"^^*    ""^^    Variablen    durch 

lieh  der  Grössen  «-».,  ,-*„  ,-»,.!.  »etben. 

erreicht.     Bemerkenswerth  ist  es ,    dass  ^ic    eben    gegebenen  Prindpien   er- 

man    im  Allgemeinen  besser  thut,    die  strecken  sich  auf  den  allgemeinsten  Fall 

Beihenentwickelungen    nicht    nach    dem  von  n  Gleichungen  mit  n+l  Variablen. 

Madaurinschen    Satze,     sondern    direct  Wir  setzen  wieder: 

nach     der    Methode    der  unbestimmten  du 

Coeffidenten  vorzunehmen.    Wir  werden  1)      j'~^(*»  **»•*»   •  •  •)» 

sp&ter  Beispiele  geben. 

Es   Iftsst   sich  aber  auch  zeigen,  dass  zÜt^//*   ^   ^           \ 

es  ausser  der  so  gefundenen  keine  zweite  di     '  ^  '    *     !..•/••• 

Function  «gibt,  welche  die DifFerenzial-  ^\q  oben    kann   man  die  ^Behandlung 

gleiehung  ^=:A(i#,  »)    erfallt,    und    fftr  ^^  ^^^  \^^^  zurückführen,  wo  die  An- 
ife  '^  langswerthe  üer  Variablen  2=0,  «=0, 
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iii=0  .  .  .  sind.  /;  ^1  sollen  eindentig  und  continairlich  bleiben,  so  lange  die 
Modoln  Ton  z,  «,  u^  .  .  .  nicht  grösser  als  (»,  r,  r^  ...  sind.  M^  M^  .  ,  .  sind 
die  grOssten  Werthe,  welche  die  Moduln  Yon  f,  f^  ...  anf  dem  Integration^wege 
annehmen.    Wir  setsen  dann: 

Die  partiellen  Differenziatqnotienten  von  f,*fi  .  .  .  fdr  s=:ii  =  iij==  .  .  .  ^0  ha- 
ben dann  Werthe,  deren  Modnln  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Differensial- 
quotienten  yon  JV^,  ^i*P  •  •  • 
Setzen  wir  jetzt: 

j^  =  Afy  (z,  1^,  V,   .  .  .),     -^rrÄf,  y(»,  r,  Dj   .  .  .)  .   .  ., 

so  haben  die  Differenzialquotienten : 

Wo'  v"5r/o  •  •  •  W/.*  \  d»«  /.•••' 

die  man  durch  Gleichungen,  entsprechend  den  Qleichnngen  5)  des  Torigen  Ab- 
schnitts, findet,  Modnln,  die  bezflglich  kleiner  sind  als  die  reellen  und  positiven 
Grössen: 

(dv\        (dv,\  /rf't\        (dHA 

die  man  in  Ähnlicher  Weise  findet. 

Aber  die  letzten  Gleichungen  sind  leicht  zu  integriren.    Man  hat: 

dv cte^ 

M      M^ 

also: 

und  wenn  man  die  so  gefundenen  Werthe  von  «,  V|  .  . .  in  eine  der  ursprüng- 
lichen Gleichungen  einsetzt: 

2)  (1-- t)   (1-—*)  .  .  .  <tt=    * 


•    •     •> 


••i  i_i 


Die  Integration  gibt: 

« '-(?-?- •■)^(??+ ■■■)¥••  ■=-«■«('-?> 

Diese  Gleichung  bestimmt  eine  Function  ib,  die  gleichzeitig  mit  s  verschwindet 
und  bis  zu  einem  gewissen  Modul  R  eindeutig  und  continuirlich  bleibt.  —  Sei  A 
das  Maximum  des  Moduls  von  k  innerhalb  dieser  Grenzen,  so  ist: 


• 

1  —  1  <1  •  2  .  . .  «  — % 

nnd  um  so  mehr: 

modl  —  1  <  1  «2.  .  •  » — * 

mod('^'*'\  <1.2...  «^ 

^ 

•                             •                                •                                • 

•                             •                                •                                • 

286 

woraus   dann   folgt,    daas  die  Entwick-  der  Anidrnek  linkfl  in  der  Gleicfamig  2) 
langen:  Noll  wird.    Es  findet  dies  sUtU,  wenn 

*- Wo  *+U»/t  1 .  2^  •  •  •'  ^  *i 

ist     Seist    man    den  kleinsten    dieser 

u  =(^\    i  lY^'^'\    —  +    .  Werthe  in  die  Gleichung  3),  so  gibt  der 

*     \dz  /•        \  ds*  70  1  •  2       *  '  *'  sagehörige  reelle  und  positive  Werth  Ton 

X  das  gesuchte   R  an.     Der  Ausdruek 

so  lange  convergiren,  als  der  Modal  Ton  aber  wird  einfacher,  wenn  mau  die  Oren- 

»   kleiner   als  R  ist,   und   diese  Beihen  xen  der  Entwickelung  etwas  verengt. 
genOgen    also    den  gegebenen  Differen-       Zu  dem  Ende  ersetst  man  die  Moduln 

zialgleichungen.   —   Es    ist  noch   R  su  r,  r^  ...  durch    den    kleinsten   unter 

bestimmen.     Da   k  mit  s  yerschwindet,  ihnen,  und  die  Maxima  JV,  JV ,  ...  durch 

so  bleibt  diese  Grösse  eindeutig,  so  lange  das    grösste   derselben.      Dann    nimmt 

als  irgend  2  Wurzeln  aer  Gleichung  8)  Gleichung  2)  die  Gestalt  an: 
nicht  gleich  werden.    Letzteres  aber  tritt  Mm  d» 

ein,    wenn    der   Di£ferensialquotient    in  (1 k)    rffc  =  ^ , 

Bezug    auf  Ir  im   Ausdrucke  links  der  ^  1—* 

Gleichung   3),   oder    was    dasselbe  ist,  und  die  Integration  gibt: 


[l-(l«il  »)-+']  =  _, Ig(l-i). 


Jf(m+1) 

Die  Function   k  bleibt  dann    eindeutig       Sei 

und  continuirlidi  bis   su  einem  Werthe  ^—ri       \ 

Ä,  welchen  die  Formel  gibt:  A~' ^*''  *'* 


(A\  r  Wie  yorhin  fUiren  wir  durch  Substitu- 

1~  j  1=  ~?m+nnÄfö'  ^^^  ^*®  Anfangswerthe  auf  den  Fall  zu- 


d.  h. 


rflck,  wo 

s=0,    «=0 
ist.      Nehmen    wir   an,  dass  Ar  diese 


Ä  =  fla-«      («+1)^?).  Werthe 

r(0,  0)  =  oo 
Man  sieht,  dass  die  ganze  Entwicklung   .                          . 
nur  die  Wiederholung  der  im  Abschnitt  "*'  ^  ""®^  ^^^ ' 
26)  gegebenen  ist.  ^/^  ^n      1 


28)  Betrachtung  des  Falles,  wo  ^^  echalten: 
sich  auf  dem  Integrationswege 

Discontinuitftten  finden.  ^* ., /„  _\ 

Der  Fall,  wo  sich  eine  Disoontinuit&t 

auf  dem   Integrationswege  findet,   kann  wo   f&r  s=0,  «=:0  auch  y.  =0  ist.    Da 

allerdings  wie  bei  den  bestimmten  Inte-  also  in  der  Nachbarschaft  dieses  Werthes 

gralen  durch  eine  beliebige  kleine  Aus-  7»  continuirlich  bleibt,  so  kann  man  nach 

biegung  yermieden  werden.  dem  obigen  Verfahren  z  in  eine  Reihe 

Indess  ist  gerade  die  Betrachtung  die-  "^J  ,  8*'**«'^    positiven   Potenzen  ent- 

ser  Discontinuit&ten  eine  Quelle,  aus  wel-  ^'®^®*"  • 

eher    die   Erkenntniss    höchst   wichtiger  izzA^u'+Ä^u"'^  +.  •• 

Eigenschaften  der  Functionen  zu  schöpfen  jy^   ^^„  ^  ft.^.^  ^j^^  verschwindet  je- 

ist.    Wenn  wir  diesen  Gegenstand  also  Wenfalls,  da  farii=0,  »=Oist.    Nehmen 

im  Allgemeinen  m  die  Theorie  der  Trans-  ^^^   der  AUgemeinheit  wegen  an,   dass 

cendenten  zu  verweisen  haben,    so  be-  ^ 

schränken  wir  uns   hier   auf  eine  Glel-  «     die  erste  Potenz  von  u  ist,   welche 

chung    zwischen  zwei    Variablen   erster  vorkommt. 

Ordnung,   wo   ftir  einen  gew&hlten  An-  Uin  a   zu  bestimmen,  entwickeln  wir 

fangswerth  von  z  und  u  der  Differen-  ^ucl^  y  i^t  2)  In  ein®  Beihe  nach  Poten- 

du  sen  von  1«  und  t: 
zialquotient  j-    unendlich    wird.     Die 

Ausföhrung  ist  dem  schon   angefahrten  ^  ^^  *)  =  aJ^+bz+euz+ez^-i-    .   .   . 

Buche  entnommen.  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist« 
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Gleich  Null  kann  m  nicht  sein,  weil.  1       (f>4-An  . 

dann  für  «=0  */  (m,  »)  nicht  gleich  Null  mHM     m+i   * 

w&re.  **i  =  ^o'*  « 

Setzt  man  in   9  (11,  z)    den  eben  ge- 
iundenen  Werth  von  z  ein,  so  kommt: 


y,  («,  »)=ö«'"+M.fl*'+.   .  . 


f. 


und,  indem  man  den  Werth  von  »  diffe-  _  d   ^m  +  J      m+ 1 

renaürt:  m^ '^•^  * 

,rf« .       o—i      .    /ii\   «  Während  alBo  der  2  entsprechende  Punkt 

'5;— -^0«*         +'^iC«-ri;«  .  einen   unendlich   kleinen  Kreis  um  den 

Tk«  A     j      1.      ■*      /       N  -j     *•«  •-*  Punkt   2=0  beschreibt,  geht  ««  in  «,, 

Dieser  Ausdruck  mit  y  («,  *)  identificirt,  ^^   in  «,   .  .   .  1,  in  «   ,  und  u 

gibt:  fn—  l  nv  m 

,  ^  wieder  in  «,  über.    Wenn  also  der  Dif- 

A^au         +ilj(«+l)i«    =  tf M  ferenzialquotient   für    »cs»^,    t«=ii,  un- 

^  endlich   wird,  und  m  die  Ordnung  des 

•\-hA^u  ,  niedrigsten  partiellen  Differenzialquotien- 

woraus   folgt,  dass  a   nicht  gleich  Null   *^_  ___  ^   -«„v  *    .    .  *  ,  ^  •  v*. 

.     ,  •!  A    j       j  1  •  V    ^^  ^®u  —  nach    11    ist,    welcher    nicht 

sein  kann ,  weil  sonst  A^  oder  «  gleich  f  •  ,       « u««      i*iv**u 

Null  wären.  Das  letztere  widerspricht  verschwindet,  so  hat  die  Grösse  m+1 
der  Annahme,  das  erstere  dem  umstände,  verschiedene  Werthe,  von  denen  jeder 
dMs  ««  die  erste  wirklich  Torkommendo  ''^  ^/°  folgenden  übergeht,  wJhrend  » 
Boten«  Ton  »  war.    In  diesem  FaUe  gibt  """  .^*°  f ?"*'  ?•  5"'«°  f'«'»  beschreibt 

es  also  kein  mit  .  rerschwindendes  In-  ^f*  w+iu^°^!°  ^*"  "  "  •""*" 

alten  Werthe  zurftck. 

Setzen  wir  jetzt: 

Während  s^  einen  Umlauf  macht,  macht 

2  deren  m+l;  denn  setzt  man2|^  =  ^e  , 
so  ist: 

denn  wird  ^  um  2/1  vermehrt,  so  ver- 
mehrt sich  r  um  2(m+l)rr,  es  macht 
also  u  einen  Umlauf.     Hieraus  folgt: 

„dass  1«  eine  eindeutige  Function  von 
i^  ist^*  und  sich  folglich  in  eine  conver-. 
girende  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von 
1 

fM    r    I  ,    I 

»1  =  2     ^^     entwickehi  lässt.    Man  hat 

also: 
1 
1  2 

p  ■./"*  +  A'"  .,_»    ,  "HM  .  p  ^  m+l  , 

^a - y    ^    ^  .  .  .  14  =  /^^  2i  +öi»i  -r  .  •  . 

ist.  Es  gibt  also  m+l  Werthe  von  t*  Dies  gibt  m+l  verschiedene  Werthe 
für  jeden  Werih  von  2.  ^        „i^i 

Setzt  man  noch  2  =  r«^*  und  seien  t^^,   von  «,  da  s^"*"** '  =  '^zl  eben  so  viel 

«.   ...  tf     die  zugehörigen  Werthe  von   Werthe  hat. 

m 

U)  so  ist:  29)   Beihenentwicklungen    für 

1  yt  verschiedene  Integrale  von  Dif- 

_.  ,  1   _  ,   ,  ferenzialgleichungen. 

«— »-.m+im+i  »  «» 

it^^^o^T  ,  g^j  gggeijgß  jji^  Gleichung: 

20 


tegral. 

Es  mofls  also  sein 

• 
• 

ff— l=m, 

^. 

ff=<i, 

d.  h.: 

ff=m+l,  A 

•  ~ 

a 

m+r 

und  man  hat: 

a       m 

+  1 

+  . . 

• 

m  +  l 

Ist   2 

sehr  klein, 

so 

kann 

man 

also 

setzen: 

1 

• 

=«.."•+'+ 


wo 
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Nehmen  wir  an,  dmss  fär  «=0,  y=yo  ^^  *^  l>*i  ™*>i 

0  =  +y+«»-3x»+6«-6, 


</« 


rfx** 

Diese  allgemeine  Formel   gilt  für  jeden  Werth  von  n;  der  grosser  als  3  ist. 
Setaen  wir  j;=:0,  Sf  =  yot  bo  gibt  der  Maclanrinsche  Satz  aber: 

y=».-3f.«+y.]f2-sr,l^-»-(».-6)j7^3:4-(y.-6)j;5^^pg+  .  .  . 

Nach  Abschnitt  25)  conrergirt    diese  Reihe    so   lange,  als    der   Modnl   yon  x, 

r 


die  Grösse:    ll=:(l-e     ^^^)q  nicht  übersteigt. 

r  nnd   q  sind  hier  die  grOssten  Modnln  von  4:  und  v,   für  welche   —y—x* 
eindeutig  nnd  continnirlich  bleibt.    Da  dies  immer  stattfindet,  so  ist: 

Qzzco  f        A=3ao, 

nnd  es  conrergirt  die  Reihe  für  x  immer.    Dieselbe  nimmt  ancfa  die  Form  an: 


X*  X*  «* 


y=(y.-6)(i-*+j^-j^^^  +  j^2^3;j-  . . .) 


X'  «» 


Offenbar  aber  Usst  sich  diese  Reihe  snmmlren  nnd  man  hat  : 

yz=i(jf.  -6)«~*+6(l-«)+3a;'-ar». 
II)  Sei  gegeben: 

*g+ir=0,   oder    g  =  -|. 
eine  Qleichnng,  für  die  man  anch  das  System  setsen  kann: 

dx       ^    dx  x' 

Die  Integration  kann,  wenn  Reihenentwicklung  nach  ganzen  Potenzen  gefordert 

wird,   nicht  mit  «=0  begonnen  werden,  da  in  diesem  Falle  ^  anendlich  werden 


kann. 

Setzen  wir  also: 

*=«»     y^y«' 

so  erhalten  wir: 

<''y.      y„    J% 

-«».'+  >• 

da*~     « '     da* 

«' 

•   •  •> 


t 
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alao  BMb  dem  Taylonchea  8«tM: 

y-ya+y,  («-")-T~.^+^i    172-3   •  • 

Um  ans  A.bschniu  26)  die  Grenzen  der  Oonvergeni  dieser  Reihe  zn  erBefaen,  ha- 
ben wir  zu  setzen : 

Das  System  von  2  simultanen  Gleichungen  wird  dann: 

Der  Ausdruck  jf    +»,   bleibt  stets  eindeutig  und  continuirlich, -j^ —  für  alle 

Ä~r"flf|         

complexen  Wertbe,  in  welchen  der  Modul  von  x^  kleiner  als  der  von  a  ist.  Wir 
setzen  also : 

und  Ar  r,  r^  diejenigen  Werthe,  welche  sich  aus  der  Beihenentwichlung  f&r  y 
ergeben,  wenn  man  darin  X|=0,  also  x  =  2<f  schreibt.  Auf  ähnliche  A^  wer- 
den die  Moduln  M  und  M^  bestimmt.  Man  ersieht  auf  diese  Weise,  dass  unsere 
Reihe  nicht  immer  convergirt.    Würde  man  die  Gleichung: 

xg4-y=0 
fortgesetzt  differenziiren,  so  erhielte  man: 

Nimmt  man  nun  an,  dass  für  dr=0  auch  y=0  sei,  und  setzt  voraus,  dass  kein 
Differenzialquotient  unendlich  wird,  so  erh&lt  man,  wenn  y^'  der  Anfangswerth  von 

-^  ist,  durch  Entwicklung  nach  Madaurin: 

QX 

,f        «*     .     1        ar'  1  x^ . 

y-y*  ^*"lT2"^1.2rT2^T2:31.2.3.4"^"*  '^' 

und  da  diese  Reihe,  wie  sich  direet  ergibt,  immer  convergirt,  so  gibt  sie  ein  In- 
tegral. Es  ist  dies  aber  ein  particuläres ,  da  es  nur  eine  Constante  enthält.  In- 
dess  lisst  sich  das  allgemeine  durch  Variation  der  Constanten  (Abschnitt  16) 
hieraus  bestimmen.    Zu  dem  Ende  sei: 

"^^='"1^2  +  n  1T278'"  •  •  •• 

so  ist  C(f(x)  das  allgemeine  Integral,  wo  jedoch  C  efne  Function  von  x  ist. 
Setzt  man  in- die  simultanen  Gleidrangen: 

y=iC,,{x),        «  =  C, ./'(«) 

4fC,,."(»)+«t'(x)!^  +  Cy.(x)=0, 

Gleichungen,  welche  man  auch  schreiben  kann: 

dC 

y(*)5;^=(C^C,)y'W, 


ein,  so  erhält  man: 


20' 
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x(f»'' {x)-\-(f(x)  yerscbwindet  nämlich,  weil  v—(f'{x)  ein  Integral  Ist.    Durch  Snb- 
traction  ergibt  sich,  nachdem  man  bezüglich  darch  y  (x)  und  Xfß'(x)  diridirt  hat: 

Wegen  xff'''(x)+ff'{x)z:0  nimmt  diese  Qleichnng  die  Oeatalt  an: 

''(C-C.) y>(»)     »"(») 

iC-C,)dx  -      ^(x)      ,.'(*)' 

nnd  das  Integral  ist  offenbar: 

lg(C-C,)  =  -.lgy.(x)-lgv/(jr)+lg*, 

oder : 

wo  tt  die  Integrationsconstante  ist. 

Setst  man  hieraus  in  die  erste  Gleichung  des  Systems  den  Werth  ron  C—C^ 
ein,  so  hat  man: 

^  ^  ' dx      y-l*) 

d.  h.  integrirt: 

Das  allgemeine  Integral  der  Torgelegten  Gleichung  ist  also : 

y=«?(*)/f^.+^»(*)- 

Entwicklung  nach  ganzen  positiven  Potensen  ron  x  kann  hier,  wie  yorantsuselien 
war,  nicht  stattfinden. 

III)    Sei  gegeben: 
Man  findet,  wenn  man  weiter  differenziirt : 


Die  Gleichung  gibt  keine  allgemeine  Entwicklung  nach  ganien  Folensen  Ton  x, 

d*y 

da  für  x  =  0,  -r~  unendlich  werden  kann.    Indess  gibt  diese  Form  ein  particuli- 

res  Integral,   welches  wie   oben   zur  Auffindung  des   allgemeinen  verwendet  wer- 
den kann. 

Setzt  man  n&mlich  x=0,  und  verlangt,  dass  keiner  der  Differenz! alqnotienten 
unendlich  sei,  so  ergibt  sich: 

«fa      '   rf»'        8*' «*«•"•  dx*       5"' 
allgemein : 

wenn  m  ungerade  ist: 
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^2m     ^      ^     2m+l 


Es  ergibt  sich  hieraus,  wenn  y=yo  fdr  «=0  ist: 

-  /i  *■»•  »^Jf^  *****        ,  V 

^"^•^^    1.2.3''"l-2..5     1.2.. 7      ^     "^' 
eine  immer  conrergirende  nnd  leicht  sn  snmmirende  Beihe^  welche  gibt: 

.._Ceiit(«y») 

»- — i — 

Um  das  allgemeine  Integral  zn  haben,  wendet  man  wieder  die  Variation  der  Con- 
stauten  an.    Ist  C  jetzt  nicht  constant,  so  hat  man : 

^  sin  (x  Vit) 

äff  _dC  Bin  (zYn)  ^  ^  x       ^ 

dx      dx  X  dx 

rf'y  ^  J»Csin(xyn)       rfC     /sin (x yii)\  ,  ^      V      x       / 
Ar«  "dl««         X        "^^ite      \       X       )^  dx* 

also  wenn   man  dies  in  die  vorgelegte  Gleichang  einsetzt  mit  Berucksichligang, 

sin  (x  Vfi)    .     _ 
dass   1— I— i  ein  Integral  ist: 

.sin  (gyn) 

8elbstyerst&ndlich  ist  das  hier  eingeschlagene  Verfahren  dasselbe,  als  wenn  wir 
die  vorgelegte  Gleichung  in  2  simultane  verwandelt  hätten  Die  Gleichung  nimmt 
die  Gestalt  an : 

rf*C  dC 

also  durch  Integration: 

dC  Ci 


dx  "  (sin  [x  yn])»* 
und: 

C=Cy+ (y' cot  (*yn), 

welches  das  vollständige  Integral  gibt: 

_  a  sin  (xyn) + C  cos  (x  yn) 

y- s  • 

IV)  Es  soll  jetzt  die  Gleichung: 

£2  +  1  ^+-=0 

dx*      X  dx 
durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  integrirt  werden.    Da  es  mög- 
lich sein  kann,  dass  fUr  x=0,  -y^^oo    wird,  so   lassen  wir  die  Exponenten  nn- 

dx 

bestimmt,  und  setzen: 

Dies  zweimal  differenziirt  und  in  die  gegebene  Gleichung  eingesetzt,  gibt: 

+itja(«-l)x''""^+it,  ^08-l)«^"'V^«y(y-l)«^""^+  •  •• 
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Setzt  man  den  Coelficienteii  von  ir— 2  gleich  Null»  so  kommt: 

Wenn  ß—2  kleiner  als  a  w&re,  so  würde  sich  auch /f=:0  ergeben,  was  nicht  mög- 
lich.   Wir  setzen  also: 

^— 2  =  «,  y— 2=^  .  .  ., 

woraus  sich  ergibt: 

a=0,    jl=2,    y=4  .  •  ., 

also: 

y=^  1(1-^72+ 2«^  ""2« .4». 6»^*  .  0- 
Man   erh&lt  auch   hier  nur  ein  particuläres  Integral.    Uebrigens   sind  in  unserer 
Annahme  über  die  Exponenten  a,  ß  ,  ,  ,  Willkürlichkeiten  enthalten.    Sie  liessen 
sich  auch  so  wählen,  dass  man  das  vollständige  Integral  erhielt,  wenn  man  diese 
Exponenten  negativ  nähme. 

V)  Die  beiden  zuletzt  behandelten  Gleichungen  sind  nur  besondere  Fälle  der 
folgenden : 


Indem  wir  auf  ein  allgemeines  Integral  aus  den  bereits  angeführten  Gründen  ver- 
zichten können,  wollen  wir  setzen: 


also: 


a=^o««"""*+^i(«+l)*'*+^,(«+2)«"+'+  .  .  ., 
dx 

^=il.«(a-lU""V>ti(«  +  l)«*""'  +  i4,(«+2)(«  +  l)jt:''+  .  .  . 

also  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung,  und  durch  Zusammenfassung  der  mit  der- 
selben Potenz  von  x  multiplicirten  Glieder  erhält  man: 

y4  ^  er  (a  T- 1) -J- ff i  il  ^  «  =  0, 

^,«(«+l)+mi4,  («+!)  =  0, 

^,  («+!)(«  +2)+m.4,  («+2)  +  nA.  =  0, 

^(«+2)(«  +  3)+mi4,(/r+3)-|-ni4^=0 


Die  erste  Gleichung  gibt: 

flr=:0,     oder     «  =  1—1». 

Je  nachdem  wir  den  einen  oder  andern  Werth  nehmen,  wird  die  Reihenentwick- 
lung eine  ganz  verschiedene  sein.    Gehen  wir  zunächst  von  «=Oaus,  so  kommt: 

allgemein: 

A  =I^*.zlL, 

»     «(m+»-l)' 
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also: 


A 


(-1/©'^. 


•.'*+  i""^'     ^i%      1.2.3...  *(m-f.l)  («1+3)  ..  .(m+2«-l) 
Es  ergibt  sich  hieraus  die  Reihenentwicklung: 

wo  zu  setzen  ist: 

^^*^""^     l(iii+l)"^1.2(iii-f-l)(ffi+3)    1.2.3(m4-l)(m+3)(m+5)'^ 


(-I)V 


■^1.2...s(iii+l)(m+8).  ..(m  +  25-1)"*'  *  '  •^• 

Setzt   man  dagegen  fr  =  l— m,  so    kommt   man  in  ganz  ähnlicher  Weise  zu  der 
Entwicklung: 

wo  zu  setzen  ist: 


»     — m  +  3  /»y    — f»+5 


V-W-*  l(-«+8)  +1.2(-iiH-8)(-m+6)"^  ' 


(-1) 


p    -m+2;?  +  l 


+1 . 2 . .  .  p  (-m+3)  (-m+5) . . .  (-m+2p  + 1)"*"  '  •  ' 

Geben  beide  Reihenentwicklungen  einen  Werth,  so  hat  man  offenbar  als  allge- 
meines Integral: 

y  =  Ay(«)-|-Äv/(ar). 

In  der  That  convorgirt  die  Reihe  9  (»)  immer,  wenn  m  keine  negative  ganze  und 
ungerade  Zahl  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Reihe  ^(x),  wenn  m  keine  positive 
ganze  und  ungerade  Zahl  ist,  welche  grosser  als  +1  ist-  Mit  Ausschluss  dieser 
beiden  Fälle  ist  also  in  unserer  Formel  das  allgemeine  Integral  enthalten.  Selbst 
in  diesen  Fällen  aber  haben  wir  ein  particulares  Integral : 

3f  =  ily(x)    oder    y=Bi/f(x), 

Das  allgemeine  gibt  dann  die  Variation  der  Constanten.  Man  erhält,  wenn  Ä  als 
Function  von  x  betrachtet  wird: 

also  durch  Einsetzen  in  die  Differenzialgleichnng : 


durch  Integration  also: 

dA 


^'   ^"^wm' 


dx 
A:=:V  i  

J  x'^l 

also: 


•/   X  [<f(x)]' 
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oder  wenn  n»  eine  poNtire  nngerade  Zahl  ist: 

y=Cy,{x)f—^ +C,.,{x) 

J  *"[r(«)]' 

Diese  Formel  ist  anch  dann  zu  nehmen,  wenn  in=l  ist.  Obgleich  dann  n&m- 
lich  beide  Reihen  convergiren,  so  werden  sie  doch  identisch,  nnd  die  Formel: 

y=:ily.(x)  +  i?^(x), 

beschränkt  sich  auf  ein  Glied,  gibt  also  nur  ein  particnl&res  Integral. 

Es  lässt  sich  für  das  Integral  unserer  Gleichung  aber  noch  eine  andere,  oft 
Yortheilhaftere  Reihenentwicklung  geben. 

Setzen  wir  zu  dem  Ende: 

wo  ii,    ilp  ii,   .  .  .  zu  bestimmende  Constanten,   </(x)  eine   Function  Ton   x, 
^/{x)j  tf"{x)  ...  die  Differenzialquotienten  derselben  sein  sollen. 
Man  erhält  durch  Differenziiren : 

!ü.f&=milax"~%(a;)  +  mi4^  («+!)«''"  V(*)+"»^a(«+2)*V'(*)+  •  •  • 
z  dx 

+mi4a?*'^*9/(x)+m^i«V'W+   •  •  •» 
^==A«(a-l)a:"~\(*)+A,(«^-l)«:r""^//(*)+.4,(«+2)(«+l)«V'(*)+•• 

•{•Ax  *§'"  {x)-\-  .  .  . 
Dies   in    die   Differenzialgleichnng   einsetzend,    und    den    Coefficienten    des    mit 
^a+;'—     multiplicirten  allgemeinen  Gliedes  gleich  KuU  setzend,  erhalten  wir: 

für  jeden  Werth  von  p,  der  grösser  als  1  ist. 
Diese  Gleichung  wird  erfüllt,  wenn  man  setzt : 

(«+;?)(«+p+m-l)^  +(2a+2;i+fii-2)A  __^=0, 
und  gleichzeitig: 

Wegen  der  WillkOrlichkeit  der  Constanten  und  der  Function  7  sind  offenbar  diese 
Annahmen  gestattet.  Die  letzte  Gleichung  wird  offenbar  für  jedes  /»erfüllt,  wenn 
man  setzt: 

y/'(ar)+fi7.(a:)=0, 

nnd  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

y  (a?)=:Csin(«y«)+CiCOs(a:yn). 

Setzt  man  jetzt  auch  die  Coefficienten  der  mit  x'*^  und  x^^ '  multiplicirten 
Glieder  gleich  Kuli,  so  kommt: 

«(ß-l)+ma=0,    il,  («-fl)(a+m)+-^(«+2ff)  =  0. 

Die  erste  Gleichung  gibt: 

a=0    oder    «  =  1— m, 

die  zweite  in  jedem  der  beiden  Fälle: 

Sei  zunächst: 

ft=l-rm, 
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80  ivird  die  Relation  swischexi  A^  und  A^     .  lein:' 

p(p-ifi+ 1)  i4^  =  (m-2p)  A^_  j. 

Darch   snocessiTes  Einsetzen   der  Werthe   von  p^  erhält   man  einen  entwickelten 
Ansdrack  für  A  .  der   mit  A  multiplicirt  ist    Wegen  der  Constanten  C  nnd  C^ 

kann  aber  ^  =  1  gesetzt  werden,  nnd  man  hat: 

^  _      (m-2p)(m-2p+2)  .  .  .   (iii-4)  1 

'  p  Ö»-m+l)(p— m)  .  .  .  (3— m)    1-2  •••p' 

woran!  sich  ergibt: 

„_   »-"»r,    ^ftt  («-4)  .  .  .  (m-ap)    (-x)>'    d^A 

y-«      i*-*rfr+  •  •  •  +(«-8) . . .  («.-p+1)  rä::^  ^^  •  •  '^' 

WO  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

l  =  Csin  («Vn) + C\  cos  {x  yn). 
Biese  Beihe  wird  abbrechen,  wenn  A  zzO  wird,   nnd  in  diesem  Falle  hat  nnsere 

Gleichung   also  ein   ans   einer  endb'chen  Anzahl  Glieder  bestehendes  allgemeines 
Integral.    Es  tritt  dies  ein,  wenn  m  eine  positive  grade  Zahl  ist. 

Setzen  wir  nnn  auch  a  =  0,   so  wird  die  Relation  zwischen  A       .  nnd  A^ 

sein: 

^  _        m+2/y-2  ^ 

oder  in  entwickelter  (Gestalt,  wenn  man  i4  =  1  setzt : 

.    _(m+2)(mH-4)  .  ,  .   (ifi+2p-2)  (-1)_P 
p       (»i+l)(m+2)  .  .  .  (m-|-/>-l)  1.2. ..p' 
woraus  sich  ergibt: 

-1-    ^o.  .(-J?)''(m+2)(m+4)  .  .  .   (m+2p-2)dPl  . 

^"      *!/«"*■'  '  '■^1.2  ...p(m+l)(m+2)  ...  (»i+p-l)  ^       '  '  " 

wo  k  die  obige  Bedentang  hat. 

Diese  Beihe  bricht  ab,  wenn  m  eine  negative  grade  Zahl  ist.    Also: 
„unsere  Gleichung  hat  ein  in  endlicher  Form  darzustellende«  Integral   im- 
mer dann,  wenn  m  eine  positive  oder  negative  grade  Zahl  ist.** 
VI.    Wir  betrachten  schliesslich  noch  die  Gleidiung: 

d*u      .    ffi 

dieselbe,  auf  welche  wir  früher  (in  Abschnitt  25)  die  Riccatische  Gleichung  zurück- 
geführt haben. 

Wurde  die  letztere  in  der  Form  dai^estellt: 

nnd  waren: 

die    particulftren    Integrale    der    ersten   Gleiohung,   so  war   das  allgemeine  der 
Biocatischen : 

rw  +  cy^(x) 

^     «[/(x)+cy.(x)r 
Se^st  man  x^=kz,  so  nimmt  nnsere  Gleichung  die  Gestalt  an: 

wird  also  angenommen: 
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2p-2  =  m,     p  =  ~  +  l, 


und  durch  a;^  dividirt,  so  bat  man: 

rf»u   ,      m     1  du  Ah 

oder,  wenn  man  setzt:  j«„      i  j^ 


dz"'^m+2z  dz      TZ v?^"^» 


"•.  ,   1  rfa:*       z  dz 

■9"+  A 
k—-  ., .  Sei  ferner  ffeeeben: 

yA  ' 


g,(,._.("t»),^. 


yzzx  ^  Zy 


p.y!^du  Wir  setzen: 

<'2*  Z  dz         ^"• 

Diese  Gleichung  aber  stimmt  völlig  mit        .      ,   ,, 

der  in  V)    behandelten    überein,    wenn    ""^  erhalten: 

man  darin  setzt:  d*z      2(n4-l)<<« 

«      ^  dx*            X       dx    ^ 
^y^  ,  2  ™  '»    und    —1  für  n, 

'  30)    Integration  von  Differen- 

Tflt      "*       «:«.»    «^ *•         j             ...  zialgleichungendurchbestimmto 

^^^iTPl   *'"®    »•«"^'^«    ^^«^    PO"^»^e  Integrale. 

grade  Zahl,  so  wird  also  das  Integral  in       Da  viele  Reihen   durch  bestimmte  In- 
geschlossener Form  aufzufinden  sein.  tegrale   summirt  werden  können,   so  ist 

Setzt  man      ^     =  H-  2 »     lo     erhalt  ®'  ^^  möglich,  auch  Integralen  von  Dif- 

m-|-2      —      '  ferenzialgleichungen   die  Form  bestimm- 

man:  tcr  Integrale  zu  geben.    Man  kann  auch 

Zf^i  in  manchen  Fällen  sich  directer  Metho- 

m=:     -  .^  ,  den    bedienen.      Indessen    sind    hierbei 

^^*    ^  mancherlei  Vorsichtsmaassregeln  nöthig. 

o^er :  Zunächst  muss  klar  sein,  ob  immer  oder 

^l  in   welchen   Grenzen  das  bestimmte  In- 

«» ^  —Q.   I   1'  tegral   einen  Werth  habe.    Es  kann  fer- 

*  ^  ner  das  Resultat  illusorisch  werden,  wenn 

Wir   haben  schon  früher  direct  gezeigt,  ^^^  Function    unter  dem  Integralzeichen 

dass   in   diesen  Fällen  sich  ein  Integral  ^^    ^^'^^'^    bestimmten   Werth   disconti- 

der  Riccatischen  Gleichung  finden  lasse,  auirlich  wird,  ein  Umstand,  der  mit  der 

A-»   j:           it\  V  l     :.  1      r^,  .  ,  Auswahl   der  Anfangswerthe ,    d.  h.  der 

^J^^utt  fl^r  ^^^^^^^^  Gleichung  integrationsconstanten ,  in  enger  Verbin- 

1^'J.Vfi-?         *'"•  """^  ^'^  folgenden  aun|  steht.    Entsteht  das  bestimmte  In- 

zurucaiunren : .  ^^^^^  ^^^^  Summirung  einer  Reihe,  so 

ist  femer  festzustellen ,  ob  es  so  lange 
gelte,  als  die  Reihe  convergirt,  da  es 
vorkommen  kann,  dass  in  gewissen 
Grenzen  die  Summe  dieser  Reihe  eine 
ganz  andere  Form  hat  als  in  andern. 
Umgekehrt  kann  auch  das  bestimmte 
Integral  weitere  Grenzen  haben  als  die 
Summe.  Kurz,  im  Allgemeinen  gehört 
die  ZurückfÜhrung  des  Integrals  einer 
Differenzialgleichung  auf  irgend  eine 
Form,  oder  eine  Reihe  von  Formen,  die 
in  allen  Grenzen  ein  Resultat  geben,  zu 
den  schwierigsten  Untersuchungen  (wo- 
bei  auch  die  complexen  Werthe  der  va- 
riablen zu  berücksichtigen  sind),  wegen 
des  Wechsels  dieser  Form  bei  Ueber- 
Bchreitung  der  Discontinuitäten  und  Mehr- 


• 

i+'^' 

'=: 

:*eP* 

Setzt  man 

hierin : 

y= 

Oll 

du 
dx' 

so  kommt. 

• 

d^u 

ab 

uer    f 

und  wenn 

man: 

- 

2Yab 
P 

1 

2 

e 

px 

=  z 

setzt: 
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denligkeiten.     Als  Muster  der  Behand-  den    kelnesweget   die   nodi   sehr  naive 

lang  eines  solchen  Problems  kann   die  Weise  hinreichend,  in  weicher  man  sich 

Abhandlnng  Biemann's    (siehe   die  Ab-  heut  zu  Tage  in  Wien  mit  diesem  Pro* 

handlnngen    der    Qöttinger   Gesellschaft  blem  abfindet. 

der  Wissenschaften)    über   diejenige  li-  Wir  mOssen  uns  hier  mit  einigen  ein- 

neare  Differenzialgleichnng  dienen,  wel-  fächeren  Beispielen  begnügen. 

eher    die    hjpergeometrische   Beihe    ge-  I)  Wir  wollen  zunächst  die  in  V)  des 

nfigt     Was    speciell  die    Ausdrücke  in  Torigen  Abschnitts  betrachtete  Gleichung 

der   Form    bestimmter   Integrale    anbe-  wieder  aufnehmen. 

trifft,  so  ist  aus  den  angeführten  Grün-  Es  ist: 

,           N       <      «■  cos  «■   .  «*  eos  w* 
cos  («  cos  (d)  ^  1 ^ — - —  -I- 


1-2       '  1.2.3.4 


•  • 


111—  i 
Wir  multipliciren  mit  sin  w  ävt,  und  integriren  in  den  Grenzen  o  und  n,  was 

jedoch  nur  einen  Wcrth  gibt,  wenn  m  positiv  ist,  da  im  entgegengesetzten  Falle 

an   den  Grenzen  die  Function  unendlich   würde.     Berücksichtigen   wir  ferner  bei 

dieser  Integration  die  Formel: 

r''  2,.      u.  1.3.5.  ..(2<~1)  /•«  .       u, 

J   0  (ü+2)(,a+4)  .  .  .  0*4-20 J   Q 

wo  /Lt  grösser  als  —1  zu  nehmen  ist.  (Es  folgt  diese  Formel  ans  den  in  Abschnitt 
27)  des  Artikels:  „Analytische  Quadratur**  gegebenen,  durch  fortgesetzte  Wieder- 
holung des  Verfahrens.)    Man  erhält  dann  das  Schlussresultat: 

/      cos (« cos  cu)  sin  fti  dia=z  f      sin  w  dw-^  .  .  . 

/      *^\p  r^  .      m-l  . 
I g-K  /      sin«  tfa> 

I  ^      ^/    ./    0 

"^1.2.3. ..p(m+l)(iii+3)...(w4-2;i-l)      "  *  *' 
d.  h.  wenn  man  nzzxYn  setzt: 

nx* 

j      cos  («y»  cosw)sin  w'^""'rfw=    C     ^Sntü^'^^  dto[\^  YTu^Zf& 

(¥)■         .     °     (-¥) 


"^1-2  (m-fl)(m-f  8)     •  •  •  ■*'l.2...p(m-fl)(m+3)...(m+2;)-l)"*"  *  *  *'' 
Es  ist  dies  aber  offenbar  die  in  V)  des  vorigen  Abschnittes  mit  </.(«)  bezeichnete 

sin  tu         dtj.  Da  nun  y  =  ii  7  (x)  eine  willkürliche  Con- 
0 
stante  enthftlt,  so  ist  ein  particul&res  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 


/*»  m— I 

y=ill      cos  («  V»  cos  ta)  sin  a>         dta^ 

-^    0 


jedoch  nur  dann,  wenn  m  positiv  ist. 

Die  mit  \^(«)  bezeichnete  Beihe  lässt  sich  auch  unter  der  Form  schreiben: 

^{x)^x  ll^l.(_iH:^+1.2(-m+3)(-m+5)~  •  *  ' 


(-¥)■ 


■*■  1.2..K-«+3)(-m4-5)..(-m+2i>+i;"^  '  '  •'' 
und  man  sieht  hieraus  leicht,  dass  sich  der  Ausdruck  in  den  Klammem  von  der 
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dx     .  1  «  = » 


y= 


2 


Ott  A'rfiT   ' 

u*{C-\-al  —)  In  dem   einsigen    Falle,   wo  m=— 2 

'^    **  ist,  werden  beide  particnlüren  Integrale 
wo  u  das  gefundene  particalüre  Integral   illusorisch.     Es    ergibt   sich    in  diesem 

der  Gleichung:  Falle  direct: 

rf*««^^  .  m  d*u Au 

2?»""    *   ^  Sc«""«*'' 

ist.  eine  Gleichung,  die  der  in  Abschnitt  2) 

Fftr  «1=0  hat  man:  II.  behandelten  Klasse  angehören,  und 

^iif  deren  Integral  ist: 

-—-—«  =  0,  .             . 

^<):  wo  *(  nnd  k^  die  Wurseln  der  qnadra- 

m     .  tischen  Gleichung: 

_2yA     T"^*  *>-ib=il 


2  *"^'  jp 

••  +  2  gind. 


ganz    wie     im     yorigen    Abschnitte    su    .  "^^.^^f.  7?"®" 
setsen  ist.    Das  Integral  ist:  -^^  ^'^  Gleichung: 


Integral 


II)   Wir  wollen  aber  auch  auf  directe 
j^lekfanng: 


•etat 


Ist  «1^—4,  so  erhllt  man :  offenbar  dieselbe,  mit  der  wir  uns  eben 

beschäftigten,  durch  bestimmte  Integrale 
if*u     2  ^_   _^  auflösen,  um  eine  Anwendung  auch  die- 

di*"^  %  di    ^~  ■•'   Methode    su    zeigen.     Wir    folgen 

hierbei    dem    Gange,    welchen    Lobioto 
und  wenn  man:  (Crelle's    Jonmal,    Bd.  17)    einschlagt. 

^  Das    Resultat,    wie    es    schon    gegeben 

«  =  0'  worden  ist,  rührt  von  Kummer  her. 

Setzen  wir: 

rf«r  ^  y=fe-'P^Pdp, 

-— -— e=0,  •' 

***  wo  P  eine  zu  bestimmende  Function  von 

also:  P  i*^  so  erhält  man: 

X9  ^fe^P'Px  dp  =  -  e-P'^P^  f^^^'dp, 

^^  f  e-P''Pp^xdp=:-e'^P*Pp^  +  f  e'-P'^diPp*), 

und  wenn  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  setzt: 

0=  «""^*P(c'-p«)4-  f  €^P'[d{Pp^)-e*dP-J!^Illppdpl 

J  m 

Setzt  man  den  unter  dem  Integralzeichen  erhaltenen  Theil  gleich  0,  so  kommt: 

(p«-c')rfi'+ü^iV<*i.=0, 

oder  durch  Integration: 

m+  I 

Die  Gkenien  des  fiir  y  gesetzten  Integrals  ergeben  sich,  wenn  man  den  Thml 
aasserikAlb  des  Sunmemeichons,  welcher  für  die  Orenswerthe  gilt,  Tersehwinden 
l&sst.    Es  ist  also  zu  setzen: 


d^ 
dx' 
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m—  I 

ftk—    I 

Ist  positiv,  «o  wird  diese  Gleichung  erfüllt,  wenn 

p=-\-c    oder     =— c    - 

ist.  [Der  Werth  pzz oo  gibt  im  Allgemeinen  kein  Resultat,  weil  ja  x  auch  ne- 
gativ sein  kann.*)]  Nehmen  wir  also  —c  nnd  -\-e  als  Integrationsgrenzen,  so  er- 
gabt sich: 

m+  1 


e'-P«(e.^p«)        2«  rf/, 


2fii 

e 

m+  1 


^    0 

oder  wenn  man  ffir  p  setzt  cqx 


m+  I 


•^     0 


wo  die  Coftstanto  A  einen  andern  Werth  al»  vorhin  hat  Es  ist  dies  ein  parti- 
culftves  Integral.  Indess  findet  man  unter  gewissen  Bedingungen  ein  zweites, 
wenn  man  in  die  gegebene  Differenzialgleichung  Setzt: 

1 


4M. 

yzzmx    s. 


Es  wird  dieselbe  dann: 


-T—  H —  äc»z. 

dx*        mx     ax 


Diese  Gleichung  aber  hat  die  Form  der  ursprQnglichen ,  wenn  man  in  derselben 
m  mit  —  m  vertauscht.    Ist  also  positiv,  so  erhält  man  ganz  wie  oben: 

»—  I 


1  •/     Q 


fll 

mx 


Finden  also  beide  Bedingungen  stast,  so  ist  der  allgemeine  Werth  von  y: 

m4-  1  m—  1 

y  =  /"*  (••«•+  .-  «^n  [A  (1  -  ,')"  "^^  +  B  (1  -  j.)~  "^STjj^ 


0 
Setit  man: 


m-1 


so  ist: 

m+1 


m 


=2-fi. 


*)  In  der  angefahrten  Abhandlung  nimmt  Lobatto  irrtfafimlicfaer  Weite  die 
Grenzen  e  und  oo  als  allgemein  gültig.  Dieser  Fall  ist  aber  ein  trefflicher  Beleg 
daftr,  wie  das  Resultat  sich  mit  der  Auswahl  der  Constanten  ändert.  Sind  diese 
so  gewählt,  dass  :r  positiv  bleibt,  so  kann  das  Integral  auch  in  den  Grenzen  0 
und  00  genommen  werden,  sonst  nicht. 
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Bei  positiyem  n  ist  nun  dieser  Ansdmck  n-\-i 

immer  positiv,  wenn  n  kleiner  als  2  ist  _^J p^j^ 

und  In    diesen   Fallen   findet  der  Ans-  e^^^P  =ae      **'^*  e 

druck   für  das  allgemeine  Integral  statt.  .  <.'  •  ^      ^       iv    ^• 

Ausserhalb  dieser  Grenzen  ist,  wie  leicht  !**»  '^  verschwindet  derselbe  fiir  p,=oo 

zu  sehen,  entweder  der  mit  A    oder  der  "™™®'»  ^®'*"  • 

mit  B  multiplicirte  Theil   ein  particulä-  n+i 

res  Integral  der  vorgelegten  Gleichung.  ^i p^x 

Der  Fall,  wo  n  imaginär  ist,  würde  je-  **+ * 

doch  andere  Betrachtungen  erfordern.  positiv  ist,  d.  h.  wenn: 

III)    Schliesslich,  um   auch  die   Inte-  . 

gration     einer    hohem    DifFerenzialglei-  Pi   >(n-\'\)a 

chung  dnrch  bestimmte  Integrale  zu  zei-  igt,   eine  Bedingung,  welche  für  nnend- 

gen,  entnehmen  wir  der  angeführten  Ab-  ijches   p^    immer   zu   erlullen  ist,  da  n 

handlung     noch     die    Behandlung     der  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss.   Man 

Gleichung:.  hat  also  das  particul&re  Integral: 

n"*y  =  '''  ^00     -? 

mit   der  Bemerkung,   dass  das  Resultat  *^   0 

schon  früher    durch  Scherk   mittels   der  gteiu  nun   $  irgend  eine  n-f-lte  Wur- 

Summation  von   Reihen  gefunden ,    und  ^el   der  Einheit  vor ,   so  ändert  sich  P 

direct  durch  Jakobi  verificirt  worden  ist.  nicht,  wenn  man  tp  für  p,  setzt,  und 

Wir  seUen:  „i^n  hat  also  n -f- 1  particnl&re  Integrale 

y^fe^'Pdp,  von  der  Form: 

J  n+l 

wo  P  wieder  eine  Function  von  p  sein  qq    ^^ 

soll.    Es  ist  dann :  y  =  n«  /       e      *+  *  e  ^^*dp. 

— -=:  I  e^  p  dpf  Igt   t   eine  primitive  Wurzel,   so  ist   in 

dx^     ^  dieser  Formel  <  nach  und  nach  zu  ver- 

also    wenn    man    in   die   ursprungliche  tauschen  mit: 
Gleichung  einsetat:  ,     ,         ii 

/«''*  Pp^dp^  re^^xPdp  =  a,  Da  nun  jedes  dieser  particulären  Inte- 

'  grale  der  Gleichung: 

oder,  wenn  man  das  zweite  Integral  theil- 

weise  integrirt:  if^y 

T^.     ni  .  V  •  *     .«*iu     „-«-  «.-»«   genügt,  so  ist  zu  sehen,  dass  die  Summe : 

Die   Gleichung    ist  erfüllt,    wenn  man  ^      ^^  ' 

setzt :  p*+  • 

und:  -^  0 

WO  pi,  p„  F„  Pg  die  Werthe  von  p,V 

an   den   Integrationsgrenzen   sind.     Die   genügen  muss  der  Differenzialgleichung : 

erste  Gleichung  aber  gibt  integrirt:  -j 

n+l  ^-a:y=C  +  Ci+C,+  .  .  .   '\-C^. 

^- djT* 

P=Ce  f  Damit  diese  mit  der  gegebenen  überein- 

vnd  die  zweite  wird  erfüllt,  wenn  man   stimme,  ist  zu  setzen: 

Da  nftmlich  der  erste  Theil:  eine  Bedingung,  welche   die  it  +  l  Con* 
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Btanten  aof  n  redncirt,  wie  es  auch  sein   gen    Variablen    und    der  Integrale    ist 

muss,   da  die  Torgelegte  Gleichung  nter  gleich  8. 

Ordnung  ist.  Et  mQssen  n&mlich,  wenn  x  allein  nn- 

31)   üeber    eine   Differential-   Äfltl Jf/'f»fi ^ "*'    Tv   ^''^^' 

gleichung  mit  3  Variablen.  !j!"^?°^!L         ''^'*° '  ""k^*  ^ ''°?  * 

®  *  als   Functionen   von  x   geben.    Sind   x 

Bei   allen   bis  jetzt  bebandelten  Auf-  und   y   unabhängige   Variablen,    so   ist 

gaben    war    die    Anzahl  der   gegebenen  nur    eine     Integralgleichung     gefordert, 

Differenzlalgleichungen  um  Eins  kleiner  welche  s  als  Function  von  x  und  y  gibt, 

als  die  der  Variablen.    Es  konnte  daher  Ein  dritter  Fall  ist  unmöglich 

eine  der  letztewn  als  unabhingige  Va-  ^  Nehmen  wir  zunächst  den  letzten 

nable  betrax^tet  werden,  und  die  Anzahl  y^,,   ^„     ^^^  ^^^  g  unabhängige  Va- 

der  Integrale   war  gleich  der  der  gege-  ^.^en   x  und  y   vorhanden  siSd     Wir 

benen    Gleichungen      Die    Sache    wird  schreiben  dann  insere  Gleichung  folgen- 

aber  anders,  wenn  diese  Bedingung  nicht  dermaassen: 
mehr  erfüllt  ist. 

Zunächst  wollen  wir  uns  auf  den  ein-  j. — —  <£*«  21  <*,/ ' 

fachsten  Fall  einer  Gleichung  mit  3  Va-  ^     Z           Z  ^' 

riablen,  von  der  Gestalt:  ^jne  Gleichung,  welche  offenbar  gleich- 

Xdx-^Ydy-^Zd»=:0  bedeutend  ist  mit  dem  System:    ' 

beschränken,  wo   X,    r,   Z  Functionen  If— _^      ^*  -       ^ 

von   a?,   y,  »  sind,  um  in  den  nächsten  ^^ —     Y'    Sy  ""  "~  "Z ' 

Abschnitten    die    gefundenen   Resultate  .  * 

möglichst  zu  erweilern.  Differenznrt    man  aber   die   erste   Qlei- 

Die  Frage  stellt  sich  hierbei  zunächst:  chung  nach y  (mit Berücksichtigung,  dass 

^  .     ,x    .  ,  1        .  j  »'><5**  d'®  Grosse  »,  welche  in  X,  Y,  Z 

„Wie  viel  unabhängige  Variablen  sind  enthalten  ist,  als  Function  von  «  und  y 

unter  diesen  dreien  vorhanden?  **  betrachtet  werden  muss,  da  ja  das  Inte- 

Offenbar  ist  nach  Bestimmung  dersel-  gral  x  als  eine  solche  Function  ergeben 

ben  auch  die  Anzahl  der  Inte^*ale  be-  muss),  und  die  zweite  nach  x,  so  erhal- 

kannt,  denn  die  Summe  der  unabhängi-  ten  wir  gleiches  Resultat,  nämlich: 

d'Z  _~     \d^'*"äi  dyj'^'^\dy  •^'äldy/ 
dx  dy  Z' 

Vag  "*"  dt  dxr      \dx  "^  dz  dx) 

-  Zi  ' 

ds    d» 
hieraus  folgt,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Nenner  weglässt^  und  für  j-,  ^ 

die  Werthe  setzt: 

Dies   ist  eine  Bedingung,  welche  durch  eine  Gleichung,  welche  nur  die  Variablen 

die  Goeffidenten  X,   Y,  Z  erfüllt  werden  x  und  »  enthält.   Man  integrirt  dieselbe, 

muss,  damit  z  eine  Function  von  x  und  Die  willkürliche  Constante  des  Integrals 

y  sei,  also  die  vorgelegte  Gleichung  nur  kann  jedoch  eine  Function   der  als  con- 

ein  Integral  habe.    Man  nennt  sie  „Be-  stant  gedachten  Ghrösse  y  sein, 

dingung  der  Integrabilität«   obwohl  nicht  j           ,^  ^^^  „^^  ^          ^^^^ 

ganz   passend,  da   eine  Integration  der  .|J  j.^^    ^^1^^  ^*'.    ^^ 

läyst  sich   die  AufÄ  des  Integrals  ^^^^  it^k  NurodÄge^^^^^^^ 

leicht  m  folgender  Weise  bewerkstelligen,  i^l^^^rth,  und  bezeidinen  s.  als'  zu- 

Da    in  der  vorgelegten   Gleichung   s  gehörigen  WerA  von  *. 

als  Function  von  x  und  y  zu  betrachten  ° 

ist,    so    kann   man  sunächst  y  constant  *o=^(^  y»  ') 

denken.    Sie  nimmt  dann  die  Gestalt  an:  j^j  ^mm  das  Hauptintegral.  —  Wieder- 

Kdx^Zdzs=.0^  holungsweise   bemerken    wir,  dass  sich 

21 
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ans   jedem    Integral    nnaerer  Qleicfaung  oder: 

/(*»   y»   *)  =  ^   ^^   Hanptintegral  finden  ^a:^^av)z=(bz,^ay)(cy-'bx). 

Iftflst.     Setzt   man   nftmlich  hierin  für  x  •^y^''*    «3^    '.«'*•     «yA«3f     «*;• 

x^  nnd  «.  für  2,  so  hat  man:  I>»e    zweite    Gleichung    integrirt,    gibt 

eine  Gleichung,   ans  der  sich  z^  ergibt.  i.  «i     .  * 

Da  nun  die  Gleichung  •"<>  "'^"^'^  Elimination  ron  z^ : 

für  jeden  Werth  Ton  x ,  also  auch  für  wo  «  die  willkürliche  Constante  ist. 

«t  gelten  muss,  wo  dann  4/«=0,  z=z^  SetaX  man: 

wird,  so  erhalten  wir  :  c     

wo    y^,    Z^    diejenigen  Werthe  von    Y  so  ist  noch: 

nnd  Z   sind,  welche  man   erhält,    wenn  cy^bx 

man    darin    x  und  s  bezftglich  mit  x^  T^. —  ~  ^'* 

nnd  s^    vertauscht,    w&hrend  y  beliebig  *     ^^ 

bleibt.  wo  y  ebenfalls  willkftriich  ist. 

Die  Integration   dieser  Gleichung  gibt  xi)  Im  Falle ,  dass  die  Bedingung  der 

nun   »0    »^8  Function  von  y    allein  mit  Integrabilität  nicht  erfüllt  ist,  gestaltet 

einer  willkürlichen  Constante  «.    Sei :  gich  die  Betrachtung  der  Gleichung 

»o  =  V'(y> «)»  Xäx-\-Yd^+Zdz^O 

so   ist  also   das  Integral  der  anftnglich  sehr  einfach. 

vorgelegten  Gleichung:  t^-      n.     »                                w. 

^     °                      ^  Dieselbe  kann   nur   eine  unabhängige 

\^(y>  a)=zif.(x,  y,  2).  Variable,  nnd  muss  mithin  2  Integrale 
Die  Integration  ist  also  sur&ckgelfthrt  haben.  Nun  ist  es  klar,  dass  die  vor- 
auf 2  Gleichungen  mit  2  Variablen:  gelegte  Gleichung    immer    ein    Integral 

Xdxi-Zdz^O  und   Y.dy+Z.dz.  =  0,  ^^'j   ^*""  "nlT'ü'^'i  *\^  """^  * 

I                            •  jTT    •     •      )  9,Qe    ganz    willkürliche   Beziehung    an- 

welche    man    unabhängig    von  einander  nimmt,  die  wir  durch: 

integriren  kann.    Von  der  ersten,  in  der  ^v                      o—    /            ^ 

man  y   constant   denkt,    ist  jedoch   das  '                     U— y  v*»  y»  */ 

Hauptintegral  *^  =  y  (x,  u,  »)   zu  bilden,  bezeichnen   wollen.     Man  kann  mittels 

und   schliesslich   aus  beiden  »^    zu   eli-  derselben    eine    Variable    «    eliminiren, 

miniren.  nnd  es  verschwindet  dann  auch  di  durch 

Beispiel.      Sei    gegeben   die    Glei-  die  Gleichung: 

(öy-6«)ite+(c»-Är)dy+(ÄJ:-cy)rf«  =  0.  ^^         ü'^^  57**^+ dF             ' 

Es  ist  also:  wenn  man  den  daraus  gezogenen  Werth 

X=:ay^bz,   Y=zcz—ax,Zz=ibx—cy^  von  dz  in  die  vorgelegte  Gleidiung  ein- 

AB.drtcke,  die  offenW  d«  Bedingung  l*!'"  o,^^!l'!  ::r8°V^J£w"S^n 

der  Integrabiliat  genSgen.  llite  J2  l^n  muT         ^""^^'''  ^«^ 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen :  *,       v_ 

(.y-i»)  d,  +  (te-cy)  &=0,  Die  wiUkOrUeh«  Gleichung: 

c.,^-cj,A.=0,  0=y(:r,y.  «) 

indem  man  x«  =  0  setzt.  i.          .           ,      .          .       t  ^       i  i. 

Das  Integral  der  ersten  Gleichung  ist:  ^^.^Terdt  ''1^:^  ^"^^^^  '^■ 

lg(6z-.ay)=lg(cy-6«)+lgy,  y^.^^  die IntegrabiliÄtsbedingong nicht 

wo  y  die  willkürliche  Constante  ist.  erliillt,   so  hat  die  Gleichung  immer   2 

Setzen    wir  hierin  xzzO,  i=zz^,   so  Integrale,  von    denen  jedoch  eins  ganz 

kommt:  willkürlich  ist.*' 

lg(6s^— ay)=lgcy+lgy,  Der    nöthigen   Rechnung    kann   man 

aUo  durch  Subtraction :  *"*^^  folgende  Form  geben.     Man  mul- 

tiplidre  Gleichung  2)  mit  der  unbekann- 

■   fes  --  qy_|  g»— fla?  ten  Grösse  Jl   und  addire  sie  zur  vorge- 

bx^^tt^           cy    *  legten  Gleichung,  so  ergibt  sich: 


3)(x+A|l)^+(r+A^^)cfy=:0,        Sf^: 
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gene  Gleichung   sweiter  Ordnuig  gibt, 


wenn  man  sar  Bestimmung  von  A  setst:   1)        dz^+A  dx  di-\-Bdydz=:Cdx^ 

dt,-  +Edxdy+Fd!f*, 

^                     "^    dz  ^^  ^»    ^»  ^»  ^»  f  Functionen  von  x, 

y,  z    sind.     Immer   kann   man    setsen: 

Die  Gleichungen  1)  und  4)  dienen  dann,  /^        z)=0 

um  aus  Gleichutag  3)  z  und  Z  zu  elimi-  V  w  y*    ^      i 

niren,  und  diese  Gleichung  8)  gibt  dann  wo  </.   eine  beliebige  Function  ist.     Eli- 

das    zweite  Integral ,    während    y.   ganz  ^^^^^^  ™*»*  mittels  dieser  Gleichung  und 

willkürlich    und   y  =0   das    erste   Inte-  '"'^®*  Differenzials    i   und    dz   aus    der 

gral  ist.  Gleichung  1),  so  hat  man  eine  Differen- 

gleichung  mit  2  Variablen  x  und  «,  die 

III)     Das  in   II)    enthaltene  Besultat  jntegrirt,  und  mit  tf=0  Terbunden,    die 

ist   als  das  allgemeine,  das  in  I)  enthal-  Aufgabe  löst.   —   Stellen  wir  aber  jetxt 

ten,  als  ein  Ausnahmefall  zu  betrachten,  ^j^  Frage:  „Unter  welchen  Bedingungen 

da   hierbei  eine  Bedingungsgleichung  zu  y^g^  die  Gleichung  1)  nur  ein  Integral?" 

erfQUen  ist.     Indess  braucht  eine  Diflfe-  go  jg^  ^er  Gang  der  Untersuchung  fthn- 

renzialgleichnng  mit  3   Variablen   nicht  ^ch  wie  in  I)  anzustellen, 

gerade  die  hier  angenommene  Form  zu  -^i^  setzen: 

haben,  da   dx ,  dy^  <fz  in  jeder  Potenz,   q.  ,* j        j 

Homogeuitiit    vorausgesotet ,    erscheinen  ^)                 di^pdx+qdy, 

können.     Immer  aber  ist  das  in  II)  ge-  wo  x  und  y  unabhängige  Variable  sein 

gebene  Verfahren  anzuwenden.    Sei  z.  B.  sollen.    Dieser  Werth  wird  in  1)  einge- 

die  allgemeinste  Relation  zwischen   d!r,  setzt,   wo  dann   dz  eliminirt  ist.    likn 

dy,  dz  angenommen,  welche  eine  homo-  hat: 

(p*-hAp^C)dx*+(q*-^Bq-F)dy*-\-(2pq'{'Aq+Bp-E)dxdy=0. 

Da  nun  x  und  y  unabhängige  Variablen  sind,  so  ist  dieser  Gleichung  nur  an  ge- 
n&gen,  wenn  man  setzt: 

3)  p«+^p-C=0,        q*+Bq-F=Oj         2pq'\'Aq-^Bp-E=0. 

Es  sind  dies  8  Gleichungen,  aus  denen  man  p  und  q  eliminiren  kann.  Die  re- 
sultirende  Gleichung  zwischen  A,  B^  C,  E  und  F  mnss  dann  identisch  erfttllt  wer- 
den.   Setzen  wir  der  Kfirze  wegen: 

A*  Ä* 

so  ist: 

und  also  die  Bedingungsgleichung: 

(-A±2G)('-B±2H)+A(^B±2H)+B{'-A±2H)-2E=(K 
d.  h.: 

DJ 

5)  ±  (BH-  GB)  4-2G£f-Ä-  ^ = ö- 

Diese  Bedingungsgleichung  ist  jedoch  nicht  die  einzige.  Wegen  der  Gleichung 
2)  muss  n&mlich  auch  sein: 

dp      dq 

dy       dx' 

Differonziiren  wir  also  bezflglich  die  Gleichungen  4)  nach  y  und  x  mit  B&ckaicht 
darauf,  dass  z  eine  Function  von  x  und  y  ist,  so  erhalten  wir: 

dA^^dG     dA    ^^dG  ^B.^dH      dB    _,^dH 

oder,  wenn  wir  Mr  p  und  q  die  Werthe  einsetzen : 

21  • 
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Die  Coeffioienten  il,  B,  C,  £,  F  mfiisen  32)  üeber  eine  Gleicbang  mit 
also    beide     Bedingungsgleicbungen    5)  n  Variablen  von  der  Form: 
und  6)  identiscb  machen,  damit  ein  In-  A^äxf-^Ä  dx^+  >  '  >  4-A  dx  =0. 
tegral  der  Gleichung  1)  genügen  könne.  i     i        •     s                      n    n 
XJebrigenB   ist  es  nur  nöUiig,   dass  eins  ^.     ri«  .  .                   j*    i^*ir         •  i 
der  bSden  Systeme  erimu  werfe,  welche  ,  ^'«   Gl«*««/.   !">/»  DifferenziUe 
enutehen.  wenn  man  ftberall  in  5)  und  *'"  <''•••  ''*»  '"  linearer  Form  vor- 
6)    die    nntem  oder  die   obem  Zeichen  kommen  nnd   Ä^^   A^  ,  ,  ,  A    willkür- 
nimmt.   Jedoch  darf  man  nicht  etwa  ...      ^       ..                               ^ 
in  5)  die  nntem  nnd  in  6)   die   obem  ^"**  F»nct.onen  von  «, ,   x.    .  .  .   «^ 

Zeichen  nehmen.  sind,   hat  in   ihrer  Allgemeinheit  snerBt 

Sind  aber  diese  Bedingungen  der  In-  Pfaff  behandelt,  sie  wird  daher  auch  oft 

tegrabilit&t  erfüllt,  so  ist  die  LOsungwie  als  PfafTsche  Gleichung  bezeichnet.  Einer 

in  1)  zu  machen.  weitem    Untersuchung    hat    sie    Jakobi 

Man    denkt    zuerst   y    constant,   und  (Crelle's  Journal,   Band  2  und  17)   un- 

erhält:  terworfen.     Die  hier    trotz    möglichster 

dz^-\-Ädxdi:=C€U*.  Kürze    mit    einiger    Vollständigkeit    zu 

.  gebende   Behandlung  wird   sich  an  die- 

^^^'  jenigen      Untersuchungen     anschlieseen, 

to  =^(x,  y,  s)  weldie  der  Verfasser  dieses  Wörterbuchs 

das  Hauptintegral  dieser  Gleichung,   wo  darüber  angestellt  hat.    (CreUe's  Journal 

der  Anfangswerth  Ton  x  gleich  der  Zahl  ~^.  ^v 

X.    angenommen  ist.      Man    hat    dann  Wir  seUen  zu  dem  Ende  : 

noch-zu  integriren  die  Gleichung:  ^j    X,dx,+X,dx^+  .  .  .  ^X  dx 

dz.*+B,dydz.  =  F.dy\  .             *    * 

wo    Ä„    F,    sich   aus   i^,    F   ergeben,  -'x^y  li»  -O 

wenn   man  darin  a-,   s  mit  x^,  »^  ver-  ~  ^    A^oar^— U, 

tauscht:     Aus  dem  Integral  dieser  Glei-  '  ~~ 

chung,  welches  sein  soll :  ^nd  stellen  zunächst  die  Frage,  wie  riel 

y.(y,  %g)  =  aj  Integrale  dieselbe  im  allgemeinen  Falle 

^A  —   A^^   -ET.n.v*:n»A/*,.<.i   A^^  «,.•*«««  habe,  d.  h.  wenn  zwischen  den  Gröseen 

und  aus   dem   Hauptintegral   der  ersten  ^    '                        keinerlei  Bedingungs- 

ist  dann  wieder  »,  zu  elimimren.  -«i»  -«^j  .  .  •  '»„  -.i,ii«»n«  »«»uii||uu|}a 

Man   sieht,    wie   diese   Methode  An-  gleichungen    stattfinden.     Wir  bemerken 

Wendung  findet,   wie  hoch  auch  die  Di-  noch,  dass  eine  Auflösung  der  Gleichung 

mension  der  Differenziale  sei ,  dass  sich  desto    allgemeiner   ist ,   aus  je  weniger 

aber     mit    derselben    auch    die    Anzahl  Integralen  sie  besteht,  da  je  mehr  Inte- 

der  Integrabilitätsbedingungen  yermehren  grale  gegeben  sind ,  desto  weniger  Ton 

muss.  den  Grössen  x  willkfiriich  bleiben. 

Wären  in  Gleichung  1):  ^j^  unterscheiden  jetzt,  wie  schon  frü- 

Az^B  =  0,  her,  die  beiden  Dififerenzialzeichen  d  und 

so  dass  diese  also  lautet:  ^  derart,  dass  wir  rf  dann  nehmen,  wenn 

wir    einen   Theil    der   veränderlichen    c 

d2"  =  C<te»+Ärfrrfy+l'c<y',  yon   den    andern   als   derartig  abhängig 

so   wären   die   Gleichungen  3)   Ton  der  betrachten,    wie  es  durch   die  Integral- 
Gestalt:  gleichungen  angezeigt  wird. 

p%2zC     o*  =  F     2pq  =  E.  Betrachten   wir  aber  die  x  als  völlig 

_.                T>*  j.            \      r          I.M. ..  unabhängig  von  einander,  so  bedienen 

Die   erste    Bedingung  der  Integrabilitat  ^j^  xma   des  Zeichens   cf ,   während  also 

"*  <^*^"'  ^X^dx^  immer  gleich  Oist,  ist  dies  mit 

-E'  =  4CF,  ^^,^^9  ^<**  ^^^  '^^^'   Indessen  kann 

eine  Bedingung,  welche  offenbar  bewirkt,  ^^^^^  während  die  x  ganz  beliebig  sind, 

^^^  n  neue  Variablen  ein^hren,  welche  be- 

dz*zz(yCdx±^yFdyy  liebige   Functionen    der   x   sein    sollen. 

.  Wir  theilen  diese  neuen  Variablen  aber 

wird.    In  diesem  Falle  ist  also:  in  .^ei  Gruppen,  die  eine  aus  p  Glie- 

rf«=yCcte+yFrfy,  '*®™»  *«'  «,  .  .  .  <p,  die  andere  aus  q, 

und   die  Gleichung  ganz   lo  wie   in  I)  •*"  ««  •  •  •  -^  bestehend,   p  und  q  sind 

zu  behandeln.  nicht  bestimmt,  jedoch  natürlich  immer 
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P'\'qziH.     Venndge  der  Bestimmiuigsgleichimgeii  kann  man  dann  setzen: 
dx^  dx^  dx  dx  dx 

P  9 

nnd  auch  in  den  Grössen  X,    «„  jr,  .  .  .  «  idurch  'p  <«...#,  «i  .  .  .  ii 

ersetzen.    Es  ist  dann  identisch: 

2)  ZX^  (fx^  z=j  T^dt^  +  JT  t/^cfu^, 

wo  Tj,  r,  .  .  .  r  »  1/"^  .  .  ,  U    leicht  zu  bestimmende  Functionen  von  I,  .  .  . 

<^,  Mi  .  .  .  «    sind,   nnd  man  hat,  wenn  man  die  Differenziale  nach  I     nnd  ti. 
P  '       H  T  n 

nimmt: 

^x  dx 

Vertauschen  wir  jetzt  das  Zeichen  d  mit  „Die  Grössen  u  sind  mithin  die  Inte- 

(f ,    was  immer   geschehen    kann,  da  d  grale  der  Gleichung  1).'* 

das    allgemeinste    Gesetz    des    Di£feren-  Es  ist  dies  eben  die  Definition,  welche 

ziirens,  d  einen  bestimmten  Fall  anzeigt,  wir  you  Integralen  gegeben  haben.    Um 

so  ist:  die   allgemeinste    Auflösung    zu   haben, 

JX  dx  =0  muss   die  Anzahl    der  Integrale,   d.  h. 

'     '       '  der  Grössen  u  möglichst  klein  sein.    Es 

also  auch:  fragt  sich  also,  welches  die  kleinste  An- 
zahl derselben  bei  willkürlichen  Werthen 

^'^r^^r'^'^^k^h-^'  ^^^  ^  8««i  J»nn.     Ans  Gleichung  2) 

ergibt  sich  jetzt : 
Damit    diese     letzte    Gleichung    erfüllt   ^\  SX  dx  =zJSU  du 

werde,    mtlssen   entweder  alle  Differen-  *     '  h     h? 

ziale  dt  ,   du,  rerschwinden ,  d.  h.  alle   d.  h.: 

I   und  u  constant  sein,  oder  die  Coeffi-  du, 

cienten   T  und  U  derjenigen,    wo  dies  4a)  X  =XÜ^.  x—. 

nicht  der  Fall  ist,  gleich  Null  sein.     Die  s  h  dx^ 

beiden    bis  jetzt  willkürlichen  Gruppen        ,,,.     *       uij      v      .^         v* 

der  I  und  «bestimmen  wir  jetzt  derart,  ""^    ^»  ^'«  ;f  "**"  d«'  ^  *  "*I  !?  a^ 

dass  alle  T  gleich  Null  sein  sollen,  und  ™«W  ^^^^«^'^5^^'^  ^^'^  ^«^  Gestalt  4a) 

alle   u  constont.     Sollte  also  keins  der  ^«^f«,  man  erhalt,  wenn  man  nach  und 

T  verschwinden,  so  w&re  p=:0,  q=n  zu  ^^   1»  2,  8    .  .  .  n  för  s   setzt     Aus 

seuen  u.  s.  f..  Man  hat  also  im  allge-  diesen  n  Gleichungen  sind  die   Grössen 

meinen   Falle    p    Gleichungen  von   der   \}^  ^%  •  •  •»   "i'  •*»  '  '  'J^i?^  ^ 

Form*  stimmen,   dass   die  Anzahl   der  ü  und 

.  die  der  u  gleich  q  ist,  nnd  es  kann  also 

dx  n 

3^                   js-x  ^  =  0  ^^  Allgemeinen   q  nicht  kleiner  als  -^ 

**  sein.    Denn  sonst  w&rden   nach  Elimi- 

wo  für  r  nach  und  nach  1,  2  ...  p  zu  »«!<>f   ^^   ^  ?«d  u  noch  Bedingungs- 

setzen  ist.    -    Das    System   der   Glei-  gleichungen  zwischen  den  X  stattfinden, 

chnngen  3)   ist  als  vollständig  identisch  Es  sind  also   zwei  Fftlle  zu  unterschei- 

mit  der  gegebenen  Gleichung  1)  zu  be-  ?«»'  je  nachdem  »grade  oder  ungrade 

trachten.    Denn  da  in  der  Gleichung  1)  ^«*-  -  ^  «"*«'"««  ^*"«  "'  <*>®  ^^»^^ 

gewisse  unabhängige  Variable  vorhanden  ^^y  „   wirklich  gleich  ^,  im  letztem  die- 

sein  müssen,    so    kann  man  sich  eben  2 

die  t  als  solche  denken,  und  wenn  man  neu  die  Gleichungen  4a)  zunächst,  um 

nach    jedem   derselben  differenziirt ,    so  t(a+1)   der  Factoren  1/ zu  bestimmen, 

verwandelt  sich  eben   die  Gleichung  1)  Da    dann   die  Anzahl  der  Integrale  u 

m  3).     Was   die   Grössen  u  anbetrifft,  auch    gleich    i(n+l),    aber   nur   noch 

so  müssen   dieselben  gleich  Constanten  ^(fi+l)-l   oder  ^(«--1)  Gleichungen 

gesetzt  werden,   damit  Gleichung  1)  er-  übrig  sind,   so  ist  eins  der  Integrale  in 

füllt  sei.  diesem  Falle  ganz  willkürlich.    Wir  wer- 
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den  dies  willkürliclie  Integral  mit  rp  bezeichnen.    Man  hat  also  in  beiden  FftUea 
die  Identitäten: 

<-=8fl 

5)  S     X^dx^=:U,du,  +  U^du^+  .  .  .  -^U^du^, 

6)  S  A*. cTä  =  AcTy+C/jcfi«,  +  t/jcTi»,  +  . . .  +  Udu. 
«=l  *      '  "     * 

nnd  es  sind  die  Integrale  der  Gleichung: 

S      Xdx=Oy 
s=l 

«i=«i,     »*«=«a   •  •  •  %  =  V 

wo  II I,  0,  ...  0     beliebige  Constanten  yorstellen.    Die  Integrale  der  Gleichung : 

f  =  2n+i 

S  X  die  =0 

•  =1 


sind  dagegen: 


y.  =  C,     l»i=tfp     «,  =  0,   .  .   .  %=«„. 


wo  (f  eine  willkürliche  Function  der  x  ist. 

Die  Integration  einer  totalen  Differensialgleichnng  stellt  sich  also  wesentlich 
verschieden,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Variablen  gerade  oder  ungerade  ist.  Für 
den  letztem  Fall  haben  wir  bereits  schon  das  einfachsto  Beispiel  nr: 3  betrachtet, 
und  gefunden,  dass  in  der  That  von  den  2  Integralen  eins  willkürlich  ist. 

Die  Grössen  t  haben  wir  oben  als  unabhängige  Variable  betrachtet.  Es  lässt 
sich  nun  zeigen,  dass  man  für  dieselben,  deren  Anzahl  in  beiden  Fällen  gleich 
n  ist,  ganz  beliebige  Functionen  der  x  nehmen  kann,  ohne  dass  sich  die  Integrale 
andern. 

Nehmen  wir  nftmlich  2fi  bezüglich  2n4-i  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

*,  =V',('i»  *,  .  .  .  <p,   i*„  «a  .  .  .  w^), 

wo  die  f  willkürlich  sind,  die  u  ihre  ihnen .  gegebene  Bedeutung  behalten,  so  ist 
offenbar : 

eine  Gleichung,  die  ganz  wie  Gleichung  2)  ist. 

Wegen  der  Gleichung  4)  muss  aber  auch  sein: 

eine  Gleichung,  die  sich  nur  erfüllen  l&sst,  wenn: 

für  jedes  r  und  h  ist.    Die  u  sind  also  Integrale,  was  auch  die  I  sein  mögen. 

33)  Integration  der  totalen  Diff erenzialgleichung  für  den 
Fall,  dass  die  Anzahl  der  Variablen  grade  ist. 

Wir  integriren  zuniichst  die  Gleichung: 

f=:2fi 

d.  h.  wir  bestimmen  in  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  die  Integrale  ti.  Der 
Kunstgriff,  dessen  man  sich  hierbei  bedient ,  besteht  in  der  Auswahl  der  an  sich 
willkürlichen  unabhängigen  Variablen  t.     Zu  dem  Ende  setzen  wir : 
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wo  V  allein  die  erste  nnabhftngige  Vwiable  i^  enthalten  soll,  die  Grossen  a  aber 
nnr  Functionen  der  übrigen  f„  i^  .  .  .  i^  sind.    Es  ist  dies  z.  B.  der  Fall,  wenn 

man  setst: 


d.  h. : 


fi 


i.=  i 


•1  — fr  »       *l-rr^    •   •    •  »    ~ 


fl* 

Gleichungen,  durch  welche  die  unabh&n-  «i    als    eine  Function   der  übrigen  sich 

gigen   Variablen   I  vollständig  bestimmt  ergäbe). 

werden.  Wir  ftlhren  jetzt  noch  das  Differenzial- 

Setzt  man  noch  zeichen  d  ein,   welches  immer  andeuten 

1  soll ,  dass  nach  der  ersten  der  unabhftn- 

^=  p-  gigen  Variablen,  also  hier  nach  t^  diffe- 

renziirt  worden  ist,   während,  wie  eben 

und    multiplicirt    die   Gleichung  5)   des  gezeigt,   d  auf    ein  Differenziiren   nach 

Torigen    Abschnitts   mit    A ,     so    erhält  jedem  I,  d  auf  ein  ganz  beliebiges  Diffe- 

man :  renziiren  geht    Der  Ausdruck  rechts  in 

7)                 JAX(fx=2ttJu,  Gleichung  7)  ist  nun,   wie  wir  gesehen 

,  haben,   von  f^   ganz  unabhängig,  daher 

^^^ '  sein  Bifferenzial  d  gleich  0,  d.  h  : 

^  Die  Gleichungen    8)    kOnnen  wir  jetat 

Die  Gleichung   8)    findet    darum   statt,   auch  schreiben: 
weil  die  Grössen  n,,  ••,   •  .  -  u^  von  i^  je(JXdx)c^O, 

*^k  da  d  so  gut  wie  der  Dififerenzialqnotient 

unabhängig,  also  •?— =  0  ist. — Betrach-  üx 

^'1  j7-  nur  Differenziiren  nach  f.  andeutet, 

tet   man   f,    jetzt  allein  als  unabhän-  ^'•i 

gige  Variable,  so  sind  die  Grössen  »i.  Denkt   man  sich  nun  unter  den  x,  wie 

ff,  ...a,if|,ii    ...IC    von  l|  un-  <loch  hierbei  geschehen  muss,  die  bezttg- 

-,..**,      ^  !  ,.         i        .  liehen  Functionen  von  I.  ,    so  ist  diese 

abhängig,    also  bei  dieser  Betrachtangs-  i^f^Uire    Gleichung    offenbar    identisch, 

weise    als   constant  zu    denken.     Diese  „„^    daher    auch  ihr  Differenzial   nach 

2n-l  Grössen  sind  mithm  Integrale  der  ginenj    beliebigen    Gesetze    genommen. 

Gleichung  8)   (wenn  nämhch,   wie  hier  j^an  hat  also: 

angenommen  wurde,   <r|  =  l  ist.   Bei  an-  ^/TJYA\-n 

dem  Annahmen   wäre  auch  a,    ein  In-  cf  (Z -a  A  o«;  -  0. 

tegral,  es  fände  aber  dann  zwischen  den  Offenbar  aber  erhält   man  durch  theil- 

tt  eine  Beziehung   statt,   vermöge  deren  weises  Differenziiren: 

d(:SAXdx)=zJi(AX)dx  +  JSAXddx=ÄSdXdx  +  dÄ2Xdx  +  2AXddxi 
es  ist  aber: 

:sXdx=o, 

also: 

d(JSAXdx)  =  AjJXdx-\'SAXddxz:0. 
Ferner  hat  man : 

d{XAXJx)=jAXddX'\'jd(AX)dxz:0, 

und  durch  Subtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen : 

9)  Jd  (AX)  dxzzAX  tfXdx. 

Da  die  Differenziale  </«, ,   dx^  .  .  .  c^'n«  ^^^   willkürlich  sind,  so  müssen  die 

mit  einem  jeden  derselben  mnltiplicirten  Glieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleiohnng 
9)  einzeln  gleich  sein.     Dieselbe  seriUlt  sonach  in  2n  andere  Gleichungen: 
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10)  d(ilXJ  =  il  JT      -v-^d«  » 

p=2iidX 


oder  da  man  hat: 


0  =  2n  dX 


,dX  dX_  dX 


80  Terwandeln  sich  die  Qleichniigen  10)  in: 


•  •  • 

•  •  • 


El    sind    dies    nach   Elimination  von  welche  also  nach  den  uns  bekannten  Be- 
^A  .  At  .  1.  Kcln  geschehen  mnss,  erhAlt  man  natfir- 

-j.  welches  durch  blosses  AbEiehn  einer  ^^  f^  Allgemeinen  Integrale  von  die- 

Gleichnng    Ton    den  übrigen  geschehen  ««^  letztern  Form.    Da   wir  aber  die  ti 

kann,  2n— 1  Gleichungen  mit  2n  Varia-  «neben,   so  müssen  die  «  ans  den  Into- 

blen.   Die  2n—l  Integrale  dieses  Systems  gralen  eliminirt  werden, 

aber   sind,  wie  wir  bereits  gesehen  ha-  Dies     erfordert    aber    di«  Anfltenng 

ben,  die  Grössen  «, ,    «,   ...  «^,  i«^,  neuer  Differensialgleichungen. 

11,  .  .  .  u^,  oder  yielmehr  imAllgemei-       Bezeichnen  wir  mit  /9^,  ßf'ß^n-^t 

aen  jedes  System  Ton  2n— 1  von  einan-  irgend    ein  System   von  Integralen  der 

der     unabhftngpgen    Functionen    dieser  Gleichungen  11),  wie  es  durch  die  Auf« 

Qrössen.  lösung    derselben  gegeben  ist,    so  hat 

Bei  der  Integration  dieses  Systems  11),  man  identisch : 

denn  da  die  ß  Functionen  der  a  oder  u  sind,  so  sind  mithin  auch  die  a  oder  u 
Functionen  der  /9,  also: 

.du  du   .  du 

und  die  Gleichung: 

SÄXdx  =  JSadu 

muss  die  hier  hingeschriebene  Form  annehmen.  Die  Grössen  B  sind  dabei  nur 
Functionen  der  ß^  also  Ton  f^,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  yon  Ä  ganz  frei.  Die 
Gleichung  1)  des  rorigen  Abschnittes  geht  also  über  in; 
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12)  JT  Bdß=0. 

«  =  i 

Die  ß  sind  hier  gegebene  Fnnctioneii  der  x,  die  B  werden  bestimmt  durch  die 
2n  Qleichnngen : 

wo   Ar  s  BQ  setzen  Ist:  1,  2  .  .  .  2fi.  Problem    behandelt      Die    Ansfiihning 

Eine  dieser  Gleichungen  muss  eine  Folge  wird  aber  bei  weitem  einlacher  und  ele- 

der  übrigen  sein,  die  andern  dienen  snr  g^nter,  wenn  man  sich  mit  Jakobi  der- 

Bestimmnng  der  B  als  l^unctionen  von  jenigen  Integrale    bedient,    welche   wir 

«•     Diese  Variablen  «^,   «,   ...  x  oben  als  Hauptintegrale  beseichnet  haben. 

werden  aber  mit  Hülfe  der  2n— 1  Inte-       34)  Einführung  der  Hauptinte- 

gralgleichnngen  bis  auf  eine  als  Functio-  grale  in  Bezug  auf  die  hier  be- 

nen    der   ß  ausgedrückt,   und    in    den  handelte  Aufgabe. 
Grössen  B  kann  nach  der  Substitution       ^j^^       ^^  g  ^j.  j^^^^  . 

derselben  x.  nicht  mehr  vorkommen,  da,  ,   i«^«''"*  «  %  :  ™i    Zr  '"r^o'"*   v' 

wie   w   «b'en  gezeigt  haben,  dieselben  ^ft  .«»^  ,*"•  5'**«~'«  '1'^^-°"^* 

nnrTon  den /»  »bhaSgig  .ind.'   Es  bleibt  ^''^  «den  Fonpen  Khre.ben.Wnr 

dso  noch  abng,  die™leichnng  12)  «.  ^^  .•>•*•'  *«  ^.°^,  ^^  ^TüS^ 

integriren.    Da  die  Aniiüil  der  Variablen   «T^.  «.»•  **•  A.IV.^SSL**^?! 'IS! 

ß  nWade  ist,  so  erfordert  sie  nach  «'!'"*. T"  '•^"i'^!?1?'  ^  ^ 
5««.  «^..;»«,.  AkLk^u*«  -.:«  »niwn  r^u«-  mögen  dann  sich  yerwandeln  «•  in  at-', 
dem  Tongen  Abschnitte  ein  wi  Ikttrhches        f        ,  ^j         ^      ^^ 

Integral.     Dazu    wähle  man  eins  der  Ä,  t»      o  •*         j        i>   j  -^u   j       o    r^ 

..  B^/»..     Die.  kann  nnbeschadet   der  ^«f    Sy»*«»    "*'  /JÄf^^^*f5t 

Allgemeinheit  geschehn,  da  ja  jedes  In-  *♦  '  *•  !  <  i:  "  "Pf  «».e  Gleichung  12) 

tegSa  als  eine  ^UkttrUche  Function  eines  "'*»  '»"«f«"  Abschnitto  wird  dann: 
beliebigen     Systems     anderer   Integrale  JÄXdxzz^K^x^, 

betrachtet  werden  darf.    Wir  setzen  da-  ^o  die  K  nur  Funktionen  der  Grössen 

her   ^4    einer  Constanten   gleich.      Nun  x^%  j?,'  .  .'.    sind.     Das  Wichtige  die- 

hat  die  Gleichung  12)  noch  2n— 2,  also  ßer    Form    ist    nun,    dass    tnim    diese 

eine  grade  Anzahl  von  Variablen.     Ihre  Grössen    K    augenblicklich    bestimmen 

Lösung  kann  also  durch  ein  System  von  kann.  _   Zn  dem  Ende  bezeichnen  wir 

der  Form  11)  bewirkt  werden,  in  wel-  mit  A\    X/,    X'    ...    die   Werthe, 

chem  man  dieX,a;  durch  die  Ä,  ^ und  die  welche  bezüglich  A,  JC^,  X^   annehmen, 

Zahl   fi  durch  n-1   ersetzt     Sind   Vi.  wenn  man  darin  ar^,  ar,   .  .  .   «^     mit 

/■  •  •  •  y«    m   ^^^  Integrale  dieses  8y-  ^       ,  ,  ^       ^  ., 

'■  ^^-^  "^  0, «/  .  ..  «'s,^  vertouschL    Da  nun  die 

stems,  so  kann  man   wieder  Xi  gleich         .  ^^ 

einer  Constante  setzen,  und  erhält  ganz  (^leichvDg : 

wie    oben  eine  der  Gleichung  12)  ana-  JSÄXdx^jKdx' 

^^^^  fdr  beliebige  Werthe  der  x  gilt,  so  ist 

SCdyz=0  aneh: 

mit  2ii-4   Variablen.     Führt    man  so  SÄ'X'dx'=:jKdx', 
fort,    so   hat  man  nach  und  nach  ein  ,      ;ii,»„ti«o>i  • 
System     von    2fi-5    Gleichungen    mit  *"*'^  identiscn. 
2n— 4,    2n-7  Gleichungen   mit  2n— 6,  K^^A'X^y 
u.  s.  w.,  endlich  1  Gleichung  mit  2  Va- 
riablen.   Indem   man   das  erste  Integral  ^^  * 

jedes  Systems    einer   Constanten  gleich  12a)          2AXdx^£A'X'Jx', 

setot,  erhilt  man  so  die  Integrale:  ^^  x^'   an  die  SteUe  von  ß^   getreten 

ßit  Yii  (^1  .  .  .  yif  ist,  so  ist  ti^=:x/,  einer  Constante  gleich 

im  Gänsen  n  Integrale,  und  diese  sind  gesetzt,  das  erste  Integral  der  Gleichung 

offenbar    die  Integrale  der  vorgelegten  ^).      Man    hat    nun   zu   integnren   die 

Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes,  d.  Gleichung:             ,^._^ 

h.  diejenigen  Grössen,  die  wir  mit  ti^,  ^Xar  =  ü, 

«^  ...  II    bezeichnet  haben.  welche  12)  entspricht,  und  dereh  Varia- 

Bis  in  diesem  Pnnkte  hat  P/a£f  da.   *••«"  '»'''*'  •  '  '  *'li.  •'°'^-    ^•*  ^^ 
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gration  führt  anf  ein  System  von  2n— 2  integrale  der  yerschiedenen  Systeme  wer- 

Differenz! algleichungen,  welches  wir  mit  den  gehildet,  indem  man  nach  und  na<^ : 

IIa)  bezeidinen.     Es  geht  ans  11)  da-  (n—i) 

durch  herror,  dass  man  darin  die  beiden  ^i»  ^t'  ^t"  •  •  •  ^^n—  i 

ersten   Gleichongen  ganz  fortlässt,   und  ,      ^^  „      ,         ,            ,        «,,.., 

in  den  übrigen  ar„   x^  .  .  .  x^   ,  X,,  ^^^  ^nll  oder    einer  andern  Zahl  gleich 

^^  setzt,  und  jedes  System  gibt  ein  Integral 

X^  .  .  .  ^2fi'  ^  ▼«^anseht  mit  o?/,  x/  der  Gleichung  5),  nämlich: 

•  •  •  *'2n'  ^»''  ^*'  •  •  •  ^2n'  ^«-  ^*'  ti^=:r/,    w,=x/'  .  .  .  u  =*    W 

System  IIa)    habe  nun  die  Hanptinte-  ^      *^ 

gfale  «4",  0?,''  ..  .x"^  ,  undderWerth  Wir  wollen    nodi    die  Grösse  Ä   der 

.     ^.        /    A      .**!  f         .  Uebereinstimmung    wegen  mit   Ä,     be- 

von  Ä^  für  «,'=0  sei  il/,  so  hat  man  zeichnen. 

ganz  wie  oben :  g^j^^^^  ^^  Abschnitt  9)  haben  wir  eine 

SA^  X'dx'zz^Ä^'  X"dx''.  Variable,  die  nicht  selbst,  sondern  deren 

Man    setzt    u^=x''    einer    Constanten  I>ifferenzial    allein    in    dem    gegebenen 

gleich,  so  ist  zu  integriren  die  Gleichung:  System  vorkommt,  als  Index  des  Systems 

-, ,  -,  —  A  bezeichnet.     Wir  wollen  diesen  Ausdruck 

£X  axr  —  ü.  ijigy  gQ  erweitem,  dass  wir  eine  Variable 

Diese  zerfUlt  wieder  in  ein  System  von  noch  dann  Index  nennen,  wenn  nur  das 

2»  —  4  Gleichungen,  welches   der  Glei-  Differenzial  einer   Function   von  ihr   in 

chung  11)  analog  ist  und  das  wir  mit  IIb)  den    Gleichungen    vorkommt.       In    den 

bezeichnen.     Es  entsteht  aus  11),  indem  Gleichungen  11)  kommt  nun  nur: 

man  die  ersten  4  Gleichungen  weglässt,  ^^ 

für  «...  .  a?2jj,  X,  .  .  .  •X^on»'^  ^^^^  •-r  =  ^lg'^j 

schreibt:  ar/',  ar/'  .  .  .  x"^^,  X^"  .  .  .  ^^^^  ^^^  g^^^j^  j^^  ^  ^^^  .^  ^^^  g^^j^, 

X''     ,  Ä^,     Dieses  System  IIb)  möge  men  IIa),   Hb)   .   .   .    also   auch  A^^ 

TT       i,-  A  -.    1       V  V  -         tff  il,  ...    ein  Index.     Jeder  Index  hat, 

nnn  M  Hauptintegralen  haben :  *'"•••  ^ie  wir  noch  erinnern  wollen,  dieEigen- 

'in      "•  ••  ''•     **'»  ^  "^'O  "^^  "°^  Schaft,  dasa  er  ohne  Erhöhung  des  Sy- 

nach  zu  integriren  die  Systeme  11),  11  a),  stems  eliminirt  werden  kann.    Zieht  man 

11  b),  11  c)  n.  s.  w.,  im  Ganzen  n  Systeme  nämlich  in  11) ,  nachdem  durch  A  divi- 

mit  bezüglich  2ii,  2n— 2,  2n— 4  ...  2  dirt  ist,   eine  Gleichung  von  allen  übri- 

Variablen   (mit    Ausschluss  der  Grossen  gen    ab ,    so    ist    ^\gA    verschwunden. 

Ay  A^y  A^  .  .  .,   die  sich  immer  nach  Nach  der  Integration  der  so  gebildeten 

Auflösung  der  übrigen  Gleichungen  durch  Gleichungen  gibt  eine  beliebige  der  Glei- 

blosse  Quadratur  ergeben).    Die  Haupt-  chung  11),  z.  B.  die  erste: 

dX 


"•"^^W-'x'h' 


P 

und  da  mittels  der  Integrale  alle  x  als  Functionen  einer  dieser  Grössen  bestimmt 
werden  können,  hat  man: 

A=e 

Es  ergibt  sich  also  der  Index  eines  Systems  immer  durch  blosse  Quadratur. 
Die  Gleichung  Ha)  lautet  nun: 

-2'Xcr*=4^(X/if*,+X3VV+  •  •  •). 

Man  hat  femer,  wenn  man  das  eingeschlagene  Verfahren  wiederholt: 

0  =  2»  Ä  9 

X      X  '4x  '=4^  (Jf/'cr;t/'+X/V*/'+  .  .   ) 

n.  B.  w.,  also  schliesslich: 


18)  ZX(f*=4*^  X^'ix,'  +  4^^  X,"  ix,"  +^''  Y  y  X,"'dx,"'+  .  .  . 

A   '  Ä   '  Ä   '  A   f 

^    i44.^,i4,  ...  il^  -211     ^'«fi 
Man  kann  hierbei  als  unabhängige  Variable  betrachten  die  Indices  A^^  A^,..A 

A  '      A  '  A  '  -^i  iia    •   •  •  ^J 

oder  anch  die  Factoren  -~,    ■    ^      *   .  .  .  — ^ — ^ — . 

•^         -^lA^  A^  A^   •  •  •  il 

f» 

Die  sehr  wichtige  Gleichong  13)  gibt  die  Form  an,  auf  welche  sich  der  Ans- 
dmck  SXdx,  wo  d  eine  beliebige  Veräaderang  anzeigt,  bringen  lässt,  wenn  die 
Gleichung  jXdx=0  integrirt  ist. 

Um  die  Wichtigkeit  dieser  Gleichung  zu  zeigen,  bemerken  wir,   dass  es  oft 

vorkommt,   dass  einige  der  Functionen  X,  also  etwa  X    ,     .    ,  X    .      ..... 

fl+j)-fl'       ll+p+2 

^8fi  ^^®^^  ^^^  ^^^^*  w&hrend  die  vorhandenen  X  Fonctionen  der  2a  Variablen 

X  sind.  Man  hat  dann  nur  nöthig,  p  Systeme  von  der  Form  11),  11  a)  ...  zu 
integriren,  um  eine  Gleichung  von  der  Form  zu  haben: 

14)  X,^(P\^(Phx,^^(^\^^^(Ph  .  .  .  4-X,^  W-.,^  W=o. 

Die  ersten  Hanptintegrale  der  p  —  l  vorher  gebildeten  Systeme  sind  zu- 
gleich Integrale  der  Gleichung  SXdx=:0;  es  fehlen  also  noch  n  — ]i-(-l 
Integrale,     da    ihre    Anzahl    it  ist,     und   diese    werden   erhalten,    wenn  man 

«— p  +  1  Grössen  ^^p  ^'iv+i  '  '  '  *n+p  S^^^^^  Constanten  seUt  Es  sind 
also  in   diesem  Falle  statt  n  nur  p  Systeme  zu  integriren.    Ausserdem  hat  man: 

15)  ^JIC(fa;=^X,(rV+V-j'-^*"^V+  •  •  • 

+  ^,  4.  .  .  .  Aj,_,    «i»-«  tp-% 

A  '  A  '  A  * 

^-ki:^  (^.p^^.^^-*-  ^„+,^H+t^'+  •  •  • 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  wo  ;»=1  ist.  Man  hat  dann  nach  einer  Integra- 
tion bereits  die  Gleichung  14).  Es  ist  lediglich  das  System  11)  zn  integriren, 
und  die  Hanptintegrale  desselben  sind  anch  die  Integrale  der  vorgelegten  Glei- 
chung 5).    Die  Gleichung  15)  aber  nimmt  in  diesem  Falle  die  Gestalt  an: 

16a)         -T Acr«=^(X,V«/+X/cr*/+  .  .  .  +X'^^/«'^^i  )• 

Dieser  Fall  ist  darum  so  wichtig,  weil  auf  ihn,  wie  zu  seiner  Zeit  gezeigt  werden 
soll,  die  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  sich  immer  zurückführen 
lassen. 

35)  Integration  einer  totalen  Differenzialgleichung  mit  einer 
ungraden  Anzahl  von  Variablen. 

Wir  haben  uns  jetzt  mit  der  Integration  der  Gleichung  6)  zu  beschäftigen, 
welche  wir  schreiben  wollen: 

f=:Sll+1  A  =  fl 

16)  JT         X.cf«  =A(fyH-  -r    U,iSu,. 

s=:l  *      '  Ä=l     *     * 

Setzt  man  die  willkttrliche  Function  tf,  gleich  einer  Constante  <f|  so  kann  man 
mittels  der  Gleichungen: 


8U 

y=:0,      ^(f-    2  g^  dx   =rO 

eins  der  x  und  das  entsprechende  dx  anf  der  linken  Seite  von  16)  eliminiren, 
wahrend  rechts  das  erste  Glied  fortfllllt  Man  hat  dann  eine  Gleichung  mit  SJt 
Variablen,  die  auf  n  Integrale  znrfickgeföhrt  werden  soll. 

Somit  ist  die  Aufgabe  voUstündig  gelöst.  Wir  wollen  jedoch  durch  Einfall- 
mng  der  Hauptintegrale  der  Gleichung  16)  eine  einfachere  Gestalt  geben. 

Zu  dem  Ende  führen  wir  statt  «„    ,  ^  nnd  ^*j-_li  die  Grossen  tf.  und  cfy 

ein,  mittels  der  Gleichungen: 


q(x^,  «,  .  .  .  «j^^i)  =  y,    ^^^^p=^V' 


Ei  wird  dann: 


sr:8A+l  s=2fl 


«=1  j=l 


wo  gesetzt  wurde: 


dff> 


V$ 


-X 

X 

y            .   - 

*'. 

^J 

1 

^»«+1  _ 

d^ 

dx 

Dem  Ausdrucke  SVdx  aber  kann  dieselbe  Form  wie  dem  Ausdrucke  JXdx 
in  Gleichung  13)  gegeben  werden,  da  derselbe  nur  2»  der  Grösse  x  enthält,  wenn 
man  das  darin  vorkommende  7.  als  constant  betrachtet  Sind  wieder  x/,  xj' . . . 
die  ersten  Hauptintegrale  der  sich  hieraus  ergebenden  n  Systeme,  welöhe  durch 
Integration  der  Gleichung  JS  Vdx=0  entstehen,  wenn  man  darin  ^  als  constant 
betrachtet.  Seien  V\  V*  ,  ,  ,  die  entsprechenden  Werthe  von  F,  welche  entste- 
hen ,  wenn  man  «^  «,  .  .  .  bezüglich  durch  «,',  x^'  .  ,  .  x'^^^  *,",  x/'  .   . 

ersetzt;  haben  Ä^,  Ä/,  i4„  ^,^  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  ist  also: 

17)         I       x,*x,  =i<rf +^  F,v*,'H-^^-^  ix:'+  . . . 

A   '  A    '  A    ' 

^    il.il,  .  .  .  i4^      »»         «« 

Die  den  Systemen  11),  IIa)  .  .  .  analog  gebildeten  Gleichungen  nehmen  aber  in 
diesem  Falle  eine  symmetrische  Form  an,  welche  für  die  Folge  von  Wichtigkeit 
sein  wird.    Es  ist  nämlich  wegen  Gleichung  16): 

SX  dx-ld(f.z=S  Udu, 

Man  kann  nun  aus  denselben  Grfinden  wie  in  Abschnitt  32)  annehmen,  dass  alle 
Grössen    U  die  erste  unabhängige  Variable  t,    nur   in  einem  gemeinsdiaftlichen 

11 

Factor  -j-  oder  -r-  enthalten ,  wie  dies  auch  unmittelbar  Gleichung  17)   zeigt, 

und  setzt  man: 
so  hat  man: 

S=8fl  A=:fl 

s=i         '     '  A=l  '^     * 
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wo  die  Factoren  ir  von  A  nnabh&ngig  sind.    Man  erh&lt  nan  ebenso,  wie  im  be- 
leichneten  Absehnitte : 

d(£Axdx'-fid(ß)z=0, 
und: 

Da  aber  die  LöBung  nnserer  Gleicbnng  erfordert,  dass  y.  einer  Constante  gleidi 
•ei,  so  isti 

dff.zzO    nnd  folglich  andi    cfdy.  =0. 
Man  erhält  dann  durch  Transformation  der  leisten  beiden  Oldichnngen: 

A£Xddx+Id  (AX)tfx^dfi  <fy  =rO, 

AJXddx-^Sd{AX)dxzzO, 

also  durch  Subtraction: 

18)  JTd  {AX)dx-df4  cfy=:  AStfXdx, 

wenn  man  die  Gleichung  SXdx=0  berücksichtigt.    Hieraus  bildet  man  gans  wie 
in  Abschnitt  32)  das  System : 

V  p  =  8n+l  /dx        ;* -w  V 


•  •  • 

•  •  • 


^  9  =  211+1  /      dX^  ^^«^  I   .\ 


Mit  diesen  Sii+i  Gleichungen  verbindet  man: 

£-^dx=0. 
ox 

■ 

Offenbar  kann  man  durch  blosses  Ablieben  mnichst  dxi,  dann  aber,  nach  Dirision 

dA 
durch  A,  auch  ^zzd]gA  eliminiren.  Igil  nnd  ^  ergeben  sich  dann  nach  Inte- 
gration des  so  reducirten  Systems  durch  blosse  Quadraturen.  Bs  sind  also  fi  und 
A  Indices  des  Systems  19).  Nach  Elimination  derselben  hat  das  System  also 
noch  2ji  Gleichungen  mit  2ii-f-l  Variablen.  Ein  Integral  desselben,  y»:=a,  ist 
aber  bereits  bekannt.  Setst  man  «.  =0,  so  erhält  man  in  Verbindung  mit  y'=« 
die  Hanptintegrale  «,',«,'...  or     ,  und  es  wird: 

:sAXdx=zA(itr(f'\'jVdx)=fiif<f\'A'J  V'daf. 

Der  Ausdruck  S  V'dx'  enthält  nur  2a— 1  allgemeinen   Fall  unseres   Problems.  — 

Variable.     Man   setzt  wieder  x/  gleich  Wie  aber  bei  einer  Gleichung  mit  8  Va- 

einer  Constanten,  und   snr  Bestimmung  riablen  der  Fall   eintreten  konnte,  dass 

der  fibrigen  Integrale  der  Gleichung  16)  sie  nur  ein  Integral  hatte ,  so  ist  es  bei 

ist  dann  wieder  von  einem  Systeme  wie  2»  nnd  2fi+i  Variablen  ebenfalls  mOg- 

11a)  aussugehen,  oder  was  dasselbe  ist,  lieh,  dass  sie  auch  weniger  als  fi,  beifig- 

Ton  dem  System  19),  wenn  man  darin  n+l  Integrale  habe,  und  haben  wir  fir 

xX  mit  ^  V  yertauscht,  und  d^  =  0  alle  diese  Fälle  die  entsprechenden  Be- 

setst  dingnngsgleichungen  awischen  den  Grössen 

<u«v  n   j .                             ,             ,  X  aufcustellen. 

86)  Bedingungen,    unter   wel-  '^jy  unterscheiden  wieder  die  beiden 

eben  weniger  Integrale   als   im  Hauptfalle,  wo  dieAniahl  derVariablen 

allgemeinenFalle  derGleiehung  ^^  ^^  ^^  .j^  ^^^ade  ist. 

g  e  n  tt  g  e  n.  L    Fall  emer  graden  Aniahl  von  Va- 

Die  vorigen  Abschnitte  erschöpfen  den  riablen. 
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In  der  Gleichnng:  gross  BelbstreiBtändlich  auch  die  der  U^ 

^-.^^  so   hat  man    nnr    2fi— 2^— 1    Integ^le 

S      X  (fx  ±zSüdu  ^^^  Systems  11). 

f=l       '     '  Es  kann  also  dies  System  11)  in  die- 

kommt  die  erste  veränderliche  »,  nnr  «jm  Falle  auch  nnr  aus  2ii--2v-l  Glei- 
als  gemeinschaftlicher  Factor  der  Grössen  <*ongen  bestehen,  da  sich  nur  soviel 
U  vor,  und  dies  war  der  Grund,  dass  T**^^*™°*«^  unabhängige  Gleichlingen 
die  2  n  -  1  Integrale  des  Systems  11)  ^"^^^  Diflferenziircn  der  Integralgleichun- 
ausser  den  ii  noch  aus  den  Verhältnissen  §«»  ergeben,  und  es  folgt  hieraus ,  <^« 
^  2q    von  den  2fi— 1  Gleichungen  des  Sy- 

j[»    £±  _JJ  bestanden  stems  11)  Folgen  der  übrigen  sein  müssen. 

^i    "i  ^i  Dieser  Bedingung  wollen  wir  zunächst 

Ist   nun    die   Anzahl    der  Grössen  v,   einen  analytischen  Ausdruck  geben 
also  der  Integrale  der  Gleichnng  ^X<ij:=0       Zu  dem  Ende  schreiben  wir   mit  Ja- 
kleiner  als  n,  etwa  n—q,   und  eben  so   kobi: 

dX      dX^ 

«  P 

nnd  die  Gleichungen  11)  haben  dann  die  Gestalt: 

20)  X^dA  =  A£(jf,l)dx^, 

X^dA=zÄS(p,2)dx^^, 


X^JA=zA2(p,2n)dx^, 

wo  die  Summen  auf  alle  Werthe  von  p,  von  /»=1  bis  p=2#i  gehen.    Ausserdem 
ist  offenbar: 

Damit  die  2q  letzten  dieser  Gleichungen  Folgen  der.  übrigen  sind,  muss  man  die 
Coeffidenten  von  ^«^  .  .  .  dx      und  dA  in  diesen  letzten  Gleichungen,  der  Summe 

der  entsprechenden  Coeffidenten  der  2ii— 2^  ersten  Gleichungen,   wenn  man  die- 
selben mit  SU  bestimmenden  Grössen  mnltiplidrt,  gleichsetzen  können. 

Es  ist  also    für  jede  Zahl  r,  die  der  Beihe  2ft— 2^+1,  2m— 2^+2  .  .  .  2it 
entnommen  ist: 

21)  X^=  -?  «  Wx  .  (p,  r)=^jr  a  W  (p,  ^). 

WO  p  jede  Zahl  von  1  bis  2h  vorstellt. 
Die  Grössen: 


(aji-«g+i)        (an- 

>?+0 

• 

• 

•                 • 

• 

■ 

•                 • 

„.(«»)         „.(«*) 

• 

•     %n—iq 

sind  als  unbekannte  Grössen  sn  be-  man  im  Ganzen  2  ^  (2^ +1)  Bedingungs- 
trachten, gleichungen  zwischen  den  Grössen  X 
Für  jeden  Werth  von  r  hat  man  hier-  haben ,  welche  anzeigen ,  dass  die  Glei- 
nach  also  2n+l  Gleichungen,  nnd  wenn  chung  J£  Xdx  z:0  nur  n— ^  Integrale 
man    aus    diesen    die  entsprechenden  er,  habe. 

an  Anzahl  2n— 2^,  eliminirt,  so  bleiben  Stellten  wir  uns  die  allgemeine  Auf- 

noch  29+1  übrig,    und   da   r   2q   ver-  gäbe,   n  Gleichungen  mit  n+p   Yaria- 

ichiedene   Werthe   annimmt,   so  würde  bleu  zu  integriren,  nnd  nähmen  wir  an, 
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dai8  ein  solches  Bystem  nur  n  Integrale  habe  (die  Anzahl  der  Integrale  der  der 
Gleichungen  gleich  sei),  so  sind  hierbei  ebenfalls  gewisse  Bedingangsgleichnngen 
au  erfüllen. 

Sind  n&mlich  x^,  «,  .  .  •  •r^*  Vi^  y%  .  •  •   y     die  Variablen   des  Systems, 

so  geben  die  n  Integrale  alle  n  QrOssen  x  als  Fonction  der /i  Grössen  y;  die  letS" 
tern  sind  also  unabhängige  Variable.     Ist  somit: 


rzz  I 


P  "F 


eine  Gleichung  des  Systems,  so  ist: 


r  =  fi 


dx 


l&sst,    so    ist  die  Ansah!   dieser  Bedin- 
gungen offenbar  ^fip(p~0* 

Setzt  man  s.  B.  «  =  1,   ;9=2ii.— 1,   so 
wird  diese  Anzahl:  (2it— l)(ii— 1). 

Die  Gleichung  zerf&Ut  also  in  p  andere,  Dieser  Fall  stimmt  mit  dem  unserigen 

und   da  das  System   aus  »  Gleichungen  üheroin,  wenn  man  ein  Integral  Torans- 

besteht,  so  hat  man  deren  «p,  welche  ««^zt,  also  n-^  =  l,  q-n-\  seut. 

^x^  Die  Formel  29(2^+1),    die  wir  für 

hinreichen,  die  n»  Grössen  -z —    zu  be-  die   Anzahl    der  Bedingungsgleichnngen 

^y^  fanden,  gibt  dann:  2(2m-1)(ii-1).  also 

stimmen.      Nimmt  man   die  Ausdrücke  die   doppelte   Anzahl   der   auf  anderem 

bx           dx  Wege    gefundenen    Bedingnngsgleichnn- 

fUr  zwei  derselben  ^  und  ^-A.  diffe-  ««»»  -  K"  löst  sich  dieser  Widerspruch 

^y«            y«  dadurch,   dass  von  den  aus  21)  folgen- 

renziirt  den  ersten  nach  y/,   den  zwei-  ^r"   ^•^^"^»fHfleichungen    immer    die 

''  HAlfle  wegfallt,    mithm  deren  Zahl  nur 

ten  nach  y  ,  so  erh&lt   man  zwei  Aus-   9(2^+1)  ist. 

drflcke,  die  einander  gleich  sind.     Jede       Um   dies  zu  zeigen ,   wollen  wir  den 

dieser   Gleichungen  ist   eine   Bedingung  entwickelten    Ausdruck   fflr    die  Bedin- 

für   das  Vorhandensein    tou   n  Integra-  gungsgloichungen  bilden,  d.  h.  aus  den 

len,  und   wenn  man  r  alle  Werthe  von  Gleichungen  21)   die   er  eliminiren.    Die 

1  bis  fi,   f   alle  von  1  bis  p  annehmen  Resultate  in  Determinantenform  sind: 

(1,  1)  (I,  2)  (1,  8)  .  .  .  (1,  IT)  (1,  r), 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  ...  (2,  IT)  (2,  r) 


22) 


22a) 


(•0,  1)    (ip,  2)    (ip,  8)   .  .  .   (ic,  w)  («,  r), 
(y,  1)     (i;,  2)    (r,  3)   .  .  .    (e,  n»)     («,  r) 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  8)  .  .  .  (1,  «)  (1,  r), 
(2,  1)  (2,  2)  (2,  8)  .  .  .  (2,  »)  (2,  r) 


=  0. 


(IT,  1)   (ip,  2)   (»,  8) 
Ap         Aj|,         Xg 


=  0. 


Jede  der  Zahlen  r  und  v  kann  die 
Werthe  von  2a''27+1  bis  2ii  aoneh- 
men.    w  ist  immer  gleich  211^29. 

Die  Anzahl  der  Gleichungen  22)  ist 
also  49',  die  der  Gleichungen  22a)  2^, 
was  zusammen  2q  (2^  -f '1)  Gleichungen 
gibt.  Jedoch  fallen  von  dem  System  22) 
eine  Anzahl  Gleichungen  weg. 

Zunächst  ist  (p,  $)  =  ~(s,  p)  und  die 


.    (»,  10)  (w,  r), 


Anzahl  der  Columnen  ungrade.  In  2q 
von  den  Gleichungen  22)  ist  nun  r=o. 
Vertauscht  man  siso  die  vertikalen  Co- 
lumnen mit  den  Horizontalreihen,  so 
wird  dadurch  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante ge&ndert.  Bei  jeder  soldien 
Vertanschung  aber  bleibt  nach  einem  be- 
kannten Satze  die  Determinante  unver- 
ändert, und  folglich  muis  dieselbe  idea« 
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tisch  gleich  Kall  sein.  Es  fallen  also 
Yon  den  isq^  Qleicfanngen  22)  schon  2^ 
als  identisch  weg.  In  den  4^*  — 2^ 
ftbrig^  ist  r  Ton  v  verschieden ,  nnd  in 
je  zweien  davon,  die  man  sich  dnrch 
Vertauscfanng  von  r  nnd  v  entstanden 
denken  kann,  nnterscheiden  sich  die 
Ausdrücke  links  vom  Gleichheitszeichen 
ans  dem  angeführten  Grande  nur  durchs 
Vorzeichen.  Also  je  2  dieser  Gleichun- 
gen haben  gleiche  linke  Seiten,  nnd  die 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  r) 


22  b) 


(2,  1)  (2,  2)  (2,  r) 
(f>,  1)  (t),  2)  (i;,  r) 


Anzahl  der  Gleichungen  22)  bleibt  nur 
noch  29^—9,  was  mit  den  2q  Gleichun- 
gen 22a)  verbunden,  in  der  That : 
q  (29  -f-1)  Bedingungsgleichnngen  gibt.  — 
Soll  die  Gleichung  SXdx  nur  ein  In- 
tegral haben,  so  war  die  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen,  die  man  hier 
auch  Bedingungen  der  Integrabilität 
nennt:  (2a— l)(n— 1).  Es  ist  dann  an 
setzen  to  =  2,  und  die  Bedingungen  der 
Integcabilität  lauten  also: 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  r) 


=  0, 


(2,  1)  (2,  2)  (2,  r) 


=  0. 


II)  Fall  einer  ungraden  Anzahl  von 
Variablen. 

Sei  nun  2n-\-l  die  Anzahl  der  Va- 
riablen. 

Bleibt  das  willkürliche  Integral  be- 
stehen, so  wird  mittels  desselben  die 
Anzahl  der  Variablen  auf  2»  redncirt, 
und  der  Gang  der  Untersuchung,  sowie 
das  Eesultat  derselben  ist  dann  wie  in 
it.  Da  aber  ^  in  der  redndrten  Glei- 
chung vorkommt,  so  sind  die  Bedin- 
gungsgleichungen nnd  also  auch  die  An- 
zahl der  Integrale  von  der  Auswahl  des 
willkürlichen  Integrals  abh&ngig.  —  Wir 
stellen    aber    jetzt    die   Frage:    „Wie 

szzin  +  l 
müssen  in    S  ^m^'^m  =^  ^^  Gr6s- 

sen  X  beschaffen  sein,  damit  die  Glei- 
chung dnrch  n  Integrale,  ohne  willkür- 
liches befriedigt  werden  kann'^  Der  Fall 
ist  offenbar  die  Verallgemeinerung  dessen, 
den  wir  in  Bezug  auf  3  Variable,  also 
ti  =  l,  bereits  behandelt  haben,  wo  ein 
Integral  der  Gleichung  genügt,  und  die 
Bedingung  der  Integrabilität  sich  ergibt. 
Im  i^emeinen  Falle  ist  nun  in  den 
Gleichimgen  19)  offenbar  ^^  =  0  zu 
setzen.  Es  entstehen  dann  Gleichungen, 
die  wir  mit  19a)  bezeichnen,  und  die 
ganz  gleiche  Form  mit  den  Gleichungen 
11)  haben,  jedoch  ist  ihre  Anzahl,  wie 
die  der  x,  2n-\-l, 


(1. 

1)(1. 

2)(1, 

8). 

(2. 

1)(2. 

2)  (2, 

8). 

• 

• 

Nach  Elimination  des  Index  Ä  hat 
man  also  noch  2»  Gleichungen. 

Integrale  derselben,  d.  h.  von  i^  un- 
abhängige Grössen,  sind,  wie  Gleidinng 
16)  zeigt,  wo  das  erste  Glied  rechts  XJip 
verschwindet,  die  Ausdrücke  u^, «, .  •  •  «^t 

U     U  ^n 

77^'  77^  *  *  *  TT*  ^^  ^^®  ^  ^^  '  1  ^^^  ^ 
1/,    i/,  l/j 

gemeinschaftlichen  Factor  enthalten.  Man 
hat  also  2»  Gleichungen  mit  2a ~1  In- 
tegralen, was  nur  möglich  ist,  wenn  eine 
Gleichung  eine  identische  Folge  der  übri- 
gen ist.  Die  Bedingung  dafür  wird 
durch  die  beiden  Gleichungen  21)  dar- 
gestellt, wenn  man  r=2n-fl  setzt,  nnd 
die  Summe  auf  alle  Werthe  g  von  1 
bis  2a  bezieht.  Die  Elimination  der  a 
fahrt  dann  wieder  auf  Gleichungen,  die 
22)  und  22a)  analog  sind,  wenn  man 
setzt :  r  =  t;  =  2a  -fl*  fo = 2a.  Dann  stellt 
das  System  22  a)  nur  eine  Gleichung 
vor,  und  die  Gleichung  22)  wird  iden- 
tisch aus  den  in  A  erörterten  Gründen. 
Damit  also  die  Gleichung 

t  =  8A-|-l 

2  X<2r=0 

1=1 

durch  A  Integrale,  von  denen  keins  will- 
kürlich ist,  befriedigt  werden  könne,  ist 
folgende  Bedingung  zu  erfüllen: 

.  (1,    2a)  (1,    2a+1) 

.  (2,    2a)  (2,    2a+1) 


(2a,  1)  (2a,  2)  (2a,  3)  .  .  .  (2a,  2a)  (2a,  2a+1) 


•    •    • 


=  0. 


SA'  2A+1 

Für  11=1  ist  diese  Gleichung  die  Bedingung  der  Integrabilit&t 

Sollen  ausser  dem  willkürlichen  Integrale  noch  q  andere  wegfallen,  also  im 
Ganzen  q+li  so  haben  die  Gleichungen  19  a)  2a— 29--I  Integrale,  nnd  von  den 
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r=« 


2n  Qleichnngen,   die  nach   Elimiiudoii  

des  Index  ans  19  a)  sich  ergeben,  sind  £   X  dx  A-^Y  du  -^(l 

somit  2^+1  identische  Folgen  der  übri-  r=  i     •"    ^  h^h"^' 

gen.  Man  erhält  wieder  daftr  die  Be-  ^«  ^.  „.  , ,  ....  . 
dingnngen  21),  in  denen  sn  setzen  ist:  ^^  tIL  S-  /"»^.''«^»«'««n.  Variablen 
für  r  ^Ue  Zahlen  von  2n-2o+l  bis  «f*  H"i^"chiede  mit  y  bezeichnet  wor- 
2n+l,  far  f>  alle  Zahlen  yon  1  bis  2ii+l,  „^^  "°^»  -^  "^""^  Z  .*^'^<^»o»ea  «^«r  x 
and  wo  die  Summen  von  p=l  bis  5^.  l'  'V^""  Gleichnng  die  Werthe 
^=:2n-29  auszudehnen  sind.^  ,w.;Js  ^°^^f*  ^^''^»   ^"^  ^*« 

"^  Nach  Elhninalion   der  «   stellen  sich   'I«  a-^T  k?   f  ^  ^^^  ^^tih^  von    A, 
dann  Systeme   wie  22)    und  22a)  ein,   9^°  ."".^    k*«  v  ^  ^®'*«'  ^*^  P  gleich 
wo  zu  setzen  ist:  ir=:2n-2v  wie  oben   ^""^  ^^^'  ^^«üglich  ^=2ii-f+l  ist. 
und  ftr  r   und  v  jede  der  Zahlen  von  "'*'*  «i>  a?i  .  .  .  ar^  von  einander 

2«-29'4-l  bis  2ii+l.  unabhängig  aind,    so  kann  man  ar.,  x. 

Die  Anzahl  der  Bedingungen  w&re  so-   .  .  .  x     constant  denken,   und  hat   zu 
mit:  (2y+l)  (2^+2),  reducirt  sich  aber   •  ,^_.        ^      «    . 
in    derselben  Weise    wie  in  A   auf  die   '""^^«^^^^  ^  System: 
Hllfte,   d.h.    auf  (2y+l)(y+l)  Bedin-  A=e 

gongen.  Xj<l»,+  S     F.c^.rrO. 

Soll    die  Gleichung  J" JT die  =0    also  Ä=l    *    * 

rareinln^pal  haben,  so  wird  die  An-  Hier  ist  die  Anzahl  der  unabhängigen 
^l  d«'  B«^^«^n««f  gefunden,  wenn  Variablen  nur  Eins,  und  die  AnzaW  der 
man  setzt:  jf=n-l,  also:  n(2n~l)  abhangigen  q  gleich  der  der  Gleichun- 
Bedmgnngen.  -         ^  ^.  ^       gen.    Die  Integration  erfolgt  also  in  der 

Es  ist  fwner  «,=2,  jnd  für  r  und  «   gewöhnlichen  Weise.    Wir  setzen  a;.=0 
jede    der  Zahlen  von  3   bis  2n-f.l  zu   und  bilden  die  Hauptintegrale:  y/,  y/ 

setzen.  t  .       ,..1.  -.   •  •  •  y«'-     ^  <>'«  vorgelegte  Gleichung 

Die   Bedingungen    der    Integrabihtät  Q  *     *      «xcivu««» 

schreiben   sich   also  im  Falle  einer  un-  ^^^^^  wir  nun  diese  Werthe,  und  mö- 

graden  Anzahl   von  Variablen  ganz  wie  ^J^   dadurch  X  und  7  sich  in  X'  und 

die  fttr  den  Fall  der  graden  Anzahl  ent-  ^    verwandeln. 

wickelten  (22  b).  ^lese  AusdrAcke  entstehen  also,  wenn 

37)  Vereinfachung  des   allge- 
meinen   Verfahrens,    wenn    die  *i=0,    y,=y/,    V^^y' 
Anzahl   der   Integrale   geringer  ^      " 

ist  als  im  allgemeinen  Falle.  *®***»  *«»  «,  .  .  .  «^  aber  unverändert 

Nach    Fortfall   der    identischen   Glei-  ^^^^     ^^  ^^r  bo  gebildeten  Gleichung: 
chungen    und  nach  Elimination   von  A  r=s 

hat  man^  sowohl  wenn  die  Anzahl  der  ,         J  X'  dx  +^y.'<ty.'=0 
Variablen    grade,  als  wenn  sie  ungrade  r=:2*'**  h    ^h 

halten  im  erstem  Falle  2n,   im  letztem  *•'  *•'••*•  constant,  und  erhalten: 
2ii+l  Variablen,  und  da  die  Anzahl  der  v-  m,  j.t  V  'A,  ^— n 

Integrale  der  Gleichungen  11)  2«-l-2y  ^  «'l■^-ß  '^  «y^  -v. 

ist,    also    ebensoviel  Variable   sich   als  tj^..  ^  _n  «*.ii*«  -««  a-    -a      .-  . 

Function  der  übrigen  ergeben,  so  ist  die  f^  *«  ",?  *'',?*"  "'^  ^  ?  Hauptintegrale 

Anzahl  der  noch  übrigen,  also  unabhän-  ■*^'°'  Vi  ^Vt     '  "  ^q    nnd  durch  Ein- 

f igen  Variablen  x  im  ersten  Falle  gleich  setzen  vonO,  y/',  y^"  .  .  .  y  "  füra?, 

7+1,    im  letzteren   27+2.     Dadurch  „  f    ^  f  f     i  u  a-      v9       j    v# 

erhalten  die  Gleichungen  11)  einen  ganz  ^^ '  3^«    '  •  '  ^p    •»<*  ^'®   -^    ^»^    ' 

andem   Charakter    wie    im  allgemeinen  verwandeln  in  X''  und  Y'\     Man  hat 

Falle,  wo  q  =  0  ist,   also  nur  eine  un-  dann  ganz  wie  oben  zu  bilden  die  Glei- 

abhängige  Variable  sich  vorfindet.  chung: 
Seien  x^,  «^  ...  z^  die  unabhängi-  X"rfar,+^  F'<y=0, 

gen  Variablen«    also  $  bezüglich  gleich  ,          n      ^  *  —  i       .  j         *##       ,„ 

27+1  oder   gleich   27+2,  seien  ferner  ^«"^   Hauptintegrale    sind :    y/",  y,'" 

die    2n~27-l    oder    2i»-*    bezügUch  •  •  '  ^q     "'  «•  ^-   Man»»»»,  wenn  man 

2n— «+1  Gleichungen,  die  sich  aus  den  ,.,    *     y(»— 0^-.    •  vvt»-«)j.(<— i) 

Gleichungen  11)  nach  Eliminatioi<  von  ''"  *^  ^         'dx^-hXY^       ^djf^       ' 

A  ergeben»  alle  yon  der  Gestalt:  fortführt,  %  Systeme  von  q  Gleichongen 
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mit  ^+1  Variablen  zn  integriren,    um  deutende  Bedaction.     Man  hat  n&mltch 

das  SjBtem  11)  anfznlOsen.  statt  eines   Systemes   von  2ii— 1   Glei- 

Die   Variablen    eines   jeden   Systems  ^J'V^^   »^*  ?"  Variablen,  worauf  die 

sind  die  Hauptintegrale  des  Torhergehen-  ^^«.l^'^^gf;^  11)   '™   allgemeinen   Falle 

den.     Die    Haaptintegrale     des   letaten  f?™^^^™?  ^*""»  jetzt  2^+1,  berög- 

Systems:  ^^^  ^9+^  Systeme  ndt  2*— 2f-l  Va- 

riablen. 

yi     »  y%       •  •  •  y  ^'^^    allgemeinere  Aufgabe  ftthrt  auf 

Q  eine  Di£ferenzialgleichung  von  der  Ord- 

sind  endlich   die   der  vorgelegten  Glei-  nung  2fi—l  zwischen  2  Variablen,  die 

chungen,  und  setzt  man  dieselben  gleich  zweite  auf  $  Gleichungen  von  der  Ord- 

Constanten,  so  hat  man  die  vollBtftndige  nung  2n~2f — 1,  also  eine  desto  bedea- 

Auflösung  derselben.  tendere  Beduction,   je    grl^sser    q    ibU 

Die   hier  gegebene  Methode  erstreckt  ^^^  "^iJf;^  ^^^^^  för  y„  y,  .  .  . 

sich   auf  jedes  System  von  g  Gleichun-  ^q  ^^^  wertne.  ar^^  i'  *,+  2  *  '  '  'y 

gen  mit  s+^  Variablen,   wenn  dasselbe  ein,  wo  p  bezüglich  gleich  2»  oder  gleich 

Q  Integrale  hat,  was  allerdings  die  Er-  2n-{-l  ist,  so  und  die  Hauptintegrale  des 

erfordert.  ^        (s)  ^  («)  ^_  •  .--_,«  ^^^  ^i > 

In  unserm  Falle,   um  auf  diesen  jetzt  *«+  2     •••*,,    »  ™<*  "^^^  «•»  <**®«> 

zurückzukommen,  sind  diese  Bedingnngs-  Werthe    für    ^- ■  ->    *.4.  a    .   .    •    a?  > 

gleichungen  erfüllt,  weil  das  Vorhanden-  ,         ,.      ««abbtoeiiren    Variablen    J^ 

sein   von   o   Integralen   von  Anfang  an  ^^^^    **'®^  ^i^^?5f5r«n  J^f  *   -^  ZK 

feststeht.     Dies  Integrationsverfahren  be-  *«  '  ;  '  *.   »^^^  gleich  Null  setzt,  so  hat 

dingt   aber  für  unsere  Aufgabe  eine  be-  man  identisch: 

eine  Formel,  die  ganz  wie  15a)  gebildet  ist,»  und  wo  Ä^*\  ^    *4- 1»  ^  «-i-j 

u.  s.  w.  aus  AfX    I  .f  X.  I  -  entstehn,  wenn  man  darin  «.,  Xm  ,  .  ,  x  ,  x^.  «, 

^--j_o  •  •  •  vertauscht  mit  0,0  .  •  '0,x^  \..^  *    .10  •  •  • 

S-1-Z  *^lf-f-8 

Die  Anzahl  der  Glieder  rechts  ist  2n— 2^— 1  in  beiden  Fällen,  also  immer 
ungrade.    Man  setzt  also  x^'\,      gleich  einer  Constante,  und  löst  die  Gleichung 

^     j+2*^     J+2+^     1+3**  »+3+'--+     K      **i^          "' 

ganz    wie    früher    auf.     Dieselbe    hat  tion,  welche  sich  ergeben,  weiitt 

2n—2q—2  Variable,  also  n— 9— 1  Inte-  ein  Integral  bereits  bekannt  ist 

grale,  und  diese  geben  in  Verbindung  ^„g   ^^^   |^   ^^  ^^^^^^^  j^j^^  ^1^ 

^^^                 .  schnitten  gegebenen  S&tzen  lassen   sich 

x^''      ^  =  const.  ftuch   für   die   allgemeine   Aufgabe  der 

'"^^  Integration   der  totalen   DifTerenzialglei- 

die  n— ^  Integrale  unserer  Gleichung:  ch^ingen  wichtige  Vortheile  ziehen. 

_^  Diese  Vortheile  hat  für  die  partiellen 

2Xdx — 0.  Differenzialgleichungen   erster   Ordnung, 

Klar  ist  e«  ai)rigenB,  da«3  diese  Bedaction  '[«l«^«  ein  besonderer  Fall  unserer  Qlei- 
einer  Oleidmng  von  der  Ordnung  2«- 1  •*"°«  ™^  J»ko?»  «»gegeben.  DieBe- 
anf  eine  Ton  der  Ordnung  2»-2v-l  ""  H'^.  "l^*  \^'^,  früher  von  ihm  mit- 
schon dann  eintrUe,  wenn  es  sich  bei  f**l^'  "^^'l^??'/"".?"^,?^;  ">•,  ^°- 
irgend  einer  Aufgabe  darum  handelte,  dess  ist  Jakobi's  Arbeit  sdbst  erst  lange 
ein  System  von  Gleichungen ,  deren  »~*.  ^'^/ode  des  berthmten  Mathe- 
Form  die  von  11)  ist,  zuinligriren,  und  «»"k;"  „<>u^  KUbsch  publicirt  wor- 
die  Bedingungen,  welche  das  Wegfallen  J«»  .<0«"«  ^„^\  Schon  vor  dieser 
von  9 InteValen  erfordert,  erfllllt waren.  S?^'***"«'"  ^ ^^  Verfcsser  diese« 
^        °                        '  Wörterbuchs  für  den  aUgemeinem  hier 

38)  Vortheile  für  die  Integra-  behandelten  Fall  ähnliche  Besoltate  ge- 
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Wonnen  (Crello  Bd!  59),  welche  hier  noch  folgen  sollen.  —  Denkt  man  sich  von 
einem  zn  integrirenden  System  snn&chst  ein  Integral  gewonnen,  so  wird  dadurch 
im  Allgemeinen  das  System  auf  ein  anderes  redacirt ,  welches  eine  Gleichung  und 
eine  Variable  weniger  enthält.  In  unserm  Falle  aber  ist  der  Vortheil  ein  grösserer. 
Sei  zun&chst  die  Anzahl  der  Variablen  wieder  2it.  Ist  nun  ein  Integral  be* 
kannt,  so  kann  dies  immer  als  das  erste  betrachtet  und  mit  u^  beaeichnet  wer- 
den.   Man  bringt  dann  unsere  Gleichung 

ftuf  die  Form: 

SÄXdx—a^^  <fti^==ff,4fii,-i-a,  (Tu,-!-  .  ,  .  +«  ff«  . 

Wie  in  Abschnitt  34),  wenii  man  daselbst  die  Grössen  ^,  tp  mit  a^,  u^^  vertauscht, 
beweist  man  die  Belation: 

£d{AX)^X'-dtt^ifu^^A2dXdxy 

und  ans  dieser  Gleichung  ergibt  sich  ein  System  von  der  Form  19),  nämlich: 

23)  X,dÄ=da,  ^^Ä^'i  ""(p,  l)dx. 


du  P  =  2ll 

X^dil=:a«,pi+Jl    jr       (p,  2)d« 


•  •  • 

•  •  • 
■                    •  k 


X^^dA  =  da,  5r^+il   -T      (f,  2n)  dx  . 

Biit  Hülfe  der  Gleichung  ti^  =const.  Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte  Ge- 

und  durch  blosse  Subtraction  kann  man  sagten,   zerfällt  das  System   von  2»— 1 

aus    diesen    2fi   Gleichungen   eliminiren  Gleichungen  mit  2ii  Variablen  in  zwei 

Xi  und  dielndices  A  und  fr|.    Es  blei-  Systeme    von   2»— 3   Gleichungen    mit 

ben  dann  noch  2n— 2  Gleichungen  mit  2»~2  Variablen.     Ein  System  mit  2f» 

2a~1  Variablen.    Die  Anzahl  der  Inte-  Variablen   wird  auf  eins  mit  2ii— 2  Va- 

a  riablen  im  Allgemeinen  durch  die  Kennt- 

grale,  n^,  Hg  .  .  .  n  ,    ^,  ^    ...  —  niss  zweier  Integrale  redudrt.   Man  kann 

_      «,***•"»      ,   ,^  ?*  •1*<>   sagen,  „dass  bei  unserer  Aufgabe 

ist  aber   2»-3  (man  kann  nämlich  m  aie  Kenntniss  eines  Integrals  dieselben 

der  Gleichung  Dienste  time,   als   die  Kenntniss  zweier 

TAYA*t    ^  >«  ^  ^^  ^^  A*^  A-  "^  allgemeinen  Falle".*) 

XAXdu-a,du,^a^du,+a,du,-^  ...  j^^^^^^  ^^  Gleichungen  11)  2ii-l 

ganz    wie    oben  die  erste  unabhängige  

Veränderlidie      als     gemeinschaftlichen 

Factor  von  «„  «,  .  . .  denken,  wodurch  *)  Dass  zwei  Systeme   statt  eines  zu 

a  integriren  sind,  ist  hierbei  jganz  unerheb- 

denn  die  Verhältnisse  ^,  2±  .  .  .    J?  lieh.     Lnmer   können   in  der  Integral- 

a^   a,              a,  rechnung  eine   beliebige  Anzahl  simul- 

von    derselben  unabhängig,  mithin  Inte-  taner  Systeme  von  gleichviel  Gleidiungen 

grale  der  Gleichungen  23)  werden.    Diese  und  Variablen  auf  ein   einziges  zurfick- 

Verhältnisse   aber  und   die  Grössen  fi,,  gefuhrt  werden.      So  z.  B.    setze  man 

«3  •  .  .  bilden  ganz  aus  den  frOher  an-  statt  der  beiden  simultanen,  aus  je  einer 

geführten    GrQnden    alle   Integrale    des  Gleichung  bestehenden  Systeme: 

Systems  23).  ^»«nit  nun  2»i-2  Glei-  dy=f(x,  y)dx,    iy'=y(«',  /jÄ/: 

chungen  2ii— 8   Integrale  haben ,   muss  '         -.^,       \,»/       w  j 

euie  Gleichung  des  Systems  eine  Folge  öy=lif/^(x,  y)+Äy'(«<  y)]*», 

der  fibrigen  sein,    und   dann  enthalten  wo  A  und  B  beliebige  Constante  sind, 

die   Gleichungen  23)   zwei  anabhängige  17=0   gibt    dann    die   erste  Gleichung, 

Variablen.     Dies    ist  übrigens  auch  an  ii=0  die  letzte,  und  man  sieht,  wie  dies 

sich  klar,  da  der  Definition  zufolge  alle  auf  jede  Anzahl  von  Gleichungen  und 

«,  also  auch  a^,  von  il  unabhängig  sind.  Variablen  augewandt  werden  kann. 

22* 
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Integrale  erfordern,  die  Gleicliangen  33)  aber  deren  nnr  2«— 3  geben,  zu  weldien 
noch  U|  kommt,  so  scheint  ein  Integral  sn  fehlen.  Offenbar  ist  dies  aber  der 
Index  «,,  denn  er,  ist  ja  von  Ä  unabh&ngig.  „Es  kann  also  das  noch  fehlende 
Integral  nach  AnflÖsnng  der  Gleichungen  23)  durch  blosse  Quadraturen  gefunden 
werden." 

Ist  noch  ein  ferneres  Integral  der  Gleichungen  23),  also  ein  solches,  welches 
weder  mit  «^  noch  mit  a^  zusammenfällt,  gegeben,  so  kann  dies  für  ti,  genom- 
men werden,  da  das  erste  Integral  jedes  Systems  willkürlich  ist.    Es  ist  aber: 

eine  Gleichung,  die  wit*  auf  dem  in  Abschnitt  35)  eingeschlagenen  Wege  rerwan- 
dein  in  das  System: 

24)  X,dA  =  da,  ^+^«.  3^+^^^      (P>  1)  ^*„' 


du,  du.         j>  =  2n 

X     dA  =  da,^^+da^  ^+Ä   S       (p,  2»)  d« 
'  211  '2»  p=l  ^ 

u4,  «1,  «2  sind  Indices.     Mit  Htllfe  von 

u ,  =:  const.,    «)  =  const 

reduciren  sich  diese  Gleichungen  nach  Elimination  von  j;,  ,  »„  A^  a^,  a^  tml 
2fi— 3  Gleichungen  mit  2fi— 2  Variablen.    Die  Anzahl  der  Integrale  ««,  «4  •••^'^v 

-^  .  . .  —  aber  ist  2fi — 5.    Es  werden  also,  wie  auch  direct  ans  der  Unabhftngig- 

keit  der  Grössen  A^  cr^,  a,  von  einander  folgt,  3  Variable  unabh&ngig.  Zu  in- 
tegriren  sind  3  Systeme  Yon  2n— 5  Gleichungen  mit  2it— 4  Variablen.  Auch  die- 
ses Integpral  der  Gleichungen  24)  vertritt  die  Stelle  von  zweien.  Von  den  noch 
fehlenden  Integralen  der  Gleichungen  24)  ist  dann  w,  das  eine,  a,  das  andere.  — 
Ist  auch  von  den  Gleichungen  24)  ein  Integral  ii,  bekannt,  so  hat  man  Gleichun- 
gen Ton  der  Form : 

25)  X/^=d«,gi+d«.  ^+d„.  ^+Al(p,.)  dx^. 

9  m  9 

Sie  zerfallen  in  4  Systeme  von  je  2n— 7  Gleichungen  mit  2n— 6  Variablen.  Hat 
man  so  alle  Integrale  «.,  w,  .  .  .  u    gefunden,  so  erh&lt  man  die  Indices«  ohne 

Weiteres  durch  Auflösung  der  2n  linearen  Gleichungen: 

•  s  =  2fi       du 

iUT  =   ^     «    — 1, 
P    s=i      'S^ 

wo  p  alle  Werthe  von  1  bis  2n  annimmt,  die  Grossen  a^,  er,  •  •  •  <V|.   ^i^  ^^^ 

bekannten  sind.  Sind  aber  nur  die  Integrale  der  Gleichung  25),  nicht  die  noch 
übrigen  u  bekannt,  so  ergeben  sich  die  Indices  a^,  «r,,  a,  durch  Quadratur. 

Man  kann  nun  wieder  ein  Integral  des  Systems  25)  als  bekannt  Toraussetzen, 
Ton  dem  neu  entstehenden  wieder  eins  und  so  fort  bis  zum  rten.  Dann  hat 
man  Gleichungen  von  der  Form: 

qzzr  du  »=:2fi 

26)  XdA=:£    Öa^^+A  J      (p,9)dtti 

'  y=l       9  ^^g         pzzi  P 

sind  «j,,  Lj>   *'2r4-2  '  *  '  ''2»  ^^®  Integrale  dieser  Gleichung,  so  ist: 
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Sind  die  «r,  u  und  v  bekannt,  so  sind  sein,   als  wenn  4  Integrale  eines  belie- 

es   anch   die  b ,  nnd  man  behandelt  die  bigen  Systems  gegeben  w&ren.  —  Es  ist 

Gleichnng  zu  nntersncben ,    in  welchen  Fällen  dies 

2bdv-0  gestattet  sei. 

ganz  wie  die  Gleichnng  5).   -  Selbst-  ,  ^^,¥«^"^^'^^%,"*  «^Intf.g'*!  ». 

yerst&ndlich    findet   aUes  Gesagte   auch  ^^  Gleichungen  12)  eine  Function  ron 

dann  statt,  wenn  die  Anzahl  dir  Varia-  «i'  *i.  J"^  «V*?*?  beliebigen   Integral- 

blen  211+1  ist,   nachdem  man  dieselbe  »y«*«"^   der   Gleichungen  23).    Es  kann 

mittels    des   willkürlichen  Integrals  anf  *^®'  «i  "^**^^«  ^«^  Gleichung 

2»  redndrt  hat.  u,  =rconst. 

39)   Vortheile  für  die  Integra-  e^'naiöirt  werden.    Ist  dann  anch  a^  in 

tion,  wenn   gleichzeitig  2  oder  Ji,  nicht  vorhanden,  so  ist  letzteres  wirk- 

mehrerelntegrale  bekannt  sind.  }}^}^    «^.^"^^^^^L ^^''  Gleichungen  23). 

__,         ,                                  AVI..  ^'e  Bedingung  für  letzteres  und  mithin 

Wir    nahmen  ina   vongen   Absdinitte  dafür,  dass  u,  und  ii,   die  Stelle  Yon  4 

an,  dass  man  ein  Integral  der  Gleichun-  integralen  vertreten,  ist: 

gen  11}  kenne,  diese  mittels  desselben  ..    . 

auf  das  Sjstem  23)  redudre,  von  diesem  (?^\^Q, 

wieder    ein   Integral   bestimme,    mittels  \da^/ 

desselben  das  System  24)  bilde  u.  s.  w.  dj©  Klammer  zeigt  hier  an,  dass  in  «. 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  sein,   dass  die   Variablen  x,,   x,  .  .  .   «       ausge- 

man  zwei  Integrale  der  Gleichungen  11)  ,      ,       .   ,    ,   -, 

gleich  von  Anfang  an  zu  bestimmen  im  drttckt  sind  als  Functionen  von  Uf,€c,A 

Stande  ist.     Wenn    eins   dieser  beiden  ""*  ä«?  2n~3  Integralen  der  Gleichun- 

Integrale  n,  zugleich  eins  der  Gleichun-  gen  23)     und    unter    dieser  Bedingung 

gen  23)  ist,  oder  was  dasselbe  ist,    ein  ?*5*   «»  differenziirt  ist.    A  kann  hierin 

Integral  der  Gleichungen  indess  nicht  vorkommen,  da  tf,   ein  In- 

Y     *  tegral  ist.    Die  linke  Seite  dieser  Glei- 

SJkdx^^Vf  chung  ist  nun  leicht  darzustellen.    Da 

da  das   erste  Integral  jedes  Systems  ja  in   den  Gleichungen  23)  A,  a^  von  ein- 

als  Integral  dieser  letzten  Gleichung  be-  ander  unabhängig  sind,    so  zerfallt  dies 

trachtet  werden  darf,  so  kann  man  ganz  System,   in  dem  man  bezflglich  a^  und 

wie  im  vorigen  Absdinitte  operiren,'  und  A  constant  denkt,  in  2  Systeme  von  der 

es   würde  dann  die  Aufgabe  so  redudrt  Gestalt: 


4  '^^.'■M.  ^'  '^  fe)- 


p  =  2n 
X=AjS 


Das   erste  System  hat  dieselbe  Form  als  11),  es  wird  also  jedenfalls  u^  ein  In- 
tegral davon  sein.    Das  zweite,  welches  2ii  Gleichungen  enth&lt,  die  «=1,  s=2 

.  .  .  s=2tt  entsprechen,  gibt  die  Werdie  der  Differenzialquotienten  (t-^)*  \t~^) 
durch   AnflOsnng   linearer  Gleichungen.    Setzt  man   diese  Werthe 


ein  m: 


so  erh&lt  man: 


p=l   -r=:  I        *^'  p 

wo  die  Q  leicht  zu  bestimmende  Functionen  der  Grössen  (p,  s)  sind.    Wir  wollen 

mit  V  die  eben  hingeschriebene  Doppelsumme  rechts,  welche  in  -j-  multiplicirt  ist, 

bezeichnen.    Die  Bedingung  dafür ,  dass  die  gleichzeitig  bekannten  Integrale  die 
angegebene  Redoction  bewirken,  ist  also: 
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F=0, 

wo  V  gegeben  ist,  wenn  man  tC|  nnd  ti,  kennt. 

Sind  3  Integrale  ii^,  ti,,  ti,  gleichzeitig  bekannt,  so  folgt  ganz  in  derselben 
Weise ^  dass  dieselben  das  System  so  rednciren,  wie  im  allgemeinen  Falle  deren 
6,  wenn  man  hat: 


m-^  m=^  ©=«• 


Die  Ausdrücke  t — ,  r — ,  welche  hierin  rorkommen»  werden  dnrdi  das  System  8ft) 

Offi    dir, 

gegeben,  ans  welchen  man  die  Gleichongen  erhält: 

du,        p^in  dof 

Sind  II  Integrale  gegeben,  welche  die  Gleichungen  erfüllen: 

so   sind   dies   die  n  Integrale  der  Qlei-  ^  f*  <faa 

chnng  SXdx^O,    Die  dann  noch  feh-  "*  "V  ti  (u  )' 

lenden  Integrale    der    Gleichungen    11)  ^      „,.,., .           ! 

sind  die  «,  und  diese  ergeben  sich  aus  ^^^  Vortheil  ist  hier  noch  geringer,   er 

den  algebraischen  Gleichungen:  besteht  eben  darin,   dass  a^  sich  gleich 

V  anfänglich  Tor  der  Integration  der  Glei- 

ZilX-r^  =  (t  •  chungen  -23}  durch  Quadratur  bestimmen 

du        *'  /dti.\ 

'  lasse.    Endlich  ni)  \g-^)  »t  weder  der 

Sind  aber  nur  p  Integrale  u  bekannt,  so  xr  n  i.     •-  -  r^      *  -*«    ««^i,  ^z^^^ 

ik«.^Aki»Ti  «{^i*  Ai^  •«.»■tfiA«;».»^  .-  Null,  noch  einer  Constante,  noch  einer 

gen  26).  "*  IS"^)  ~  T    ®*°  neues  Integral  der 

Kommen  wir  jetzt  auf  den  Fall,  wo  ^  Gleichungen. 

Integrale  gegeben  sind,  zurück,  und  neh-  j^  diesem  Falle ,  auf  welchen  Jakobi 

men    wir   an,    dass    T   nicht   identisch  ein  Hauptgewicht  legt,   der  ihn  für  die 

gleidi  Null  sei.    Es  fragt  sich,  ob  trotz-  jn  der  Mechanik  und  Variationsrechnung 

dem  eine  wesentliche  Reduction  der  Auf-  vorkommenden   Gleichungen,   die   einen 

gäbe  eintrete.  besondem  Fall  unserer  Gleichung  büden, 

Da  «^  und  «1  Integrale  derGleichung  zuerst  erörtert  hat,  und  ihn,   da  er  ans 

11)  smd,  so  ist  der  Ausdruck:  einer    Poisson'schen   Formel    abstrahirt 

ist,  den  Poisson^schen  Satz  nennt,  Iftsst 

sic^  also  aus  zwei  Integralen,  wenn  zu- 

,     -  „     .    •  ^       ,  -       ,,         ,        3  gleich  der  Index  A  bekannt  ist,  ein  drit- 

ebenfalls  ein  Integral  derselben,  denn  der  %^   integre^  finden.     Es  ist  klar,  dass 


\daj      A 


£|)  irt  ja  wie  «,  ^^.  ^„  ^^„  .,t,^  (^)  ei 


ein  wei- 


von  il  unabhängig.  ^^^^  Integral   der  Gleichungin   11)  ist, 

Es  können  nun  3  FaUe  eintreten.  fou^  dieser  Ausdruck  weder  gleich  Null, 

Entweder  I)  {-^)  ist  identisch  einer  ^^^  ^^^^^  Constante,  noch  einer  Func- 

\oa^/  tion    von  l«x    oder  tr,   oder   u^   und  w 

Constanten    gleich,    dann    ist  ti,  =  cff^.  .,,...        t     /^\ 

Es    kann   dann  dies  Integral  nur  dazu  identisch  gleich  ist    Ist  y^fziw^, 

dienen,  den  Index  «,=-7  ohne  Quadra-  gibt  (^A  ein  viertes  Integral, 

P^)   ist  gleich  «'i  »^^i^  diese  Bedingungen  erfüllt,  und 

ätt^/  namenthch    nicht     eine    Function    Ton 

einer  Function  tou  ti,,  7(1«,),  dann  isi:  ti,,  to,  ip^   allein  ist   u.  s.  w.     Es  ist 


so 
wenn 
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also  möglich,  m»  zwei  bekannten  Inte-  u«  und  «  allein,  bo  geben  die  beiden 

gralen  ti,,  «2   von  gewissen  Eigenschaf-  Gleichungen: 

ten  alle  übrigen  zn  entwickeln ,   nnd  es  /  >  \ 

ist  klar,  dass  es  solche  Integrale  «j  nnd  (~2)=:ir,  (  — )=:«>(ii  ,  ir) 

u^  geben  mnss,  wenn  auch  höchst  selten  \da^/       '  \da^/      ^     "     ^' 

der  Fall  eintreten  mag,  dass   sich  der-  ,    ,     .,    /, ,  .  , 

artige  ohne  Kenntniss  der  übrigen  büden  d.  h,  die  Gleichnng : 

lassen.      Kehmen    wir    aber    anch    an>  /^\      9(k     w) 

I  j^  I   erflUlt  nicht  die  eben  gegebenen  \du^/  "        to 

Bedingungen.    Ist  dann  (^)=0,  so  ist  ^^  ""Kll^-^t^'^'i^'h^^^         ''^^ 
.v^»uiie»"6«"*    *•»•  "•""  Vd«^/       '  «i   unabh&ngig  ist,   also  die  Stelle  von 

«0  wie  vorher  «,  sur  Beduction  des  Pro-    2  Integralen  vertritt ,  ausserdem  ergibt 
blems  SU  gebrauchen,  d.  h.  es  vertritt  10   sich  «^  durch  Quadratur. 

die  Stelle  von  2  Integralen.    Ist  (^)       ^*,'^^'*'"  ''^'*®'  Integral,   und  bildet 

gleich  einer  Constante,  oder  gleich  efner   "»"  \J^P  *™^    ™*^   ^'*'  °'^^*  ^'® 
Function   von  10  allein,  so  erhalten  wir  angegebenen  Bedingungen  erfüllen,  son- 

wieder  «^;  ist  (3^)  eine  Function  von  <!«»?  f?"»«  Function  von  •*.,«», lo,   sein 
^'        \da,/  so  hat[man  die  Gleichungen: 

Man    erh&lt    durch     Auflösung    zweier  ...       ,,  /ouJ\    _      , 

Gleichungen  mit  3  Variablen  2  von  «,  ^««^^  ">*'*  '**>*^^  iS^^j  ^'^^    *i    «'" 

unabhängige    Integrale,   und    oti    durch  g^xzi.    Da  aus 
Quadratur.     Eins  der  beiden   Integrale  —  2«  >     d 

dient  zur  Beduction,  das  andere,  welches  ^— *"t      _    ''p 

•p,   heisse,    ist    dann   weiter  zu  unter-  dai'~.'ZA    ^«    5«" 

suchen,  wie  oben.    Mit  Ausnahme  des  "  P      * 

Hauptfalles,  wo  die  Integrale  die  Stelle  mittels  der  oben  gegebenen  Gleichungen 

von  2  vertraten,  «l«o  Ji»=0  war,  kommt  ^^  ^^^^^^^  dx   ^.^  ^ü^i^i^en  lassen, 

in  den  Ausdrücken  Ir — I,   It — I  ...  so  behält  alles  oben  Gesagte  seine Gül- 

;.      T^       j^.}^"^^„    ,  tigkeit.    Ist  namentlich  t;,  nicht  identisch 

immer  der  Index  il  vor;  dieser  musste  ^.*^  Constante,  so  bUdet  es  ein  neues 
also   bekannt    sein,   um  unsere   Unter-  /^^  \ 

snchung  anzustellen.  Nur  in  dem  von  lotegral,  und  .man  untersucht  (t— ^1 
Jakobi    behandelten  Falle    ist   A    eine  ^„     J,       *     :,_«  1.      .  }  \} 

Constante.    Klebsch  hat  indess  bemerkt  «•  ■•  y-    -^Jle  diese  Ausdrücke  sind  aber 

(Grelle  Bd.  60),  dass  man  den  Ausdruck  ▼om  Index  A  ganz  frei. 

(^)  durch  einen  andern,  der  ebenfalls   ,  40)  Zuisammenfassung   der  ge- 

\da|/  fundenen  Resultate, 

ein    Integral   der   Gleichungen    11)  ist,       ^.^  ^^^^^  schliesslich  die,  wie  es  bei 

ersetzen  könne ,  und  der  von  A  frei  ist.   ^^^  behandelten  Gegenstande  nicht  an- 

Offenbar  ist  nämlich :  ders  sein  kann,  ziemlich  compUcirte  ün- 

(.  tersuchung    der  totalen  Differenzialglei- 

—  I  =  lg  F+lg  Ay  chung  hier  nochmals  zusammenÜassen. 

^"i^                     '  I)    Die    Gleichung    2Xdx:=0  hat  n 
wo  V  von  A  frei  ist,  und  da  A  von  a^    oder  Hc+I  Integrale,  je  nachdem  die  An- 

unabhftngig  ist:  zahl  der  Variablen  2ii  oder  2n+l   ist. 

(^  N  Im  letztem  Falle  ist  ein   willkürliches 

j-^)        .  darunter,    nach  dessen   Elimination  der 

y  —            '^^^  es  zweite   Fall  auf   den   ersten    zurückge- 

*           dflfj            Fd«/  führt  ist. 

„    .  ^    ,  ,       dF      V     •    f  * 1       II)  Die  Bestimmung   dieser  Integrale 

Es  16t  also  anch  yST,''  ein  Integral  ^^^  ^^  ^  Systemen  von  Differenzial- 

dcr  Gleichungen  11),  welches  vouil  frei  gleichungen  mit  bezüglich  2n,  2n— 2  . . . 
ist,  und  auf  welches  sich  ganz  die  obi-  6,  4,  2  Variablen.  Fallen  jedoch  in  der 
gen    Betrachtungen     anwenden    lassen,  Gleichung  jrx<f»=0  von  den  Functio- 
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neu  X  «— p  ang,  so  hat  man  nnr  p  Systeme  zn  integriren;  fallen  n— 1  ans,  d-  b. 

ist  die  vorgelegte  Gleichung  yon  der  Gestalt : 

so  ist  nur  ein  System  zu  integriren.  Anzahl    yon     Variablen     zurückgeführt 

m)  Soll  die  Gleichung  ifXrf!B=0  nur  wurde,    ist  nach  dem  Obigen   inte^rt, 

n—q  Integrale  haben,    so   müssen  bei  wenn  man  durch  eine  Transformation : 
2fi    Variablen     y(2^+l),    bei    2n+l         ^«^n 

derartige   Eeduction  der  ganzen   AuflO-  4-f7  *f 

sung  ein,  dass  man  statt  jr+l  Systeme  **"     «      « 

mit  bezügHdi  ?n,   2n-2  .  .  .  2n-2^r  setzen  kann,  und  es  sind  dann: 
Vanablen    beziigUch  2y+l  und  2^+2 

Systeme  mit    2n-2^-l  Variablen   zu  «i-«i»  •'i=<*i  •  •  •  •*n~^it» 

integriren  hat.  ,,,,  ^  ,.  ,    ^ 

IV)  Besondere  Vortheile  gewährt  die  "^^  ""»'  **  *  '  *  '»n  wiUkurhche  Constan- 
Auflösung,   wenn  man  ein  Integral  be-  ten  sind,  die  Integrale;  d.  h.  durch  £>if- 
reits   bestimmt  hat.    Die  Aufgabe   wird  ferenziiren  dieser   Gleichungen   und  I>i- 
dann  so  reducirt,  als  wenn  man  bei  einem  vidiren  der  DiiSerenziale,  nachdem  jedes 
gewöhnlichen    Systeme    zwei     Integrale  mit    einer  gewissen  Grösse  multiplicirt 
kannte.      Ist    von  dem  nun   gebildeten  ist,  kann  man  den  Ausdruck  2'X(ür=0 
Systeme   ebenfalls  ein  Integral  bekannt,  entstanden  denken.     Umgekehrt  sind  «• 
so  vertritt  dies    ebenfalls    zwei,  die  im  Integrale  der  letzten  Gleichung  «^=  is^, 
allgemeinen  Falle    gegeben    wären;    ist  »3=«»    ••••'«=*'«    irgendwie     be- 
von  dem   so   gebildeten   System  wieder  v.««.    ,^  v,„„  l.^    "^  •        ^  ,. 

eins  bekannt  u.  s.  w.,   so  dass  man  im  ^"°v'  '''>"''  ^?"  ^^^"^  ??^  ^f  ""■ 

Ganzen  p  Integrale   kennt,   so  hTman  ^''^TIT'  ^"T"*'  ^^''  ^''  V 

noch  p+l  Systeme  mit  bezüglich  2«-2p  ^»    ®^*^''^*"*    gegebene   Grossen    sind. 

Variablen  zu  integriren,   und  die  Glei-  Aber  es  gibt  auch  Integrale    von  ganz 

drang  :sXdxz=0   ist    so  reducirt,    als  anderm  Charakter,  welche  statt  der Con- 

hätte  man  die  p  ersten  Systeme  bereits  stauten   willkürliche   Functionen   enthal- 

vollständig  integrirt.    An  Stelle  der  er-  ten.     Dieselben  lassen    sich  aber  stets 

sparten  Integrationen  treten  blosse  Qua-  bestimmen,  wenn   man  n  Integrale  wie 

draturen.  die  obigen  hat. 

V)  Sind  2,  3  oder  mehr  Integrale  Offenbar  nämlich  machte  alle  Belaüon 
gleichzeitig  gegeben,  und  erfüllen  diese  zwischen  «und  T die  Gleichung  ^X/ir=0 
gewisse  Bedingungsgleichungen,  so  wird  identisch,  welche  bewirken,  dass  der  Ans- 
die  Aufgabe  so  reducirt,  als  wären  4,  druck  rechts  in  Gleichung  5)  ver- 
6  .  .  .  Integrale  eines  gewohnlichen  Sy-  schwinde. 

stems    bekannt.     Werden   diese  Bedin-  Nehmen  wir  nun  an,  es  wäre: 

gungsgleichungen   nicht  erfüllt,    so   ge-  VT\         u  -».(u     u             u        \ 

währt  die  Kenntaiss   mehrerer  Integrale  «»"^'V«!»  ««  •  •  •  \^^h 

andere  Vortheile.  ^o  y,   eine  willkürliche  Function  ist,  so 

Ja,  m  einem  Falle,  den  man,  wenn  man  wird  der  Ausdruck   rechts  in  Gleichung 

wiU,  sogar  als  den  allgemeinen  betrach-  5)  die  Form  annehmen : 

ten  kann,  reichen  2  bekannte  Integrale  ^                                 s 

hin,  um  alle  übrigen  zu  bestimmen.  (U^^  +  ü   -j^-)  <f«;+(ü^a  +  ^«  T^)<^«»* 

Wir  unterlassen  übrigens,  diese  Theo-  *  ^«                             "» 

rie  mit  Beispielen  zu  belegen ,   da  der  ,              ,  ,,r         ,  „       ^    \  ^ 

nächste  Artikel,  die  partiellen  Differen-   "T"  •  •  •  +(*^fi-l  +  *^nS5 ^  ^%^V 

zialgleichnngen   betreffend,    zu    solchen  **""* 

Anlass  geben  wird.  ^„^  dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null, 

41)  Verschiedene  Systeme  von  3^«?^  ^'  »i*  Glefchung  27)  die  «-1 
Integralen.  Relationen     zwischen    jetzt    bekannten 

^.    />,  .  ,  Grössen: 

Die  Gleichung: 


8zz2n 


2      Jr.dar.rrO,  ""*»  ''T 


auf  die   anch  der  Fall  einer  ungeraden  ^"^  ^1 


«— I 
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yerbinden.  Also  diese  Relationen  in  Verbindong  mit  Gleichung  27)  stellen  ebenfalls 
ein  Sjstem  Ton  Integralen  der  Gleichnng  £Xdx=:0  vor. 

Die  Antahl  derselben  ist  wieder  n,  sie  enthalten  aber  keine  Constante ,  da- 
gegen eine  willkürliche  Function  ron  n—1  Variablen. 

Specialisirt  man  dieselbe  aber  derart,  dass  sie  n  willkürliche  Constanten  ent- 
h&lt,  so  kann  man  ans  27)  nnd  28)  ein  den  Gleichungen  «,  =a^  .  .  .  analoges 
System  wieder  gewinnen. 

Setzen  wir  femer: 

29)  ••^_^=y,(ii„  n,  .  .  .  ^.g)»    \=9%(^i^  «,  .  .  .  %_,). 

so  wird  die  rechte  Seite  Ton  5)  die  Gestalt  haben: 

Dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null,  wenn  man  mit  den  beiden  Gleichungen  29) 
die  folgenden  n— 2  Relationen  verbindet: 

80)  U,+ü      ^p+ü   ^=0, 

u^+u       ^^.+  ü  ^=0 

*       n—1    dfi,         n  du. 


n— 2  n— 3 

Offenbar  ist  dieses  System  von  Integralen  weniger  allgemein  als  das  Torige,  da 
es  swar  2  willkürlidbe  Functionen,  aber  nur  mit  n— 2  Variablen  enth&lt.  —  In 
derselben  Weise  kann  man  ein  Integralsystem  von  n  Gleichungen  bilden,  welches 
3  willkürliche  Functionen  mit  n— 3  Variablen  enthält  u.  s.  f. 

Schliesslich  hat  man  ein  System  Ton  n—1  willkürlichen  Functionen  mit  einer 
Variable : 

31)  '«2=yi(<*i)»    «3=yi(«i)  •  •  •  «„  =  y,i_i(«i). 

zu  welchem  die  eine  Gleichung  tritt: 

Alle  diese  Systeme  haben  wesentlich  yerschiedenen  Charakter.  Ausserdem 
gibt  es  noch  ein  System,  das  weder  Constanten  noch  willkürliche  Functionen  ent- 
hält. Offenbar  nämlich  wird  auch  die  rechte  Seite  in  5)  gleich  Null,  wenn  man 
setzt : 

33)  C^,=0,  C^,=0  .  .  .    U^=:0, 

Diese  Integrale  nennt  man,  der  früheren  Bezeichnung  analog,  singul&re. 

Die  Vollständigkeit  dieser  Untersuchungen^  würde  freilich  erfordern,  dass  man 
ein  System  von  t  simultanen  Gleichungen  ron  der  Form  £ Xdx=0,  wo  t  eine 
beliebige  Zahl  ist,  in  ähnlicher  Weise  behandelte.  Der  Verfasser  entsagt  dem 
aber  um  so  lieber,  als  er  gestehen  muss,  dass  er  für  jetzt  nur  im  Stande  wäre, 
Bruchstücke  zur  Lösung  dieser  höchst  schwierigen  Aufgabe  beizubringen,  was 
dem  Zwecke  dieses  Wörterbuchs  fremd  wäre.  Er  schliesst  also  diesen  Artikel, 
indem  er  glaubt,  die  Theorie  der  totalen  Differenzialgleichungen,  so  weit  sie  bis 
jetzt  ausgebildet  ist,  in  einiger  Vollständigkeit  dem  Leser  vorgeführt  zu  haben. 


Wl.  lieber  die  partiellen  Differenzialgleichimgen. 


1)  Einleitung.  gen,  können  auch  die  partiellen  erster. 

Unter  einer  partiellen  Differenaialglei-  »weiter  n.  s.  w.  Ordnung  sein,  je  nach- 

chung  Yersteht  man  eine  solche,  welche  J«™  ««  höchsten  dann  enthaltenen  Dif- 

die    Diflferensialquotienten    einer     oder  ftrenwalquotienten  erster,  aweiter  n.  s.  w. 

mehrerer    abhängigen     Variablen    nach  Oronung  sind. 

wenigstens    2   unabhängigen  Variablen  Das  allgemeine  Schema  einer  partiellen 

enthalt     Wie  totale  Differenzialgleichun-  Differencialgleichung  ist  mithin: 

*s 

X|,  «,  .  .  .  a;     sind  die  unabhängigen,  nen  fu  f^  .  .  -  von  derselben  Varia- 

.     Ai^  .vva.^-»»«  u— :-  Wen  gleich  Null  setzte  und  mit  dieser 

»i>   «s   •  •  •  «p   die  abhangigen  Vana-  Qi^ichung   yerbftnde.     Jedoch   ist  eine 

bleu,  «i+f«  •  -  *  ~l~%  ~  ^   d®^  Diffe-  Behandlung    der     simultanen  partiellen 

rensialquotient,  ein  Symbol  für  alle  die-  Differenzialglcichungen    fast    noch    gar 

jenigen,   welche   entstehen,    wenn   man  J^"^?  "IT""""?*« '  7^^/'f^!^ 

1   ti     •!             u    mit  ft   1    Q          vAi.  vereinzelte    spezielle  FUle    den  gegen- 

X,  «„  n,  .  .  .  »^  mit  u,  1,  ^  .  .  .  ver-  ,,nrtigen  HttUsmitteln  der  Analysis  su- 

tanscht.  gftnglich.  —  Wir  werden  uns  daher  auch 

SelbstTerständlich   gibt  es  auch  simul-  hier  fast  ausschlicBslich  auf  eine  partielle 

tane     partielle     Diffe  renzialgleichungen,  Differenzialgleichnng    mit    einer   abhän- 

und  würde  man  ein    System    derselben  gigen  Variablen  zu  beschrftnken  haben, 

ans    der  hier  gegebenen   Gleichung  er-  —     Das    allgemeine   Schema   für  die- 

halten,  wenn  man  für  f  andere  Fnnctio-  selbe  ist: 

dt      dz             di  d^z        d*i 

fix,,  «,  .  .  .  x^,  «,  gj-,  5^^  •  •  •  5J-,  §— i,  5;^^  .  .  . 


n 
d*z     d^z        d»»  d's  d*i  d'z  ifz 


ax^^'  a...'  a.,.d,.  •  •  •  ax^.  •  •  •  ,^  s  •  •  •  ,^      ,^  s- 1'  ^^  , 


)=a 


Was    die  Behandlung    derselben    anbe-  Differenzialgleichungen    erster    Ordnung 

trifft,  so  muss   zuvor  bemerkt  werden,  gelungen,    und  zwar  besteht  das  Besul- 

dass  auch  dieses  Problem  in  seiner  All-  tat  darin,   „dass  jede  partielle  Differen- 

gemeinheit    nur    wenig    ausgebeutet   ist  zialgleichung  erster  Ordnung  sich  in  ein 

und    Schwierigkeiten    der    erheblichsten  System    von  n   totalen   Differenzialglei- 

Art    darbietet.      Diese    Schwierigkeiten  chungen  mit  n+l Variablen  zerlegen lUsst." 

beziehen  sich  nicht  allein  auf  die  Natur  Diese  Beduction,  welche  immer  ange- 

und  auf  die  Darstellung  der  allgemeinen  wandt  werden  kann,  löst  also  auch  die 

Integrale,  obgleich  auch  diese  in  den  we-  ZnrückitLhrung    der    partiellen  Differen- 

nigsten  Fällen  einer  genauem  Kenntniss  zialgleichungen  auf  Quadraturen   in  den 

zugänglich   sind,    sondern   auch  auf  die  Fällen,   wo  nach   dem   vorigen    Artikel 

Anwendungen.    Denn  oft  kommt  es  vor,  die   Auflösung    des   In  Bede    stehenden 

dass,    um  eine  partielle  Differenzialglei-  Systems    totaler   Differenzialgleichungen 

chung,  deren  allgemeines  Integral   man  auf  Quadraturen  ftthrt. 

kennt,  fUr  einen  bestimmten  Fall  anzu-  Bei   partiellen    Differenzialgleichungen 

wenden,  also  zu  spezialisiren ,  Probleme  höherer  Ordnung  hat  man  sidi  fast  aus- 

von   der  grossten  und  bei  nnsem  jetzi-  schliesslich   auf  die  Behandlung  der  li- 

gen  Kenntnissen  unüberwindlichen  Seh  wie-  nearen  Gleichungen,  d.  h.  der  Gleichun- 

rigkeit  zu  lösen  wären ,   so  dass  man  in  gen  von  der  Form : 

der    Begel    leichter    zum  Ziele    kommt,  ^                    ^                          . 

wenn  man,  statt  das  allgemeine  Integral  j^^ip       ^*          ip             

in  suchen,  sich  von  Anfang  an  den  Be-  .     s"^     ;.    '--<j^            ;»     *^^a 

dingnngen  der  speziellen  Aufeabe  mög-  ^*i          ^*i        ^*»        ^*«        *'*» 

liehst  anschliesst,  und  so  zu  einer  Lösung  o^*    _a 

derselben  zu  gelangen  sucht.  +  .  .  •  +5-    7  — 0 

öx 

Allgemeineres  ist  nur  für  die  partiellen  n 
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beschränken  moMen,  wo  A,  B,  C  .  .  •  S  Functionen  von  «|,  «,  •  •  •  x  f  s  und 

der  partiellen  DifferenEialquotienton  von  t  bis  einschliesslich   znr  «—1  ten  Ord- 
nung sind,  eine  Gleicbang,  die  man  symbolisch  aach  schreiben  kann: 

SA  .  y,  r . . .  — =0, 

p         ^         r 
■wo 

ist  angenonmien,  nur  eine  abhftngige  Yaria- 

Aber  anch  hierbei   entbehren  die  an-  ble  enthiUt. 

gewandten    Methoden    der     Allgemein-  Es  mnss   aber  geieigt   werden,   dass 

heit.  auch  wirklich  jede  partielle  Differenzial- 

Wir  werden  uns  jetBt  znnftchst  mit  glei<^ung  ein  soldies  Integr^  habe  und 
den  Gleichungen  erster  Ordnung  su  be-  3?®  dasselbe  beschaffen,  d.  h.  wie  nel 
schaftigen  haben,  und  ehe  wir  die  Me-  Constanten  oder  sonstige  wülkfirhch  zu 
thoden  zur  Auflösung  derselben  geben,  ^stimmende  .Grössen  m  demselben  ent- 
untersuchen, welchen  Transformationen  *^?  ■?"°-  .  ^.  «,  „  ^  ^, 
dieselben  unterliegen,  und  welches  die  ^ir  thun  dies  an  dieser  Stelle  für  die 
Natur  ihrer  Integrale  sei.  Glwdiungen  erster  Ordnung. 

2)  Allgemeines  über  die  Glei-  ^^^     *,...*,  z)=:0 

chungen     erster    Ordnung    und  \  i      a  n'    / 

ihre  Integrale.  eine  beliebige    Gleichung,   welche  noch 

Da  in  den  uartiellen  Gleichnnffen  Ton  *^'*®'  ^•^  Variablen  eine  Anziüil  Con- 

beliebieer  Ordnunir  die  Differenzialqno-  ■^'^*®"  enth&lt,   so  kann  man  dieselbe 

....        -wr    .  i_«  i-  j  nach  a?i.  jp«  .  .  .  jp    differenziiren.  und 

tienten    einer  Variablen  %  nach  den  an-   "^"  *i,  »^  •  •  •  *^  umwcusiu^cu,   uuu 

dem  Variablen  «^,   a;,  •  .  •  jp^  genom-  erhalt  auf  diese  Weise  noch  i»,  also  im 

men,   enthalMn   sind,  80  wird  offenb«  **!!*"  r*tJ   ^'•'*?»««°'   •"    *«»•" 

als  Intentil    eine   Gleichune   sefordert,  *  Constanten  elimuuren  kann ,  um 

welche  z  ris  Function  yon  *,%,  .  .  .  »^hliessUch  zu  einer  Gleichung  zu  gelan- 

.j^                                     '      *  gen,  welche  ausser  *,,  «,  .  .  •  «^,» 

*  -.  .    a»      di  dt        ^^,^ 

Im  Wesen  einer  partiellen  Differen-  »och  j^,  ^  ,  .  .  ^  enthalt 

zialgleichang  liegt  es  also,  dass  sie  nur  '        *  n 

ein  Integral  habe,  wenn  sie,   wie  hier       Sei: 

dt      h%  a» 

f («„  X,  •  •  •  *n  '  dZ'  gr;  •  •  •  dT^-" 

diese  Gleichung,   so  kann  f  eine  ganz  Werthe  gibt  —  Indessen  haben  die  par- 

beliebige   Form  haben,    wenn    F  nicht  tiellen  Differenzialgleichungen  noch  In- 

nfther   besrimmt  ist,  und  man  sieht  da-  tegrale   tou   einem    ganz   verschiedenen 

her:    „dass  jede    partielle    Differenzial-  Charakter,  welche  statt  der willkärlichen 

gleichung  erster  Ordnung  ^«»0  ein  In-  Constanten  willkürliche  Functionen  der 

tegral  F=:0  hat,   welches  n  willkürliche  Variablen  enthalten. 

Constanten  Ap  a,  .  .  .  n  .  also  soviel  Ein  solches   Integral  heisst  allgemei- 

hingige  V«.tWe  hat.«  \AztA.    Vom  Dwein  eine,  tolchen  aU- 

Dieses  Integral  wird   das  voUst&ndige  gemeinen  Integrals  aber  überzeugen  wir 

genannt    Man  kann  aus  demselben  be-  uns  durch  folgende  Schlüsse, 
liebige   partikulare  Integrale  gewinnen,       Schreiben  wir  zunücbst  die  gegebene 

wenn    man    den    Constanten    beliebige  Differenzialgleichung  unter  der  Form: 

^*  —    /  ^*     ^*  ds    ^ 

ä;^-y  (*i»  *«  •  •  •  V  *'  äZ'  s;  •  •  •  ^   :' 

fl  n^  1 

und  geben   der  Grösse  *    die  continuirlich  auf  einander  folgenden  Werthe; 


» 


a^,  «1,  a,  .  .  .  «^^  j, 
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welchen  die  Werthe  Yon  s : 

•o»  *|    •  •  •  *g I 

bezüglich  entsprechen  sollen.    Diese  Werthe,  s^,   >,   .  •  •  >._  |»  ▼on  denen  wir 

übrigens  yoranssetzen  müssen,  dass  sie  ebenfalls  continnirlich  ans  einander  her- 
Torgehen,  weil  dies  der  Begriff  des  Differensürens  fordert,  sind  also  noch  Functio- 
nen Ton  x^y  x^  .  ,  ,  X      ..    Es  ist  aber: 

wo  «^i«^_|,  a-^«-._4  beliebige  auf  einander  folgende  Glieder  der  entsprechen- 
den Beihen  sind. 

Unsere  gegebene^  Qleichnng  stellt]  also  folgendes  recorrente  System  dar: 

«i=»»+(«i— «o)y(*i»  «s  •  •  •  *rt— I'  **•'  *•'  5«"  '  *  *5x ^' 

d%  I              dz  I 
*a  =  »i+(«s— «OyC-^^n  «,  .  .  .  *^_j>  «i»  «if  JJ--  •  •  JJJ ) 


s—  1         «—  r 


*•=*.- i+(«f-^-i)^' (*«'*«  •  •  •  **-i'  ^-1'  S-i'  'd^'dT^^' 

Ans  der  ersten  Gleichung  kann  man  Xf  bestimmen,  wenn  man  z^,  also  auch  die 
Differensialqnotienten  dieser  Grösse  als  Functionen  yon.X|,  x^  ,  ,  ,  '|._4  kennt. 

Die  Differensialqnotienten  ron  z,  ergeben  sich  dann  durch  Differenxiiren  dieser 
Gleichung.  Die  zweite  Gleichung  gibt  s,  und  enthält  keine  weitere  Willkürlich- 
keit, und  so  kann  man  allmälig  bis  zu  s    gelangen;  die  Grössen  a^^  a^. ,  «^«^  i 

sind  folglich  beliebige,  aber  continnirlich  auf  einander  folgende  Grössen.  Für  z^ 
ist  also  keine  weitere  Bestimmung  gegeben,  und  somit  kann  diese  Grösse  eine 
ganz  willkürliche  Function   yon  n=l  Variablen  x^,  x^  .  ,  .  x  sein,  die  je- 

doch  den  Gesetzen  des  Differenziirens  gemäss  so  genommen  werden  muss,  dass 
s  auf  dem  ganzen  Integrationswege  durch  keine  Discontinuität  geführt  wird. 

„Das  idlgemeine  Integral  enthält  also  eine  willkürliche  Function  mit  einer 
Variablen  weniger,  als  die  Anzahl  der  unabhängigen  Variablen  beträgt" 

Man  kann  audh  setzen: 

wo  unter  tf,x  yerstanden  ist  der  Ausdruck: 


^(r) 


\  \ 


7'(«i, «, . . .  «„.j,  a^  ,^,  _ . . .  sr^^* 

oder  symbolisch: 

In  diesem  als  Grenze  einer  Summe  zu  betrachtenden  Integrale  ist  also  AUes  bis 
auf  die   willkürliche  Function  ^,  welche  für  s^  gesetzt  wird,  bestimmt.    Für  s 

ist  X  gesetzt.  Die  Function  tp  aber  kommt  unter  dem  Quadratuneichen  /*  selbst 
Yor.  Sonach  gilt  yon  diesem  allgemeinen  Integrale  z  dasselbe,  was  überhanpt 
über  die  Eigenschaften  der  durch  Quadraturen  defioirten  Functionen  galt  (siehe  den 
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Artikel:  Qaadratiiren),  namentlich  der  Satz,  dass  ein  solcher  Antdmck  nur  dann 
swischen  gegebenen  Grenzen  zwei  verschiedene  Werthe  geben  kann,  wenn  die  darch- 
lanfenen  beiden  Integrationswege  einen  Discontinnitäts-  oder  mehrfachen  Pnnkt 
nmschliessen. 

3)  Beziehung  zwischen  dem  vollständigen  nnd  dem  allgemei- 
nen Integral. 

Für  die  partiellen  Differenzialgleichnngen  erster  Ordnung  gibt  es  aber  noch 
eine  andere  Art,  sich  von  dem  Vorhandensein  des  allgemeinen  Integrals  zu  über- 
zeugen, und  was  ungleich  wichtiger  ist,  dasselbe  immer  dannwirklidi  aufzufinden» 
wenn  das  vollständige  Integral  bekannt  ist. 

Diese  Methode  rührt  von  Lagrange  her,  und  sie  iührt  also  die  gaaae  Inte- 
gration der  partiellen  Differenzialgleichnngen  erster  Ordnung  auf  die  Bestimmung 
dos  ToUstindigen  Integrals  zurück. 

Sei: 

eine  gegebene  partielle  Differenzialglcichung,  wo  also  die  linke  Seite: 

dz      dz  dz 

Xi,  X«  .  .  •  af^,  z      und     "5 — •  V       •  .  .  r— — 

*      '             «                     o«.'  da?,  dx 

'        ■  n 

enth&lt.     Bei  femer: 

F(tfi,  ö,  .  .  .  «^)=0 

das   vollständige  Integral  dieser  Gleichung,  wo  a^,  «^  •  .  .  «    die  wUlküriidien 

Constanten  sind,  und  F  also  ausser  denselben  noch  die  Variablen  x^yX^  • . .  x  .  s 

enihilt  Es  ist  dann  die  Gleichung  ^=  0  nach  Abschnitt  (2)  entstanden ,  indem 
man  ans  den  Gleichungen: 

die  Constanten  «i,  a«  ,  ,  .  a^  eliminirt. 

(dF\ 
- — I  zeigt  hier  an»  dass  die  Function  F  derart  nach  x    diffe- 

renziirt  werden  soll,  dass  s  als  Function  von  x^  betrachtet  wird,  es  ist  also; 

(dF\  _  £^   ,  £^  ^* 
dx  I  ""  d«  d»  ijT* 

M/  i  S 

Kehmen  wir  nun  an,  es  wären  a^^j  a^  '  *  '  ^n  ^^^^  willkürlichen  Constanten, 
sondern  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  «|,  x^  •  •  •  *^t  iind  sei  eine 
dieser  Grossen  a    eine  Function  der  übrigen  a^,  a,  .  .  .  a        ,  also: 

2)  «^=V(«u«»  •  •  •  ««-i)» 

so  erhält  man  beim  Differenziiren  von  FzzQ  jetrt  die  folgenden  Gleichungen: 

(Ik  Jf\  /Jk  I?  A  Jf        ^W\  dn.  /d  W         dV  «\  daa 


+  /_££_  +  ££       *\    "-'-Ol 


wo  9  alle  ganzzahligen  Werthe  von  1  bis  n  annimmt. 

Es  ist  aber  femer  klar,  dass  die  Gleichungen  8)  dann  vüllig  mit  den  Glei- 
drangen  1)  übereinstimmen,  also  auch  das  Eliminationsresultat,  welches  dieDiffe- 
renzialgleichung  /=0  gibt»  dasselbe  bleibt,  wenn  man  setzt: 
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da.       da   da"   *   da-       da^da,""      *      '    da       ,       da^   da^       ~ 

H  •  W  11—  I  fl  H—  1 

Aas  dieBen  »— 1  Gleichungen  aber  kann  man  die  »— 1  Grössen  a,?  o,  .  •  •  tf^ , 

bestimmen,  und  die  Gleichung  2),  wo  0  eine  völlig  willkürliche  Fonction  ist, 
gibt  dann  a  .  Setst  man  olles  dies  in  die  Gleichung  F=0  ein,  so  hat  man  offen- 
bar ein  Integral  der  Gleichung /^=0,  da  die  letstere  dnrdi  Differensiiren  der  erste- 
ren,  und  EUminiren  der  Grössen  a^,  a^  ,  ,  ,  s      ,  entstanden  ist.    Dies  Inte- 

gral  enthiilt  aber  eine  willkürliche  Function  Ton  n— 1  Variablen  und  ist  also  dsw 
allgemeine  Integral. 

Im  üebrigen  kann  man  noch  andere  Arten  von  Integralen  der  Gleichung 
^=0  ableiten,  welche  ebenfalls  willkürliche  Functionen  enthiSten,  die  jedoch  Ton 
einem  weniger  allgemeinen  Charakter  sind,  als  das  eben  gefundene.  Alle  diese 
Integrale  aber  sind  gegeben,  wenn  man  das  vollständige  Integral  kennt.  Nehmen 
wir  n&mlich  wieder  an,  die  a  seien  Functionen  der  Variablen  o;,  statt  der  Besie- 
hnng  3)  aber  seien  die  folgenden  gegeben: 

wo  die  0  willkürliche  Functionen,  jedoch  nur  von  r  Variablen  sind.  Die  Zahl 
r  kann  jeden  Werth  von  r=l  bis  r=:fi— 1  annehmen.  Die  Differeniialqnotien- 
ten  von  F=0  werden  dann : 


/dF 


da^  .  .     da^         KTTT     da,    "*   '  '  *'*"da    daj  d»"^ 


r+l         •  r+Ä 


dF  dF        r+i  dF ''UV  "">     ^ 


(dF 


"^^•r+l      H  "^  '"  '*"^^^*r/^'s 


und  diese  Gleichungen  stimmen  wieder  ganz   mit  den    Gleichungen  1)  fiberein, 
wenn  man  setst: 

dF  ,      JF    H+i   .      dF  \+>  .  ^^*Vn 

dF  dF     ^*f+i  i>f  ^*r+a  +tLj^-0 


Die  Anzahl  der  Gleichungen  5)  und  7)  ist  offenbar  zusammen  gleich  n ;  sie  reichen 
also  zur  Bestimmung  der  Ghrössen  a^  a,  .  .  .  a    hin,  welche  man  in  die  Glei- 

dbong  F=rO  einsetzt.    Diese  gibt  somit  ein  Integral ,  welches  n—r  willkürliche 
Functionen  mit  r  Variablen  enthält. 

Da  r  jeden  Werth  von  r=:l  bis  r=zn—l  annehmen  kann,  wo  der  letzte  Fall 
dem  allgemeinen  Integrale  entspricht,  so  hat  man  n— 1  Klassen  von  Integralen, 
welche  willkürliche  Functionen  enthalten,  und  zwar  entsprechend,  »^1  willküN 
Ücfae  Functionen  mit  einer  Variable,  n—2  mit  zwei  Variablen  u.  s.  f.,  endlich  eine 
mit  »—1  Variablen. 
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▲ntser  diesen  ist  aber  nodi  ein  Integral  sn  merken,  welche«  weder  willkUr- 
liche  Functionen  noch  Conatanten  enthält,  ans  keiner  der  gegebenen  Klaaeen  aber 
dnrch  Specialisimng  erbalten  werden  kann.  Dies  Integral  heisst  singnläres,  nnd 
schliesBt  sich  seinem  Charakter  nach  somit  den  singnläron  Integralen  der  totalen 
Differeniialgleicfanngen  genan  an.  Es  kann  dasselbe  jedeneit  bestimmt  werden, 
wenn  man  das  vollstindige  Integral  kennt. 

Kehmen  wir  nämlich  an,   es    seien  in  der  Qleichnng  F(a,,  «,  .  .  .  a  )  =  0 

Uli  ti%  •  •  .  0  Functionen  der  «,  aber  ganz  von  einander  unabhängig,  so  eihält 
man  durch  Differenziiren : 

nnd  diese  Gleichungen  werden  mit  den  Gleichungen  1)  identisch,  wenn  man  setst: 
9)  J£=0.  1^=0  ..  .  ÄO. 

n  Gleichungen,  aus  denen  man  «i,  a,  blen  betrachten  lässt,   wenn  die  Anzahl 

.  .  •  a    bestimmt,  und  in  F=0  einsetzt,  der  unabhängigen  Variablen  der  partiellen 

Man  hat  dann  ein  Integral  von  dem  be-  DifferenrialgWchung  g^^^^ 

.i»iniin«t«ii  Pii««.v#-.»  Sich  somit  die  Theone  der  partiellen  Diflfe- 

•7«.  A««o«X^^'       xr    /k  .  renaialgleichungenaufdieindenletztenAb- 

Zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  .«i,«;***  ^^^^^t;»-«AKii-«;ii«««.«™i™r 

Beispiele  werden  die  folgenden  Abschnitte   !Ji*"'*^"  der  TongenAbhandhinggegebene 

Geleirenheit  sehen     "'»''"*"'"  *°^"''^""  "      Theone  einer  totalen  Differenzialgleichnng 

^  ^  mit  mehr  als  zwei  Variablen  zurückführen 

4)  Die  partiellen  Differen-  lässt,  und  in  der  That  führt  diese  Betrach- 
cialgleichungen  erster  Ord-  tong  auf  dem  einfachsten  und  kürzesten 
nung  als  besonderer  Fall  der  Wege  mm  Ziele,  indem  jede  partielle  Dif- 
totalenDifferenzialgleichungen  ferenzialgleichnng  erster  Ordnui^  in 
betrachtet.  2a— 1  totale  mit  2n  Variablen  zerfUlt 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  hier  Diese  Identität  der  totalen  und  par- 
betrachteten  Gleichungen  ist  aber  die,  tiellen  Differenzialgleichungen  ergibt  sich 
dass  sich  eine  solche  immer  als  eine  to-  unmittelbar  durch  -  folgende  BetnMhtun- 
tale  Differenzialgleichnng  mit  2n  Varia-   gen.    Statt  der  Gleichung  : 

1)  fix,,  *,  .  .  .  *^,  .  j-,  j-  .  .  .   ^)=0 

kann  man  offenbar  setzen  die  folgende: 

2)  ^(ofp  «,  .  .  .  jr^,  «,  p^,  p,  .  .  .  pj=0 
Yerbnnden  mit  dem  System : 

„.  d«  dx  dt 

Diese  letzteren  Gleichungen  aber  lassen  sich  in  die  Gestalt  einer  einsigen  bringen« 
nämlich: 

4)  dz=p^dx^^p^de^-\-  .  .  .  -^P^dx^y 

denn  durch  snccessives  Differenziiren  der  Differenziale  you  (ii+l)  derselben:  «^, 
Gleichung  4)  nach  den  Variablen  x^^  x^  ,  .  ,  x  ,  z,  nicht  aber  dieron;»,,^, 
.....  «^  erhalt  m«!  ^eder  die  Qlei-   .  .  .  ,^_^  ,„thUt,  bo  gilt  dM  im  rori- 

"*SflKS'en    Qleichnngen   2)   und    4)  f«  Artikel,  Abidmitt«,  II)  QM.gte  hier, 

•iDd  al.o  mit  1)  TiJUig  gleichbedentend.   dwe  yon  den  anfgeetellten  Syttomen  roa 

Die    Oleicbnng  2)  kam  daza  dienen,  »•«fow«>«lf»<»tdi«ng«n  da.  ente  «ir  In- 

•ine  der  2«+l  viriablen  «^,  x.  .  .      ^^^^^J^'^^'f^    ^V  '"'pV^'S^ 

«..  ».  Pi.  P».  .  .p.  «nbeatimmeS,  nnd  ^^t^^,  der  «.erst  ron  Pfaff  hin- 

i|T    >  r&'  f  I  rn  '  gestellten    allgemeinen    Integrationsme- 

enthält  Gleichung  4)    dann  noch   deren   thode  der  partiellen  Differenzialgleidiun- 

2».     Da  aber   diese  Gleichung  nur  die  gen  erster  Ordnung  rfihrt  Ton  Jakobi  hec. 
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Wir  wollen  jetst  noch  die  durch  Gleichnng  4)  gegebene  Form  der  peitielleii 
Difterenxialgleichang  erster  Ordnung  henntien,  um  eine  zuerst  von  Legendre  ge- 
gebene Transformation  su  beweisen,  welche  in  manchen  FUlen  anch  bei  Gleichnn- 
gen  höherer  Ordnung  von  Nutzen  sind. 

Die  Gleichung  i)  lässt  sich  nämlich  auch  auf  die  Form  bringen: 

*  =  ^(P4*i+;»t*t+  •  •  •+P»*«)  -«i<'Pi-*«*t-  •  •  •  -*«*„» 
d,  h. : 

5)  du=ix^dp^+x^dp^'h  .  .  .  +*„<'P„» 

wo  gesetzt  wurde: 

6)  •«=?  i«i+Pt«f+  •  •  •  '^Pn'n^^* 

Die  Gleichung  5)  aber  zerfUlt  in  dai  folgende  System: 
..  du  äu  du 


^.-*"  öp,- dp, 


»' 


« 


und  diese  Werthe  in  die  Gleichnng  2)  einsetiend,  erhalt  man: 

Q\  rf^      ^  du  du   ^        du  ^  .         ^  X     /i 

eine  partielle  Di£fereniialgleichung  erster  Ordnung,  die  somit  mit  1)  ganz  identisch 
ist.     In   8)    sind  pi»   p«  •  •  .  ;ei^   die  unabh&ngigen  Variablen ,   lüso  dieselben 

Grössen,  welche  in  1)  die  Differenzialquotienten  tou  z  waren,  während  die  Grössen 
<*!•  ^z  •  •  •  ^«  in  8)  die  Differenzialquotienten  Ton  u  sind. 

Ehe  wir  jetst  mit  Anwendung  des  rorigen  Artikels  die  roUstäodige  Theorie 
der  hier  betrachteten  Gleichungen  geben,  wollen  wir  aber  noch  einen  besondem 
Fan,  den  der  linearen  Gleichungen,  direct  betrachten. 

5)  Integration  der  linearen  Gleichungen  erster  Ordnung. 
Sei  gegeben  die  Gleichung: 

wo  ii|,  il,  .  •  .  A.  B  Functionen  yon  s,  a?^,  ir,  .  •  •  *„  w"*^-    I^>®««  Gleichung 

heisst  lineare,  da  sie  in  Bezug  auf  die  partiellen  Differenzialquotienten  von  z  li- 
near ist  Wir  ersetzen  sie  zunächst ,  wie  im  Torigen  Abschnitte ,  durch  das 
System : 

dz  _         ^«  ^«  _ 

oder  durch  die  eine  Gleichung: 

2)  rfz—picto^— ;?,«*«,—  .  .  .  ~p^dx^:zO 

Terbnnden  mit: 

8)  ii,p,+il,p,H-  .  .  .  ^\P^-B. 

Indem  wir  ans  2)  und  3)  p    eliminiren,  erhalten  wir: 

oder,  indem  wir  die  mitpi,  p«  .  .  .  p^_|  multiplidrten  Theile  von  einander 
sohdem: 
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+»       .M       ,dx  --A  dx       .)  =  0. 

Es  wird  diese  Gleichnng  offenbar  erfüllt,  wenn  man  setet: 

A^A=Bäx^,    A^d,,=Ä,dx^,    A^dx,=A,<lx^  .  .  .  ^,<i««_i=^«_i'te„. 

ein  System  Ton  n  Differenzialgleichangen  mit  n+l  Variablen,  welches  man  auch 
unter  der  Gestalt  schreiben  kann: 

6)  dx,  :dx^  :  .  .  .  :  dx    :  cb  =  ilj  z  Ä^  :  ,  ,  .  :  Ä    :  B. 

Bildet  man  die  Integrale  dieses  Systems,  so  lösen  diese  offenbar  die  Gleichung 
4)  oder  2)  Yollst&ndig  auf,  wahrend  Pi,  p^  •  .  .  p  _.  ganz  willkürlich  bleiben. 

Aber  nicht  unmittelbar  ist  auch  eine  Auflösung  der  Gleichung  1)  hierdurch  gege- 
ben. Denn  diese  Gleichung  erfordert ,  dass  man  s  als  Function  tou  «,,«,... 
x^  erhält,  w&hrend  die  m  Integrale  der  Gleichungen  Q)  *,  x^,  x^  ,  .  .  ',|_j    ^> 

Functionen  von  x    sich  ergeben. 

Indess.  Iftsst  sich  aus  diesen  Betrachtungen  leicht  das  allgemeine  Integral  von 
1)  ableiten.    Seien  die  Integrale  der  Gleichungen  6)  sun&chst: 

7)  A  =  «i«    /i=*«f  •  •  •  fn^^n' 

^ö  fii  A  •  •  •  /L  Functionen  von  x^,  «,  .  .  .  x  ,  a^  er,  .  .  •  a  aber  Willkür- 
liehe  Constanten  sind,  so  ist  offenbar: 

8)  AJz-B^x^-ltdfy 

AJx^—A^x^-S^df, 

A.dx^-Adx^^Jtt'df 
*     fi       fi 


WO  die  Summenieichen  auf  die  Grössen  if^^y  df^  •  ,  .  df    sich  beziehen,  e,  e'. . . 

e'**-^  aber  Functionen  von  z,  »,  jr,  .  .  .  a?    sind,  die  sich  leicht  bestimmen  lassen, 

wenn  die   Integrale   bekannt  sind.     Das  Zeichen    d   deutet  hier,  wie  schon  oft 
in  den  vorhergehenden  Artikeln  an,  dass  die  Grössen  x,  «i  . . .  x  ,  x  nach  einem 

ganz  beliebigen  Gesetze  variirt  sind.    Durch  Einsetzen  der  Beziehung  8}  in  die^ 
wenn  man  Gleichung  3)  als  erfüllt  voraussetzt,  identische  Gleichung: 

A  (dt—p^dxi^Ptdx^—  •  .  •  ^p^dx)::sAdZ'-Bdx^+p^(Aidx—Adx^) 

erhilt  man  nun : 

9)         di^p^dx^-p^dx^—  .  .  .  —p^dx^zzh^dfi-\-h^df^+  .  .  .  -^^^f^^ 

wo  die  Ausdrücke   A| ,  A,   .  •  .  A    ausser  x^y  »,  .  .  .  «  ,  z  noch  p^,  p^  ,  ,  , 
Pn—  1*  J^<^^  ^^  linearer  Form,  enthalten. 

Ist  die   rechte  Seite  gleich  KuIl,  so  ist  dies  also  auch  mit  der  linken  Seite 
der  FaU ;  es  wird  dann : 

(fzrcb,    dx.zidx.  .  .  .  dx^^dx^ 

zu  setzen  sein. 

Kehmen  wir  nun  an,  es  sei : 
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wo  (f.  eine  willkürliche  Fnnotion  ypn  n— 1  Variablen  ist,  so  wird  die  redite  Seite 
▼on  9)  die  Gestalt  annehmen: 

Setst  man  dann  noch: 

80  ist  in  der  That  dieser  Aasdrnck  gleich  Null.  Die  n~l  Oleichnngen  11)  lassen 
sich  aber  immer  erfüllen,  während  if  gans  willkfirlich  ist.  Es  enthalten  die  Aus- 
drücke A|,  A,  .  .  .  A    nftmlich  die  n—l   noch   gans  anbestimmten  Grössen  p^^ 

P%  •  '  *  i'||_i>  '*®  können  also  sn  deren  Bestimmung  dienen.    Die  Gleichung  10) 

gibt  also  in  jedem  Falle  eine  Auflösung  von  2) ,  und  da  sie  %  als  Function  von 
«1,  «,  .  .  .  X    gibt,  auch  das  allgemeine  Integral  Ton  1),  wahrend  7  eine  gans 

willkürliche  Function  ist.  Die  Gleichungen  7),  welche  n  willkürliche  Constanten 
enthalten,  entsprechen  dem  in  Abschnitt  2)  betrachteten  yoUst&ndigen  Integrale. 
Da  sie  aber  nicht  als  Integrale  ron  1)  sa  betrachten  sind,  so  muss  man  sagen: 
„dass  die  linearen  Differenzialgleichungen  kein  yollstandiges,  wohl  aber  ein  ali- 
gemeines Integral  haben.^ 

Das  letztere  bestimmt  man,  indem  man  die  totalen  Differeniialgleichnngen 
6)  intogrirt  und  ein  Integral  als  willkürliche  Function  der  übrigen  bestimmt,  oder 
was  dasselbe  ist,  zwischen  allen  Integralen  die  Gleichung: 

12)  ^(/'„  A  . . .  /;)=o 

festsetzt,  wo  ^  eine  willkürliche  Function  ist. 

Beispiele. 
I)  Sei  gegeben: 

ds   .         d%  ' 
Es  ist  hier: 

und  die  Gleichnngen  6)  werden: 

dx^  :  dx^  :  d!s=«^  :  x,  :fi£, 
d.  h. : 

dx^  _  dx^ d% 

Die  Integrale  sind : 


^1        x.^       HS 


ar,  s 


•Iio4m  aUgemeiiM  Integral  der  vorgelegten  Oleidmng: 
odar: 


*i 


II}  Sei  femer  gegeben: 


=  'i*y(r)- 


^%.^+,,=0. 


""^dxj'dx^ 
lian  hat: 
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dxi :  ds^  :  de^x^ :  t :  ^x 
d.  k.: 

Die  Oleichnng: 

x^dxj^+xdt=:0 

gibt  integrirt: 

und  wenn  man  den  hieraus  gesogenen  Werih : 

in  die  Gleichung: 

dx^      dx^ 

einseUt,  so  erhUt  man  das  Integral: 

lg«i«i=arc8in-i 
d.h.: 

aresin 


«i 


«« 


arc  sm  ' 


nnd  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  ist: 


x^ 
arc  sin  —     " 


III)  Seien  A^^  A^  .  •  -  -^j.  nnd  I?  Constante,    so  sind  die  Integrale  ron  6) 
von  der  Form: 

X 

Slso  das  allgemeine  Integral  von  1)  ist : 

(z        X.     z       x^  z        *ii\      - 

6)  Betrachtung  einer  gewissen  Klasse  simultaner  partieller 
Differensialgleichungen. 

Die  eben  gegebene  Integrationsmethode  erstreckt  sich  auf  eine  Klasse  simul- 
taner  Gleichungen  TOn  der  Gestalt: 

1)  ^.&+^.S^+.--+^.U-'  =  *a. 


dx^        *dx^      '  '  *         ndx 


n 


A.-z — l-i4»T — +  .  .  .  +-^_  s — ^^Ä» 
*d«.       '  0«.  *  n  üx        * 
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WO  il^,    A^    ...   A  ,  Ä^,  B^  ,  .  ,  B    Fnnctioiieii  von  a:^,  ar,  .  .  .  x  ,  «j,  «, 
•  .  .   2     sein  Bollen. 

Dieses  System  gehört  also  zu  den  wenigen  Fällen  simultaner  partieller  Diffe- 
rensialgleichnngen,  die  einer  weiteren  Behandlang  snganglich  sind. 
Setzen  wir  wieder: 


a«   "-P»'     5i:"^«      •   •  •    da:  --Pfi' 
*  *  fi 


fi 


so  lassen   sich   ganz  ähnliche  Betrachtangen    wie  die  im  yorigen  Abschiiitte  an- 
steUeli.    Namentlich  kann  man  mittels  der  Gleichungen  1)  die  Ghrössen  v  %  p^' 

•w  ^W 

.  .  .  pj^'^  bestimmen,  und  erhält  dann  ein  System  Ton  der  Gestalt : 

WO  r  jede  Zahl  von  1  bis  $  sein  kann ;  diese  Gleichang  nimmt  eine  eben  solche 
Form  als  die  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  an ,  und  diese  wird  erflUlt 
durch  die  den  Gleichungen  6)  analogen: 

dz^  :  <te.  :  dx^  :  .  .  .  :  dx^=zB^  :  il.  :  il.  .  .  .  Ä. 

oder,  indem  man  für  r  alle  Werthe  setzt: 

2)   dz^i  dz^  . .  :  dl    :  dx^ :  dx^  :  ,  .  :  dx  ziB^i  B^  .  •  :  A    :  >i,  :  A,  :  . .  .  :  A^ 

In  diesen  n+s—1  Differenzialgleichungen  mit  n+i  Variablen,  kommen  die 
Grössen  p^^  %  p^^^^   .  .   .  p^^^  nicht  vor. 

Ghinz  durch  dieselben  Schlösse  wie  im  vorigen  Abschnitte  gelangt  man  zu  r  Gleidinn- 
gen  von  der  Form: 

WO  ft^j  ^1  .  •  •  /L+j^  1  *^'ö  Integrale  der  Gleichungen  2)  sind.  —  Die  Gleichun- 
gen 1)  erfordern,  dass  man  2.,  2,  ...  z  als  Functionen  von  «n  «t  •  •  •  '.. 
ausdruckt.    Dies  geschieht,  wenn  man  setzt: 

4)  fn=^i(fi^  f^  •  •  •  ^«-1)» 


wo  9>(,  7,  ,  .  .  »    wiilkftrliche  Functionen  sind. 
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Diese  Gleichungen  geben  nämlich  die  «  Grossen  s  als  Functionen  der  x. 
Es  sind  aber  die  (f>  ganz  beliebig,  denn  setzt  man  dieselben  in  die  Gleichun- 
gen 3)  ein,  so  erhält  man  rechts  den  Ansdmck: 


^v    «-i^  11   d? — ^    *+i  57 — ^  •  •  •  ^*  n+f-i  j^— I  <^/;«i» 

'«—I  'n— 1  ^In—U 

ein  Ansdmck,  der  gleich  Nnll  wird,  wenn  man  die  Coeffidenten  von  «f^p  cf^, . . . 
^fn-^X  ^^^^^  ^^^  B®^^'    ^^    *i''^^  ^^®B'   ^^'^'^  ^  gegeben  ist,  n— 1  Gleichungen 

und  wenn  man  r  alle  möglichen  Werthe  gibt,  so  entstehen  j(fi~l)  dergleichen. 
Diese  können  immer  erAUIt  werden,  wenn  man  Über  die  noch  unbestimmten 
s(fi— 1)  Ghrössen: 


^1     >   P«       •  • .  p    n— 1' 

welche   in  den  h  enthalten  sind,  angemessen  verf&gt,  und  es  sind  daher  die  Glei- 
chungen 4)  oder  die  mit  ihn^n  identischen: 

ö)  ^'i^u  r,  .  ..  /n+s-i)  =  ^' 


die   sich  durch  Integriren  des  Systems  2)  ergeben,  Integrale  der  Gleichungen  1) 
so  dass  die  Functionen  ^^  y/^  .  .  .  ^    völlig  willkürlich  bleiben. 

Beispiele.    Sind  in  den  Gleichungen  1)   die  Grössen  A  und  B  constant, 
so  sind  die  Integrale  tou  2)  Ton  der  Gestalt: 

't  +  '^=^+<''  .  .   =^+«.  =lf +/».=5^  +  /».=   •  •  •    =^+/'n. 
und  die  Gleichungen  5)  nehmen  die  Gestalt  an : 

wo  \(y  V  der  allgemeine  Ausdruck  fttr  die  willkürlichen  Functionen  V^i'  ^i  *  *  * 

yf    sfdn  soll. 

7)  Allgemeine  Auflösung  der  partiellen  Di  ff  erenzialgleichun« 
gen  erster  Ordnung. 

Bei  der  allgemeinen  Aufgabe  ist  ohne  Weiteres  die  Anwendung  Ton  dem  in 
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den    letsten    Abschnitten    des    Torigen    Artikels    gegebenen    Gleicfanngen     sn 
machen. 

Sei  die  gegebene  partielle  Differenzialgleicfanng: 

dz      dz  dz 

1)  «=y(«.  *i»  *«  •  •  •  *«'  s;;'  si;  •  •  •  5r^' 

wo  a  eine  Gonstsnte  ist,  die  wir  eben  nnr  der  Analogie  mit  dem  im  Torigen  Ar- 
tikel Gegebenen  wegen  hinznftgen,  so  serlegen  wir  dieselbe  wieder  in  das  Syatem 
Ton  2  Gleichungen: 

2)  dt-p^dx^-p^dx^'-  .  .  .  -p^ite^=0, 

3)  y  («,  «i,  «,  .  .  .  «^,  p^y  J»!  .  •  .  P,|)=«' 

Die  Gleichang  2)  enth&lt  2fi+l  Variable,  von  denen,  wie  schon  gesagt,  eine 
mittels  der  Gleichung  3)  sich  wegschaffen  l&sst.  Indessen  fthrt  eine  andere  Anf- 
fassung  sn  etwas  eleganterer  Darstellung.  Hehmen  wir  n&mlich  an,  Gleichang  2) 
hätte  in  der  That  2»  +  l  Variable,  so  mnss  dieselbe  ein  willkürliches  Integral 
haben,  und  als  solches  betrachten  wir  eben  die  Gleichung  3),  welche  eine  Relation 
swischen  s,  den  x  und  den  p  angibt*  Vergleichen  wir  jetzt  die  Gleichung  8)  nüt 
der  im  yorigen  Artikel  betrachteten: 

f  =  2fi+l 
£  X  dx   =0, 

t  #=1  '     ' 

so  ist  zu  setzen: 


■*ii»-^  ^2n+l~^' 


3Pj  —  JT^j      3fj— Xj    •    •    •    X^  —  X_ 


Die  Gleichungen  19)  des   Torigen  Artikels  (Abschnitt  32),  welche  zur  Auflösung 
Hieser  Differenzialgleichung  dienten,  waren: 

'^**i         p^i         \d«,         dx^f     p' 
p  =  »n+i  .dX. 


in  Verbindung  mit : 

sr:2ii  +  i    ^V 

die  Indices  ^  und  il  m&ssen  eliminirt  werden. 

In  unserm  Falle  zerfallen  diese  Gleichungen  in  3  Gruppen,  welche  Ton  den 
11  ersten,  den  n  folgenden,  und  endlich  yon  der  letzten  Gleichung  ausgefüllt  wer- 
ben.   Diese  Gruppen  sind: 


848 


4)  p,dA+df,^+Adp^=Q, 


n 


4a)  d^^-iid,,=0, 


Die  Gleichnng  4b)  kann  sar  Blimination  ron  dii  dienen,  und  man  bat: 


>/.^-^d«,=o, 


WO  s  jeden  ganizabligen  Wertb  yon  1  bis  n  annimmt  Da  bierbei  eine  Gleichung 
yerloren  geht,  verbinden  wir  mit  dem  System  noch  die  Gleichung  2).  Das  System 
5)  ist  nun  zu  integriren.  Um  die  Integrale  von  2)  zu  erhalten,  bedarf  es  keiner 
weitem  Integration,  da  n^l  der  Functionen  X  hier  gleich  Null  sind,  was  nach 
dem  im  rorigen  Artikel,  Abschnitt  36)  Gesagten  die  Bedingung  dafür  war^  das« 
die  Hauptintegrale  des  ersten  Systems  zur  Lösung  der  Aufgabe  hinreichen.  Setzt 
man  also  etwa  z=0  oder  gleich  einer  beliebigen  andern  Zahl  (man  konnte  statt 
z  auch  eins  der  x,  «|  =0  oder  gleich  einer  andern  Zahl  setzen)  und  sind  x/,  x^', . . 
x^y  )9/,  p^'  '  '  '  PJ  ^^^  Hauptintegrale  der  Gleichung  5),  so  hat  man: 

und  Xi%  x^  •  .  .  x'  sind  die  Integrale  der  Gleichung  2),  w&hrend,  um  sammt- 

Ucfae  Integrale  von  den  Gleichungen  5)   zu  haben  ^  man  noöh  die  Hauptintegrale 
Pi'>  ?%    •  •  •  ^'»—1  binzufügen  mnss. 
Die  Gleichungen: 

«/  =  «„    «,'=«,   .  .  .*^'=«^, 

wo  «1 ,  «r,  .  .  .  a  die  willkürlichen  Constanten  sind,  enthalten  auf  der  b'nken 
Seite  die  Grössen:  o?.,  «,  .  .  •  «^)  2)  Pi«  Pt  •  •  •  P«*    Mittels  dieser  n  Gleichnn- 

gen  und  der  Gleichungen  3)  lassen  sich  also  sämmtliche  p  eliminiren,  und  man 
behält  eine  Gleichung  mit  n  willkürlichen  Constanten  übrig.  Diese  ist  mithin 
das  ToUständige  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  1).  Um  hieraus  das  allge- 
meine Integral  und  das  singulare  zu  finden,  bedient  man  sich  der  in  Abschnitt  2) 
dieses  Artikels  gegebenen  Methode,  d.  h.  man  verbindet  zur  Auffindung  des  all* 
gemeinen  Integrals  die  Gleichungen: 
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6)  ^(«i,  «,  .  .  .  «„)=0, 
und: 

7)  ^  +  ££1^=0 

da^       da    da^^ 


dF        dF     *"« 


+  T-  3 =0, 


WO  JP=0  das  TolUtftndige  Iittegral  iit,  und  zn  der  des  singuliren  hat  man  die 
Gleichongen : 

X-=0,  T-=0  .  .  .  3— =0. 
ottf  Off,  dtt^ 

Wie  leicht  su  sehen,  stimmt  dies  mit  der  im  vorigen  Artikel  gegehenen  Methode 
zur  EinUlhmng  willkürlicher  Functionen  in  die  Integrale  der  tot^en  Differensial- 
gleichungen  yöUig  i&berein. 

Wir  wollen  zunächst  das  Gesagte  auf  ein  Beispiel  anwenden.    Sei  gegeben 
die  Gleichung: 

wo  f(jt)  eine  beliebige  Function  vdn  z  ist.  —  Es  nehmen  dann  die  Gleichungen 
5)  die  Gestalt  an: 

Indem  man  jede  Gleichung  des  ersten  Systems  durch  die  erste  desselben  diridirt, 
erh&lt  man: 

woraiM  «ich  n— 1  Integrale  ergeben; 


wo  c.,  c.,  e.  .  .  .  e_     v  willkfLrliche  Constanten  sind. 

Setzt  man  die  Werthe  Ton  p^^  p,  .  .  .  /'^  in  das  zweite  System,  welches 
dann  die  (Gestalt  annimmt: 

und  dividirt  jede  dieser  Gleichungen  durch  die  erste  des  Systems : 

so  erhält  man  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

dx 

woraus  sich  ebenfalls  fi~l  Integrale  ergeben: 
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WO  die  Grössen  e  ebenfalls   wiUkfirliche  Constanten  sind.  —  Man  hat  also 

2fi— 2  Integrale,  und  es  fehlen  uns  deren  noch  2.    Das  eine  wird  erlangt,  wenn 
man  in  die  gegebene  Gleichung  die  Werthe  Yon  p%^  Pm  •  *  »p^  einsetst.    Dieselbe 

nimmt  die  Gestalt  an: 

^(«)+PiV(«)(l+c/+c,«+  .  .  .  +c«^_j)=«, 

eine  Gleichnng,  welche  ^t^  als  Function  ron  t  allein  gibt.    Es  ist  nflmlich: 

Das  letate  Integral  endlich  gibt  die  Gleichung : 

dx=zp^dx^+p^dx^+  .  .  .  +p^<fa^, 

wenn  man  f&r  Pi»  p«  •  •  .  p^  ebenfalls  substitnirt    Man  erbftlt: 


n 


dz 

--=  rf«^+Ci(te,+o,<«ar,+  .  .  .  +e         dx  . 

ein  Ausdruck ,  der  integrirt  werden  kann ,  da  p\  eine  Function  Ton  x  allein  ist. 
Man  hat: 


/; 


dt 


Pl 

wo  g  eine  neue  Constante  ist.  —  Ist  s.  B.: 

■0  i*t: 


1  _  »ya+Ci'+c.'+-  ••  +«\-i) 


also: 


./  Pl 


•••  +*^n-r 


also: 

Zur  Auffindung  der  Hanptintegrale  ist  es  hier  bequemer,  nicht  2,  sondern  »^=0 
SU  setzen,  wie  es  doch  geschehen  kann.    Es  ist  dann  gemftss  der  Gleichung: 


*/ 

=  %-i»    •*•<>•    *,"*'*- 

-1*1  = 

=*/. 

oder  da: 

«-1  p, 

war: 

Pi^-p,*i_^ 

Diese  Gleichungen  sind 

Pi       • 

Bu  verbinden  mit: 

1—1 

welche  dorch  Einführung  der  Hauptintegrale: 
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'n' 


p  '-£i.'  =  El-         - 

^i        c,  -^^1 

sich  Terwandeln  in: 

J?"P? P/ 

Die  Gleichnng: 

ftber  wird  darch  Eünuniren  der  Grössen  e^^  e^  ,  ,  .  c        : 


1= 


»V(Fi*+Pa*+  ...  +P  «y 


it 
d.  h.: 

1)  «-*•=«•  (P4*+p,»+  .  .  .  +p^*). 
oder: 

2)  *'a+P4*+p,»+  .  .  .  +Pn')=^ 

und  ans  dieser  Gleichung  ergibt  sich  darch  Einftthmng  der  Hanptint^grale : 

«"(l+i>/«+p,'*+  .  •  .  +?/•)  =  •• 
oder  wenn  man  för  p,'  •  .  .  pj  die  Werthe  setst: 

8)  «"[pi'+F/'O'i' +}».•+  • .  •  +p^*yi='Pi*. 

Aach  die  Oleichnog: 

V(«-t«)Va+Ci'+e,'+  .  .  .  +c«^_^)+*i+cix,+c,«,+  .  .  . 

nimmt  durch  Elimination  der  e  die  Gestalt  an: 

d.  h. : 

Durch  Einführung  der  Hauptintegrale  ergibt  sich  hieraus : 

und  durch  Einsetsen  der  Werthe  von  p^'^  p/  .  .  .  pj,  x^'  .  .  ,  xji 

Pi  * 

Aus  den  Gleichungen  3),  4),  5)  können  nun  g  und  p^'  eliminirt  werden;  es  bleibt 
noch  eine  Gleichung,  welche  z'  bestimmt.  Aus  dieser»  den  n— 1  Gleichungen  1) 
und  der  Gleichnng  2)  sind  dann  Pi»  p«  •  •  •  p^   m   eliminiren,  und  man  behält 

eine  Gleichung  mit  n  willk&rlichen  Constanten  x^\  x/  .  .  .  x'^  %'  fibrig,  weldie 

das  ToUstandige  Integral  der  yorgelegten  Gleichung  ist 

8)  Anwendung  der  allgemeinen  Aufgaben  auf  den  Fall,  wo  nur 
2  unabhängige  Variablen  rorhanden  sind. 

Sind   nur  2  unabhängige  Variablen  gegeben,  so  besteht  das  System  5)  des 
yorigen  Abschnittes  aus  folgenden  5  Gleidiungen: 
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m)  rf^^-A(te,=o, 

IV)  </z=ij>,  djP,^+i>i<'Vi* 

Beispiele. 

I)  Die  im  Torigen  Abschnitte  behandelte  allgemeine  Anfgabe  gibt  ALr  »=2 
die  Gleichnngen: 

2)  «l>i'=«'*(Pi*+l>/')(p/+;>.'), 

Ans  diesen  5  Gleichungen  ist  zn  eliminiren  p^,  Pti  Pg^  9'  ^^'^  behält  eine 
Gleichang  ftbrig,  welche  die  beiden  willk&rlichen  Constanten  z^,  x,'  hat,  nnd  das 
ToUstAndige  Integral  bildet. 

Die  dritte  nnd  vierte  Gleichung  geben: 

6)  V(lP.»+P,')(»'-«")=;»,K'-*.)-i»i«.- 

Ans  dieser  in  Gemeinschaft  mit  der  ersten  nnd  fünften  ist  p^  nnd  Ps  su  elimi- 
niren.   Die  erste  aber  gibt: 

dies  in  die  sechste  eingesetzt,  gibt: 

7)  /[«l"+(*,-«,0']  («'-«'•)  +  («.-V)*+«i*=0. 

Diese  Gleichang  ist  Ton  p^\  p,,  p/,  p,'  frei,  sie  ist  also  das  Tollst&ndige  Inte- 
gral.   Sie  nimmt  auch  die  Form  an : 

also: 

II)  Es  sei  femer  gegeben  die  Gleichung: 


dz  /        dx  \ 


Es  ist  hier  sa  setien: 

y  =  «*i+*«-Pi+f(*i»  P*). 
nnd  die  Integration  wird  auf  folgendes  System  surückgeföhrt : 

dfi  (a+*p,  + j^)+ilHfp,=0, 

Pa6<^u+i4rfp,  =  0, 

du-r^—  Jdx^zzQ, 

a  und  6  sind  Constante,  f  eine  beliebige  Function  von  2  Variablen. 
EUmlnirt  man  dfA,  so  hat  man  folgende  3  Gleichnngen : 

1)  P>*<'«i=<'p« 
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8)  .  «te,  («+»;,.+ ^)  =  rf,,,. 

Die  GlaichoDg  1)  bat  nun  Integrale: 

4)  ;»,  =  ««**•. 

Setst  man  dieien  Werth  in  f  ein,  so  ist  diese  Function  nur  nocli  ron  «^  abhän- 
gig, ebenso  wie  seine  Differenzialqaotienten.    Sei  sonacb: 

to  wird  das  Integral  der  Gleichung  2)  sein: 

5)  x.+  F(x„  «)=^, 
nnd  wenn  man  in  3)  setzt: 

80  wird  diese  Gleichung  die  Gestalt  annehmen: 


also: 


=  _1  e-**i+  [^(«„  „)+y],    **i, 


WO: 


ist^  also: 

ö)  Pi  =  — j-+^(«i,  a)+y. 

Setit  man  «1  =  0,  so  geben  die  Gleichungen  4),  5)  nnd  6): 

p/=a,    «,'+y  (0,  «)=/», 

nnd  indem  man  a,  /?  und  y  aus  4),  6)  nnd  6)  eliminirt: 

9)  JPi-i'i'  =  ^(*,  />/)-V'(0:  i>,')- 
Diese  Gleichungen  sind  zu  verbinden  mit  ^=0,  oder: 

10)  fla:i+*2— i>i4-A'(«ij  Pa)  =  0, 
und: 

11)  *«'-i>x'+/^(0,  p/)=0; 

aus  den  Gleichungen  9)  und  11)  wird  p^'  eliminirt.    Es  kommt: 

Mittels  der  Gleichung  10)  kann  hieraus  aber  auch  p^  weggeschafft  werden: 

12)  Ä»'+  ^(ar,p, 0-^(0,  i>/)+/(0,  i>,')  =  ««i-^Ä«+/'(«„  ;,,)• 
Um  p^'  wegsuschaffen,  hat  man  die  Gleichung : 

und  nachdem  dies  eingesetct  worden ,  ergibt  sich  aus  12)  und  8)  das  allgemeine 
Integral,  wenn  man  noch  p^  eliminirt. 
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El  gibt  aber  anch  eine  oft  bequemere  Methode  inr  Erlangung  des  allgemei- 
nen Integrals,  bei  welcher  die  Eliminationen  yermieden  werden,  und  weläe  KLr 
den  Fall  von  8  Variablen  bereits  Lagrange,  der  sich  znerst  mit  diesem  speciellen 
Falle  beschäftigte,  angegeben  hat  Es  ist  beilänfig  gesagt  nichts  weiter,  als  die 
im  vorigen  Artikel  ittr  totale  Differenzialgleiohongen  angegebene  Methode,  die- 
selben durch  successive  Integration  und  Benutzung  der  nach  und  nach  gewonne- 
nen Integrale  anfsulOsen. 

Lagrange  benutst  n&mlich  von  den  Integralen  der  Differensialgleichungen  I), 
n)  und  III)  nur  eins.    Sei  dasselbe: 

Verbindet  man  dies  mit  der  gegebenen  Differenzialgleichnng: 

so  kann  man,  wenn: 

ds  _  d»' 

geschrieben  wird,  daraus  2  Gleichungen  von  der  Gestalt : 

dz  dz  __ 

oder:« 

gewinnen ,  wo  u  und  v  Functionen  tou  «,  y,  s  sind,  welche  die  willkflrlicfae  Con- 
stante  a  enthalten.  Selbstrerstandlich  werden  sie  der  Bedingung  der  Integrabili- 
tat  genügen.  Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  erh&lt  man  eine  Function  ron 
'}yi2«a  mit  einer  zweiten  Constante  ß,  also  ein  vollständiges  Integral. 

Wenden  wir  dies  auf  das  letzte  Beispiel  an,  indem  wir  von  dem  Integral: 

P«  =  ««     ' 
ausgehen  und  dies  mit  der  Gleichung: 

verbinden,  so  erhalten  wir: 

ds 
^:=da?4+*»+F(i?4,  a), 

dt  bx, 

od? 

wo  F(x^j  a)=^(«|,  «e     *)  gesetzt  ist,  also: 

Setsen  wir  zuerst  x^  oonstant,  so  kommt: 

z  =  a«,e**«  +  £^, 
oder  wenn  man: 

•etat: 

Es  ist  also: 

das  Hanptintegral,  und  indem  man  z  =  z',  x^=0  in  die  Differentialgleichung 
«insetst: 

eine  Gleichung,  die  sich  integriren  lässt,  wenn  man  setit: 


£■  kommt: 
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wenn  man  letzt: 

v(*i.  <*)-j sr        **»' 

Das  Tollstandige  Integral  ist  somit: 

Es    wird    bei    dieser   Methode    nicht  jedes  Integral  in  Bezog  auf  die  Bednction 

allein  die  Elimination  erleichtert,  sondern  der  allgemeinen  Aufgabe  die  Stelle  Ton 

anch  die  Integration  vereinfacht.  2  Integrationen  vertritt. 

Die  Anwendung  des  vorigen  Artikels  ^^  ^j^  q^^^^^  ^^^    Systeme   anbe- 

wird   nnmittelbar  den    Gebrauch   dieser  ^^^^    ^^1^^^   „^  Kenntniss  beaaglich 

Methode  för  beliebig  viel  unabhängige  ^i„^  .^^j^  „   ,^  ^   lutegrale  entstehn. 

Variablen  ergeben.  ,^,    ,ind   dieselben   in   den  Gleichungen 

9)   Vortheile  beim  Integriren  24),  25),  26),  27),  Abschnitt  38)  des 

der  allgemeinen  partiellen  Dif-  Torigen  Artikels  enthalten, 

ferensialgleichung   erster   Ord-  Bemerken  wir,  dass  diese  Gleichungen 

nung,   wenn   man  die  Integrale  von  den  Gleichungen  11)  besagten  Ar- 

nach  und  nach  bestimmt.  tikels,  aus  denen  sie  abgeleitet  sind,  sich 

Die  im    vorigen   Abschnitt  gemachte  ^^^  dadurch  unterscheiden ,    dass  reehu 

Bemerkung  findet  ihren  allgemeinen  Ans-  ^  ~  **  v      ^a 

druck  in  dem  im  vorigen  Artikel  fftrdie  ein  Ausdruck:    £     a«    -JE  hinaukommt, 

totalen  Differensialgleichuogen  bewiese-  9—^              s 

neu  Satze,  dass  man,  wenn  ein  Integral  wo  «|,  ii,  .  .  .   die  bereits  bekannten 

bekannt  ist,  statt  2a— 1  Gleichungen  mit  Integrale    sind,    und  wenden   wir  dies 

2n  Variablen,   zwei  Systeme  von  2ii~d  auf  die  Gleichungen   4),   4a)  und  4b) 

Gleichungen  mit  2ii— 2  Variablen  zu  in-  des  Abschnitt  7)  an,  so  erhalten  wir  fol- 

tegriren  hat,  dass,  wenn  femer  ein  Inte-  gendes  Resultat. 

gral  der  so   gebildeten  Gleichungen  be-  Wenn   ein  Integral  «^    der  partiellen 

kannt  ist,   8  Systeme  von  2ii— 5  Glei-  Differenzialgleichung    bekannt    ist,    so 

chungen  mit  2a— 4  Variablen  der  Inte-  sind  folgende  Gleidmngen  noch  zu  in- 

gration  unterliegen  u.  s.  f.,   dass   also  tegriren: 

1)  P,dÄ+dfs  ^+da,  ^+  Adp=0, 

Ib)    .  -dA+ä^^+da,'^=0, 

WO  s  in  1)  und  la)  alle  Wertho  von  1  bis  n  annimmt.  Eine  Gleichung  dieses 
Systems  dient,  um  cLl  au  eliminireh.  a^  und  ^  sind  unabhingige  Vuiablen. 
Schafft  man  wirklich  dÄ  weg,  so  wird  das  System: 

2a)  4u|5L+j«^.^<te  -0. 

Dieses  System  kann  man  in  2  andere  zerfallen,  wenn  man  je  eine  der  unabh&&* 
gigen  Variablen  oonstant  nimmt.    Man  erh&U: 
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8) 

8a) 

und: 

4> 

^+^^+^^=0. 

4a) 

Mit  diesen 

Systemen 

1  ist  zn  Terbinden: 

dt= 

'Pi^i-\-Pt^%+  •  •  •  +/>n*P„» 

d.h.: 

=''  a/.  +'.  a^  +  •  •  •  +Pn  ö/ 

und: 

da," 

Ist  Ton  diesem  Systeme  2^  und  2a)  ein  Integral  ii,  bekannt,  so  vermehran 
sich  die  Formeln  1),  la),  Ib)  nur  um  ein  entsprechendes  Glied« 

Ist  Ton  dem  nen  gebildeten  Systeme  wieder  ein  Integral  «,  .  . .  nnd  so  fort 
bis  sum  r  ten  System  bekannt,  so  hat  man  noch  sn  integriren  die  folgenden,  ganz 
wie  1),  la),  Ib)  gebildeten  Gleichungen: 

6b)  -rf^  +  -^gL+jr*.^   ^=0, 

wo  dÄ   eliminirt  wird,   d^^  da^,  da^  .  .  .  da    unabhängige  Variablen  sind,  also 

das  System  in  r+1  andere  zerfallt,  wenn  man  immer  r  dieser  Variablen  constant 
denkt. 

Wenn  ron  Anfang  an  2  Integrale  « ,  nnd  «,  bekannt  sind,  so  vertreten  diese 
nach  dem  vorigen  Artikel  die  SteUe  von  4  Integrationen,  wenn:' 


&)=« 


ist,  wo  «,  als .  FmictioD  von  ti|,  «^  nnd  einem  beliebigen  System  ron^  Integralen 
der  Gleichungen  2)  nnd  2a)  gedacht,  und  demgemäss  differenziirt  ist    In  jedem 

andern  Falle  gibt  der  Ausdruck  (t-^I  zn   andern  im  yorigen  Artikel  erörterter- 

ten  Beductionen  Gelegenheit:  in  gewissen  Fallen  lassen  sich  aus  n.  und  «.  alle 

übrigen  Integrale  finden.    Dieser  Ausdruck  (  t-^  )   ^^  Aber  in  unsetm  Falle  der 

partiellen  Dilferenzialgleichnng  eine  btionders  einfache  Form.    Es  ist  n&mlich: 
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Vermöge  der  Oleichnngen  4)  nnd  4a)  «ber  lutt  man: 


also: 

Mit  diesem  Aasdincke  sind  dieselben  Betrachtangen   zn  machen,  wie  im  Falle 
der  totalen  Differenzialgleichnngen. 

10)  Betrachtang  des  Falles,  wo  die  unabhängige  Variable 
nicht  selbst,  sondern  nnr  ihre  Differ^nsialqnotienten  Tor- 
kommen. 

Der  Fall,  wo  die  Grösse  s  nicht  selbst  in  der  gegebenen  Differensialgleichong 
enthalten  ist,  verdient  besondere  Berücksichtigang.  Er  spielt  in  den  Problemen 
der  Mechanik  und  in  denjenigen  Differensiaigleichangen,  welche  den  Aufgaben 
der  Yariationsrechnang  entspringen,  eine  widitige  ^lle.  Ausserdem  aber  lisst 
sich  jeder  andere  Fall  auf  diesen  surückffthren,  wenn  man  die  Aniahl  der  unab- 
hängigen Variablen  um  eine  vermehrt.  —  Sei  nftmlich  wieder  gegeben  die  Glei- 
chung: 

y(*i>  «a  •  •  •  *,!»  «»  Pv  P»  '  '  '  Pf^^^^ 

wo: 

dt 

an  setien  ist. 

Fohren  wir  ein  die  neue  Variable: 


10  ist: 


^""•ii+l*» 


dS| dt 

wo  s  eine  der  Zahlen  1  bis  n  ist.    Die   gegebene  Gleichung  nimmt  also  auch  die 
Gestalt  an: 

^*n+l      *ii+l*"«        n+l  *'*«  *fi+l      « 

eine  Gleichung,    die  also  nur  die  Differenzialquotienten  der  unabhängigen  Varia- 
blen s,  enthält. 

Zur  Untersuchung  dieser  Gleichung  gehen  wir  wieder  von  der  Form: 

1)  y  (J^i»  ......  «^,  Pi>  Pi  •  •  •  P,|)=* 

auA.    Die  Gleichung  4b)   des   Abschnittes  7)  lehrt   dann,  dass  Ä   constant  sein 
»•".  ^  3? =0  ^  -  S««  «n«  n»n  in  4)  «d  4.): 

*■    A' 
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SO  ergibt  sich: 

2)  *,  =  -«^Ä^' 


a)  s         dp 

Da  in  diesen  Gleichungen  z  nicht  vorhanden  ist,  00  redncirt  sich  daa  System  ge- 
gen den  allgemeinern  Fall  um  eine  Ordnung,  da  die  z  entsprechende  Gleichang 
snn&chst.  nicht  sn  beräcksichtigen  ist.  Nach  Vollendung  der  Integration  ergibt 
sich  dann  >  durch  Quadratur  yermOge  der  Gleichung: 

f  =  ii  f  =  n       dif 

Also; 


*=1    '^^ 


es  kommt  z  also  nur  als  Index  vor.  Die  Formel  6)  des  vorigen  Abschnittes 
nimmt  die  Gestalt  an: 

(die  Constante  A  ist  nftmlich  immer  gleich  1 ,  wenn  man  statt  fi  den  Ausdruek 
irr  -^  einitlhrt).  In  diesem  Falle,  auf  den  sich,  wie  wir  sahen,  jede  partielle 
Differenaialgleichang  turückführen  läset,  kommt  also  der  Index  A  nicht  vor.  — 
Ist  also  (t-^)  weder  einer  Zahl  gleich,  noch  auch  eine  Folge  der  Gleichungen: 

so  ist  dieser  Ausdruck  ein  drittes  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichung,  und 
man  hat  weder  die  Kenntniss  des  Index  A  nöthig,  noch  braucht  man  denselben 
nach  Klebsch^s  Methode  zu  eliminiren. 

11)  Behandlung   der  mechanischen  Gleichungen.  —  Anwen-» 
düng  der  Variation  der  Constanten  auf  dieselben. 

Wir  wollen  noch   den  bereits  erwähnten  ZuBammenhang  der  im  letzten  Ab- 
schnitte behandelten  Gleichung: 

di     dz  ^«x    A 

1)  y(*i'*.  •  •  •  V5i;'5i:---  sr>=^ 

mit  den  mechanischen  und  den  in  der  Variadonsrechnung  vorkommenden  berfth- 
ren.  Dieser  Znsammenhang  besteht  darin,  dass  die  letzterwähnten  Gleichungea 
sich  immer  auf  das  System  2)  und  2a)  des  vorigen  Abschnittes  bringen  lassen. 
Ihre  Integrale,  an  Anzahl  2n— 1,  sind  also  auch  Integrale  der  Gleichung: 

2)  dz-p^dx^-p^dx^  .  .  -p^dx^zzO, 

wo  p    durch  Gleichung  1)  gegeben  ist 

Offenbar  lassen  sich,  wenn  man  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  l)r 
hat,  auch  die  letzteren  2ii— I  Integrale  finden.    Sei  nämlich : 

3)  »  =  «,+^(«1»  «,  .  .  .  «^,  «»>  «a  •  .  •  %_i)  =  ^ 

das  vollständige  Integral,  a,,  a^  ...  a    die  Integrationsconstanten.    Dass  dasselbe 

die  Form  3)  haben  muss,  folgt  daraus,'  dass,  wenn  man  den  Werth  von  s  um 
eine  Constante  vermehrt  und  diesen  in  1  einsetzt,  diese  Gleichung  unverändert 
bleibt,  so  dass  nothwendig  eine  Constante  o»  zu  der  Function  addirt  sein  muss* 
Femer  ist  offenbar: 
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df  bf  _  df 

3a)  Pi=jr.  i'.=5;r-- •J'^-äT* 

^^^  Pn  P%  '  •  •  die  Werthe  von  t — ,  -r—  ,  .  .  iind.  Die  letete  Gleichnng  muss 
wegen  1)   identisch  erfüllt   werden.    Denkt  man  sich  (Vp  a,  .  .  .  «^  ans  3)  vnd 

den  n— 1  ersten  Gleichungen  3 a)  bestimmt,  so  werden  selbstverst&ndlich  diese  Glei- 
ehangen  identisch.    Nan  ist  ebenfalls  identisch: 

df  df  df  df  df    . 

wo  für  die  a  die  aus  3)  und  3  a)  genommenen  Functionen  der  x  undp  an  tetse« 
sind.    Also  wegen  der  obigen  Bemerkung: 

«—1 

Die  Gleichung  2)  wird ,  wie  selbstverständlich ,  erfüllt,  wenn  man  für  die  a  Con- 
stante  nimmt.  Was  nun  die  Integration  unsers  Systems  2)  und  2a)  des  vorigen 
Abschnittes  anbetrifft,  so  ist  bei  Behandlung  der  totalen  Differennalgleichung,  voa 
der  die  Gleichung  2j  dieses  Abschnittes  ein  besonderer  Fall  ist,  geaeigt  worden, 
dass  die  Coefilcienten  von  Ja  ^ ,  da^  ...  die  unabhängige  Variable  des  Systems 
nur  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten  kennen.  Da  aber  einer  dieser  Coeffi-^ 
cienten  gleich  1  ist,  also  einen  solchen  nicht  haben  kann,  so  sind  die  Coeffiden- 
ten  alle  Constanten  gleich  und  folglich  Integrale  des  Systems. 

Die  mechanischen  Gleichungen  werden  also  gelöst  durch  das  System  von  In- 
tegralen : 

df     df  df 

wo  die  Gleichungen  3)  und  3  a)  die  «c  eingeben. 

In  der  Theorie  der  totalen  Differensialglei«hangen  (vergleiche  den  vorigen 
Abschnitt)  erwähnten  wir,  dass  bei  den  mechanischen  Gleichungen  die  Variation 
der  Constanten  einfachere  Resultate  als  im  allgemeinen  Falle  geben. 

Auch  dieses  wollen  wir  hier  ausführen.  Die  Gleichung  1)  möge  die  Gestalt 
haben: 

5)  y  (a:^,  x,  .  .  .  x^,  Pj,  /»,   .  .  ..i»J+#^(Xp  X,   .  .  .  a?^,  p„  J».   •  •  •  P^=0 

wo  i  eine  sehr  kleine  Constante  ist.  Man  kann  dann  in  erster  Käherung  «r=:0 
setzen,  und  unter  dieser  Voraussetsung  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung 
9^=0  ^nden.    Sei: 

6)  .=/•,+ «^=F, 

solches,  wo  f^zzf^x^y  x^  .  ,  .  x  ,  a^y  a^  .  .  .  a  )  gesetst  ist,  man  also  auch  hat: 

Nehmen  wir  jetzt  an,  die  volletändige  GMchong  6)  würde  integrirt  durch  Glei- 
chung: 

wo  ü,^,  i,  ...  1    SU  bestimmende  Fnnetionen  der  x  sind;  in  Verbindung  mit  den 

ff 

Gleichungen : 
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wo  ^  die  FHDCtion  in  7),  welche  1|,  X,  •  .  .  enthält,  hedeutea  toll,  wührend  f^ 

dieselbe  Fnaction  in  6)  anzeigt,    wo   X^,  A,   .  .  .   sümmtlich  yerschwinden.    Die 

bf     hf 
Zeichen  -r-^,  r —  .  .  .  drücken  hier  aas,  daas  nur  nach  dem  entwickelten  x  diffe- 
öx^  dx^ 

renziirt  ist.  Soll  auch  nach  dem  in  den  X  enthaltenen  x  differenziirt  werden ,  so 
•ohreiben  wir:  I  r — j,  (r^)*  ^''  wollen  femer  den  ans  der  Gleichung  5)  ge- 
sogenen Werth  Ton  p  mit  P  bezeichnen,  w&hrend  für  den  aus  der  Gleichung 
^.=0  genommenen  die  Beittcfaiinng  p    bleiben  soll. 

Ww 

Offenbar  ist  dann : 

WO  daa  zweite  Glied  mit  t  Terschwindet  und  q  eine  ans  5)  zn  bestimmende 
Grösse  ist. 

Dass  übrigens  das  System  7)  nnd  7a)  die  Gleichung  5)  integriren  kann,  ist 
leicht  zu  zeigen.  Man  kann  nämlich  die  X  (n  an  Anzahl)  so  bestimmen,  dass  sie 
die  n  Gleichungen: 

erfüllen,  wo  fUr  x  der  Ausdruck  7)  zu  setzen,  also: 

dl 
n 


)x   ""  \d*   1"^    5i" 


dx 

ist,  und  diese  n  Gleichungen  sind  mit  5)  TÖllig  identisch.  Der  Factor  §  vor  den 
k  deutet  nur  an,  dass,  wie  jelbstTerständlich  ist,  der  Zuwachs  der  a  mit  «  von 
gleicher  Ordnung  ist.    Nun  ist: 

8)  di-Ptdx^-p^dx,-^  .  .  .    -(l>n+««)^n='"^"(5^^^'"(d^''*»'"--  • 

'^F\  üf  df  df  «Jf   ,         df   , 

—''dx^  =  dF-^dx,--jLäx,^  ..  .    ^^dx^^^dk.^^dX,-... 


-© 


öl ^^n-l-'^V 

•I— 1 


Ausserdem  war  identisch : 

wenn  man  die  in  F^   und  f^   enthaltenen  Werthe  von  a,,  «,  .  .  .  a    aus  den 

Gleichungen  6)  und  6  a)  (mit  Ausnahme  der  letzten,  welche  identisch  ist)  nimmt 
Diese  Gleichungen  stimmen  aber  genau  mit  7)  und  7  a)  überein,  wenn  man  die  a 
mit  cc+cX  vertauscht;  es  sind  also  nach  Elimination  der  a-\-tX  ebenfalls 
identisch : 

dt-p,&x,-p,dx,-  .  .  .  -p^dz^=fF-^dx,-^dx,-  ...  -^  &x^. 
Sonach  nimmt  die  Gleichung  8)  die  Form  an: 

Man  hat  aber: 
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9  ■ 


und  aasserdem,  wenn  man  die  böhern  Potenzen  yon  t  veraaelilassig^ : 

da  da 

$  t 

also  wenn  man  diese  hier  jedenfalls  gestattete  Vernachlässigung  anwendet: 

/  ^      »     da.       *     d«„       '  da       .      >•— *         »* 

*  fi— *  I 

Diese  Gleichnng  ist  zn  integriren.    Um  ^  so  hestimmen,  hat  man : 

y(*i»  ^2  ••*„»Fi»;»a-  •;'„_i»;'rt"*"*^)+*^(^»'  *»  •••  V  ''''  '*•  ••*  ^t^^^* 

wo  im  letzten  Gliede   für  ^  -{-iq  geschrieben   ist/»  ,  was  bei  Vernachlftssigung 

der  hohem  Potenzen  ron  f  offenbar  gestattet  ist.  Hierans  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Gleichung: 

berücksichtigt : 

10)  q^+y>=0. 

Die  Grössen  Pi,  p^  .../?,  die  in  9)  und  10)  involute   enthalten  sind,  werden 

mittels  der  Gleichungen  6a)  und  ^=0  eliminirt.  Ebenso  wird  q  aus  10)  in  9) 
eingesetzt,  und  letztere  Gleichung  hat  dann  die  Gestalt: 

11)  '''n+'*>  ''^1  +  »«  ^A«+  •  •  •  +  V^n=^' 
wo: 

ti  =— ^     II  =^i- 
'      II    da  '      n    dp    ^ 

zu  setzen  ist. 

Die  Gleichung  11)  enthält  nun  die  Variablen  a?,,  x.  .  •  .  x,  1.,  it.  •  •  •  i  « 

von  welchen  letztem  aber  nur  Differenziale  vorkommen. 

Wenden   wir  die  Gleichungen  11)   (Abschnitt  33)    des   vorigen  Artikels)  an, 
also: 

p=:2n    jdX^    dX  V 

80  zerfallen  diese  wieder  in  8  Grappen,  wo  die  x  ersetzt  sind  bezüglich  durch: 

X  ,  Xu   X^    •  •    .    *-.__.»  *'ii    Aj   .   ,  •    A   % 

die  zugehörigen  X  sind  dann: 

1,0,  0  ...  0,    «1^,  fi,  .  .  .  11^. 

Das  System  ist  also: 

p=n   /       du  K  p=:n   /        ^«    V 

12)  dA  =  A    £     (dl^\,0=£     H.T^V 

p=H    .      dl»  . 

In  der  zweiten  Gruppe  hat  5  alle  Werthe  von  1  bis  n— 1,  in  der  dritten  von  1 
bis  n.  Die  erste  Gruppe  enthält  nur  eine  Gleichung.  Offenbar  aber  nehmen  die 
Gleichungen  der  dritten  Ghruppe  die  Gestalt  an: 
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und  geben  n  Integrale: 


Au^=e^ 


Diese   Gleichangen  reichen  hin,   nm  A  und  alle  u  als  Functionen  einer  dieser 

Grössen  u    anssndrficken,  und  swar  in  der  Form: 
fi 

18)  u^=ß^u=A=.S.^ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich   alle  x  und  Ä  als  Functionen  von  x 

ausdrücken.    Setst  man  diese  Werthe  in  die  beiden  ersten  Gruppen,    so  kommt 

dA 

nur  in  der  ersten  ii,  und  zwar  nur  der  Ausdruck  ~j-zz^d\gu    vor.    Diese  Glei- 

cbungen  sind  also  von  der  Constanto  e  frei  und  enthalten  ausser  den  dX  nur  die 
Variable  x  und  die  Constanten  ßi,  ßz  '  '  '  ßm^i'    Durch  Auflösung   nach  den 

dk  erhUt  man  Gleichungen  von  der  Form: 

dX  ziv  dx  % 

$        s      fl' 

wo  die  ü  nur  x^  enthalten.  Durch  blosse  Quadratur  erh&lt  man  also  die  übri- 
gen  Integrale  unter  der  Form : 

Die  Functionen  ^  enthalten  die  Constanten  ßt  •  •  .  ^«—1'  ^^  "^"^  mittels  der 
Gleichungen  19)  eliminirt,  so  dass  man  hat: 

Diese  Werthe  sind  nun  in  das  vollständige  Integral  7)  einsusetsen.  Die  y  kön- 
nen weggelassen  werden ,  da  sie  sich  mit  den  Constanten  «t  vereinigen ,  so  dass 
diese  auch  hier  als  Integrationsconstanten  zu  betrachten  sind.  Die  Integrale  des 
meehanischen  Sjstems  sind  also  die  Ausdrücke: 


l»    •»» 


d.  h.  es  sind  die  n&mlichen  wie  die  des  Näherungssystems,  wo  «=0  gesetzt  wurde, 
wenn  man  darin  die  «r  um  die  aus  14)  genommenen  Ausdrücke  «/.(jCd«,  *'*0 

rermehrt.    Dies  geschieht,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  6)  und  6  a)  die  Werthe 
a«,  a.  .  .  .  ff,  4^^  T^  •  •  •  ^   ^      berechnet  und  dann  die  eben  bezeichnete 

Substitution  vornimmt      Die  Variation  der  Conttanten  macht  hier  also  nur  n 
Quadraturen  nöthig. 

Uebrigens  kann  man  den  Gleichungen  12)  noch  eine  einfachere  Form  geben. 
Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass  9= ist,  also  die  Gleichung  10)  die 

Form  annimmt: 

16)  ;r=0,        wo      x-V^'%-A^ 

gesetzt  ist.    Denkt  man  nun  «j,  w,  .  .  .  1»         als  unabhängige  Variablen,  so 
lassen  sich  die  :p,,  9,  .  .  .  «  durch  diese  und  x    ausdrücken,  und  Gleichung 

15)  enthält  nur  die  u  und  x  ,    Gleichung  11)  ist  dann  durch  ein  System  2)  und 
9a)  des  vorigen  Abschnittes  lu  integriren,  welches  die  (jkstalt  annimmt: 


»S6 

16)  rf«,=0,    il^  =  -dp^ 
womit  SU  verbinden  ist: 

17)  rf«^=--rti/X^=i    ^    «^SS'rfK. 

Die   ersten  Gleichungen  16)   zeigen,  dass    B&mmtliche  u  constant  zu  setzen  sind, 
die  leteten  in  Verbindung  mit  17)  geben : 

Am 

n 


«        J  du_   _  /       dy  K  ' 

("'S 


WO  die  rechte  Seite  nur  die  Variable  x  renzialgleichnngen  gegen  die  allgemein^ 

*i.-i*     Tj-^i,  ^—  T«*««,,«*,-««  w«« **  Toi^  ^^»ff  gestellte  Aufgabe  wesenüiche 

enüialt     Nach  der  Integration  kann  mau  ^^^^  .j^  ^^    ^       J^^.^^  .^  ^^^^ 

statt  der  «wieder   1^^^^^                *,  . . .  j.^,j^              j^;^    ^^^  p^^^  verlangten 

*^  ausgedrückten  Werthe  nehmen.  Systemen     von     Differenzialgleichungeii 

^Av   TT.   .      •     V        .L        j.  ^i©  Integration  des   ersten  Systems  zur 

^^]  Historisches   über  die  par-  Lösung  der  Aufga1)e  hinreicht.    (Hinge- 

tiellenDifferenzialgleichungen  ^i„^„  ^^^  ^^^  grosse  Mathematiker 

ersterOrdnung.  hierauf  durch  eine  Arbeit  von  Hamilton, 

Lagrange  hat  zuerst  den  Zusammen-  welcher  die  mechanischen  Aufgaben  auf 

hang  zwischen  partiellen  Differenzialglei-  die  Lösung    der   partiellen  Differenzial- 

chungen    und     Systemen     gleichzeitiger  gleichungen  zurückgeföhrt  hat.  In  Hamil- 

Dififerenzialgleichungen  gezeigt,  zan'ächst  ton's  Formeln  ist  allerdings  dies  Resultat 

fdr  die  linearen  durch  einVerfahren,  welches  zum  Theil  enthalten,  ohne  dass  jedoch 

ihm  aber  sp&ter  die  nöthigen  Hülfsmittel  derselbe     hiervon    irgendwie    Kenntniss 

gab,  das  allgemeine  Integeal  einer  par-  genommen.) 

tiellen  Differenzialgleichung  mit  2  unab-  Die   Theorie   des   sueoessiven  Integri- 

hängigen  Variablen  zu  ermitteln.    Auch  rens    und    der    daraus    zu    schöpfenden 

iand  Lagrange  den  Zusammenhang  zwi-  Vortheile    ist    in    ihren   Resultaten   in 

sehen   dem   allgemeinen  und   dem  voll-  einem  Briefe  an   den  Secretir  der  Ber- 

si&ndigen   Integral.      (Siehe    Theorie    de  liner  Abademie   (abgedruckt  in   Bd.  17 

fanetiom  analyliqves).  des    Grelle*schen    Journals)    angegeben. 

Die    ZurückfQhrung    einer    Gleichung  Diese   Resultate   enthalten  zugleidi   die 

mit   beliebig    viel   unabhängigen  Varia-  wirkliche  Erweiterung  der  Methode  von 

bleu    auf  totale   DiffercnziaJgleichungen  Lagrange. 

machte  lange  Zeit  die  grössten  Schwie-  Die    eigentliche  Arbeit  Jakobi*s  hier- 

rigkeiten,   bis  dieselbe   Pfaff  vollführte  Ober  ist  aber   erst  lange   nach   seinem 

(Abhandlungen   der  Berliner  Akademie  Tode     (Grelle,   Bd.    59)     veröffentlicht 

für  das  Jahr  1814).    Er  ging  von  einer  Schon   vor   dieser   Veröffentlichung  hat 

totalen  Differenzialgleichung   mit    mehr  der   Verfasser    dieses   Wörterbuchs    die 

als  2  Variablen  aus,  eine  Methode,   an  ursprünglich  Pfaff'sche  Methode  zurEr- 

die  wir  auch  hier  angeknüpft  haben,  da  langung  der  Jakobi*8chen  Resultate  und 

sie   uns  die  natürlichste  und  einfachste  zu  ihrer  Erweiterung  auf  die  totalen  Dif- 

zu  sein  scheint.  ferenzialgleichungen  eingeschlagen  (Grelle, 

Jedoch  war  Pfaff's  Methode  nicht  Bd.  58).  Diesem  Wege  ist  man  auch 
eigentUch  die  Erweiterung  der  von  La-  hier  gefolgt,  da  er  eine  grössere  Kürze 
grange,  obgleich  eine  ihr  nahe  verwandte,  gestattet,  als  die  andern  Methoden, 
und  es  liess  sich  nicht  leugnen,  dass  für  Was  die  Theorien  anjbetriffi,  die  sich 
den  spedellen  Fall  von  2  unabhängigen  aus  dem  gleichzeitigen  Bekanntsein  zweier 
Variablen  die  Lagrange*sche  Methode  Integrale  ergeben,  so  schöpft  Jakobi  die 
wesentliche  Vortheile  hatte.  Jakobi  hatte  hier  gegebenen  Resultate  aus  einer  von 
schon  früher  versucht,  die  Lagrange*sche  Poisson  zu  ganz  andern  Zwecken  ver- 
Methode zu  erweitern,  ohne  von  den  wandten  Formel,  welche  der  Formel  3) 
totalen  Differenzialgleichungen  auszu-  des  vorigen  Abschnittes  entspricht.  — 
gehen  (Grelle,  Bd.  2).  Endlich  gelang  Noch  ist  eine  Methode  zur  Auflösung 
es  ihm  (Grelle,  Bd.  17),  zu  zeigen,  dass  der  allgemeinen  partiellen  Differensial- 
der  besondere  Fall  der  partiellen  Diffe-  gleichungen  erster  Ordnung  von  Gauchy 
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gegeben  worden.     Dieselbe  entbÄlt  je-  «•,+(»+l).+(«+2),+ ... +(»+p-l)p 

doch  durchaus  nicht  die  so  rcichhateigen  ^ji^nriiphen  Constanten.** 

BesultatederJakobi'schen.  (Campt^ren-  g.  B.  bei  einer  Gleichung  eweiter  Ord- 

dm  de  racademie  des  Scimees  deParu.)  ^         j^j  ^^  Anzahl  dieser  Constanten; 

Auf  ihrem  jeteigen  Standpunkte  bildet  * 

die   Theorie  der  partiellen  Dififerenzial-  „^.iÖ?+12 -5!l_y?±£^. 

gleichuogen   erster  Ordnung    einen    der  2                  2 

schönsten,     voüsttodigsten    und    abge-  ^^     ^5^    allgemeinen  Integrale  anbe- 

achlossensten  Theile  der  Analjsis.    Vie-  ^g^  g^  ^^n^  m^^  gjch  von  ihrem  Vor- 

les   fehlt ,   dasB  man  Gleiches  auch  Ton  lumdensein  auf  ganz  Ähnliche  Weise  wie 

den  partiellen-Differennalgleichungen  hö-  |^|    ^^^    Gleichungen    erster    Ordnung 

herer  Ordnung  sagen  könnte.  überzeugen.     Zu  dem  Ende  wollen  wir 

13)  Allgemeines  über  die  par-  jedoch  znnfl^hst  die  allgemeine  Form  der 

tiellen  Pifferenzialgleichungen  partieUen    Differenzialgteichungen    einer 

i.AT.«..A,.  nriinnncr  Transformation  unterziehen, 

höherer  Ordnung.  Bezeichnen    wir    zunächst   dun^h  das 

Audi  die    partiellen   Differenzialglei-  Symbol: 

ohnngen  höherer  Ordnung  können  Inte-  * 

gnle  TOD  ganz  verschiedener  Art  haben,  L7A«»  '«>  's^J 

«id  namenüich  sind  hierbei  ToUständige  Function  von  «,»„*,...  :r  , 

und  allgemeine  Integrale  zu  unterschei-   ™"'  aua^uu«  vu«   *,   »4,  *,  *^, 

den.    Betrachten  wir  z.  B.  eine  Function   s^ ,  z,   .  .  .  s^,   und   den  Differeszial- 

von  der  Gestalt:  quotienten    von   z^,    z,   .  .    .  *^  nach 

A(*ii  *s  •  •  •  *n'  *)  =  v,  »^,  «,  .  ,  .  ap  ,  aber  nicht  nach  x,  ohne 

welch«  eine  A««Jil  Co«.t«iten  enÜuOton  <»"•  »l».«',«'«  Of"»»»»«  diewr  Differen- 

wll.    Diese  Oleiohudg  l»t  n  Differen-  "^<l"«»''«"*f''  »'T"  »ofK^fb«»  «em 
•vsx.    *-^^  ^  e  n^n-l-l)   •**"»  ^^^  betrachten  wir  die  simultanen 

zialgleichungen  erster  Ordnung,  -^f;«       Gleichungen: 

«reitet  Ordnui«.  "^^-^^  dritWr  D  ^=[r.  (*,  V  «,)]. 

Ordnungu. S.W., also (••-|-p-l)nterOrd-  ^-r,   /*    *     *  m 

nung,  wenn  fi   derpteBinomialcoefficient  ^^  n     m 

i0t.  —  Bildet  man  alle  diese  Gleichungen,  *  '  * 

so  hat  man,  die  gegebene  mit  inbegriffen, 

deren: 

l+it|+(«+l),+  («+2),+  ...  ^zzF«  (x,  «  ,  z  )]. 

+(«+P-iv  ^^     '     ••  ' 

^     Seien  nun: 
aus  denen  sich  also:  .^^     ^,j      ^^j  ^^j 

continuirlich  auf  einander  folgende  Werthe 
Constanten  derart  eliminiren  lassen,  dass  einer  der  mit  s  bezeichneten  Grössen  s  , 

man  noch  ««P^  P»^j««^.  ^^^^^^  und  mögen  diese  der  continuirlichen  Beihe 

chung  pter  Ordnung  behalt,  deien  Into-  ^»^^^  ^^^  ^^^^^^  ^. 

gral    die   gegebene  Gleichung    ist.     Es  /  v     ,  v     /  x  /  x 

folgt  hieraus  der  Säte :  ,(0)^  ^(i)^  /»)  , , .  /») 

„Eine    partielle    Differenzialgleichung   enUprechen,   so  hat  man,   während  «i, 
pter  Ordnung   mit  n  unabhängigen  Va.   »....«    willkürlich  bleiben: 
riablen  hat  ein  vollständiges  Integral  mit     "  n 

b)  .«=.;»+ (.(^)_.(t))  i,,^).^, ,/'))] 
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Da  jede  dieser  Gleichungen  s  andere  Tor-  nun  gegeben  «ind,  so  sind  sie  aber  die 

stellt)  welche  den  Werthen  p  =  l,  p  =  2  einzigen  Willkfirlichkeiten  in  den  allge« 

.  .  .  p=j   entsprechen,   so    stellt    dies  meinen  Integralen  der  Gleichungen   1}. 

System  eine  Beihe  recurrenter Gleichun-  Man  hat  somit  folgenden  Satz: 

gen  vor.  Die  in  den  $  Gleichungen  b)  ent- 

(^\      /|> '  (^\       „Jedes    System    simultaner   partieller 

haltencn  Werthe  »/  %  »,^  ^  .  .  .  *,^  ^   DifiFerenaialgleichungen  Ton  der  Form  1), 

und  ihre  Differenrialquotienten  nach  «.,  welche»  al«o  «  abh&agige  und  »+1  nn- 
«,  .  .  .  «^  sind  n&müch  durch  die  Glei-  *l>h&ngige  Variable  enthUt,  in  Bexng 
/*  auf  die  erste  unabhängige  Variable  Dr- 
ehungen a)  und  ihre  Differenzialquotienten  gter,  inBeang  auf  die  andern  tou  belle- 
nach  den  nämlichen  Grössen  bestimmt,  ijjger  Ordnung  ist,  hat  soviel  allgemeine 
-welche  sich  bilden  lassen,  wenn  man  als  integrale,  als  Gleichungen  gegeben  sind, 

bekannt  voraus  setzt  die  Grossen  *S^\  ™^*  "^  ^®^  willkürlichen  Functionen,  als 

(0)  (o)  ..       ,    «  abMlngige  Variable  vorhanden  sind,  und 

*»^      •  •  •  «,^  '   und    ihre  Diflferenzial-  -^^  jede  dieser  Functionen  eine  Variable 

quotienten  nach  x^y  x^  .  .  .  x  .    Indem   weniger  hat,  als  in  den  vorgelegten  Glei- 
.     «.^  ,  ^      ,  chnngen  unabhikngige   Variable  vorhan- 

man  so  fortfahrt,  gelangt  man  auf  die-   ^en  sind/^ 

selbe  Weite  <n  .^^  mittels  der  Olei"      ^„,  ^.^  ^^^  ^^  gy^^^,  Ij  1^^ 

chung  n),  ohne  dass  ausser  den  Grössen   sich  aber  eine  partielle  Differenzialglei- 

«  (<>)    s  (®)  z  ( ^    eine  neue  Will-  ^^""^  höherer   Ordnung   stets    bringen. 

*»     '   *«       •  •  •  *«         ^'°®  "®"®  ^"*  Wir  wollen  dies  nur  mit  der  Gleichung 

kürlichkeit  eintritt.     Was   diese  letztem  zweiter    Ordnung    mit    3   unabhängigen 

Grössen  noch  anbetrifft,  so  sind  sie  offen-  Variablen  darthun.    Die  Erweiterung  auf 

bar  Functionen  von  x^,  x^  ...  x    und,  beliebig    hohe  Ordnungen   und  beliebig 

-1«  «:«v*-  xKT^u^^^.  «K^*  a:-  K^.*:«.».f  :-♦    "^»ele   Variablen    ist  nämlich    nicht  mit 
da  nichts  Weiteres  über  sie  bestimmt  ist,    ,^^   „«^„«.♦^«  ar,i,«i«-^/»VÄ;*  «««t.»««^«.« 

willkürMche  Functionen.     Da  ihre  Diffe-   ^^\  ^S?'*^  ?,,  Ä^«^^^^^ 

renzialquotienten  nach  a;^  ,*,...   :.     f^^^'""  Gleichung  mmmt  n&mhch  die 
^  '       '  n  Jiorm  an: 

Wir  setzen  nun: 

und  erhalten: 
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d«,_-/  ö«      d»     dzj    dz,       d't       d'»\ 

^_r^«,  *»,ar„  «,.„—,—,  —,—,g^-^,  —^. 

Dies  ist   eine  Gleichung  von  der  Form  enthaltenen  Ordnung  nicht  nach    einer 
der  in  System   1)  enthaltenen,    ebenso   einzigen     Variablen     genommen     sind. 

Wie  die  Gleichung  g  =  .,.   «nd    diese  StJelfoid^«^:^*"  "'"  ^^rü^^^^ 

beiden  verbunden  geben  eben  das  rer-  bH  dz    dz . 

langte  System.  d^dx'^^^"'  *»•  *»  dx'  5^^' 

Man  hat  ein  Integral  mit  2  willktir-  *  ^^  vx^ 

liehen  Functionen  von  2  Variablen.  All-  Man  sieht,  dass  die  directe  Anwendnng 

gemein:  der  eben  gegebenen  Methode  hier  miss- 

„Das   Integral  einer  partiellen   Glei-  lingt.  Indess  kann  man  durch  eine  leichte 

chung  ;9ter  Ordnung  mit  n  unabhängigen  Transformation  unsere  Gleichung  wieder 

Variablen  enthält  p  willkürliche  Functio-  auf    die    obige    Form    bringen.     Setze 

neu  von  n— 1  Variablen,**  man  z.  B. : 

Diese  Beduction  der  partiellen  Diffe-  X|=sa;y, 

renzialgleichnngen  höherer  Ordnung  auf        j^  .  man* 
simultane  erleidet  jedoch  eine  bemerkens- 

werthe  Ausnahme  in  dem  Falle,  wo  die  {^\  _  ^*  .      ^^ 

Differenzialquotienten  der  höchsten  darin  \dx/      dx    ^  dx^ 


sei 


Die  eingeklammerten  Differenzialqnotienten   deuten   hier   das  Differenziiren  nach 
dem  durch  die  Gleichung  «^  =  a:^*  eingefahrten  Qesetze  an.    Es  ist  femer: 


also: 


d«       \dx/       X  \dy/* 
«<3«i  ~   «  \^xdy/       X*  \dy*/       «'  V'^y/' 


^enn  man  diese  Ausdrücke  in  die  obige  In  den  Anwendungen  auf  Qeometile 

Gleichung  einsetzt,    so   enthält   dieselbe  und  Physik   kommen   dergleichen  Fälle 

(d«s\    .       ,           u  j       V             1^  oh   vor.     Die   willkürlichen  Functionen 

^  j.  ist  also  nach  der  oben  gegebenen  g^^jj^n  nämlich  mit  den  Anfangszustän- 

Methode  zu  behandeln.  -  Indessen  kann  ^len  oder  Grenzbedingungen   des  behan- 

man  sich  einer  directen  Betrachtung  der  delten  Problems  in  Verbmdung,  und  diese 

Differenzialgleichnngen  dieser  Art  doch  bestimmen   wieder  die  Wahl  der  unab«. 

nicht  ganz  entschlagen.  hUngigen  Variablen,  so  dass  deren  Aus*- 

Durch  eine  Transformation  der  unab-  wähl  eine  gebotene  ist,  je  nachdem  das 

hangigen   Variablen    wird    nämlich    die  Problem  sich  modifieirU    Man  erhält  an/ 

Natur  der  behandelten  Gleichung  oft  der-  «^»«»e  Weise  allgemeine  Integrale  von  der 

art  behandelt,  dass  das  Integral  als  ein  verschiedensten  Form,   und  ihre  Bezie- 

ganz  anderes  erscheint,  wie  es  denn  eine  hung  zu  einander  wird  eben  nur  durch 

höchst  schwierige  Aufgabe  ist,  die  will-  die  partielle  Differenzialgleichung ,  wcIp 

kSrlichen  Functionen,  welche  der  einen  <*®'  "i®  *U®  genügen,  yermittelt. 
Wahl    der  Variablen   entsprechen ,    auf       gj^j        ^y^  ^^  Gegenstand  enthält 

diejenigen  zurdckzuflArcn ,    welche   bei  aieaer  Artikel,  ein  Mehreres  soUen  na- 

einer  audem  Wahl  sich  ergeben.    Fast  „lentlich  die  Artikel:  Akustik  und  Wanne 

immer  ist  es  m  solchen  Fallen  gerathe-  i^riQ^oQ. 
ner,  die  Integration  in  beiden  Fällen  tou 
einander  unabhängig  zu  bewerkstelligen.       Unterziehen  wir  also  die  Gleichung: 

dH    _  ^ .  dt     di 

m 

noch  einer  directen  Behandlung.    Bs  seien: 

_  (0)    .  (0   ,  (>)  .     ,  ,  (0 

eine  Beihe  ron  Werthen  der  Variablen  a;^,  welche   continoirlich  auf  einander 
folgen, 

.<•).  .0). .(») . . . .(«) 

die  zugehörigen  ebenfalls  continuirlichen  Werthe  ron  s,  die  somit  slmmtlieh  Func- 
tionen von  X  allein  sind.    Man  hat  nun: 

a*      dx  ^^*'      *'    ^'^*'*'    '  *    '    d«'     (<)   ,(0)* 
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a.(»)  d,<') 


«I   '-*! 


.(0_.('-0 


(0_..(«-O 


). 


*l       ~*l 


B^Btimmt  mui  in  der  ersten  Gleichung  dx                            di 

»(®)  als  willkUrliche  Function  von  x,  so  1^"^  ^''  ^^  *'  *"  ^^' 

bildet  diese  Gleichung  eine  totale  Difite-  .^  enthält  das  Integral  swei  wiUkttrUche 

renaialgleichnng  erster  Ordnung,  deren  Functionen.    SeUt  man  dagegen: 

yeritnderliche  x  und  tS^^    sind.       Setzt  ^z                      ds   d*s 

man  den   durch   sie  bestimmten  Werth  51  ^^(*'  9*  *»  äi»  3^^* 

Ton  »(*^  in  die  »wehe  Gleichung  ein,  so  ^^  jg^  ^ie  Gleichung  nach  y  erster  Ord- 

bestimmt   diese   in  gleicher  Weise   ar^^  ^^^S  ^^^  enth&lt  also  nur  eine  willkür- 

und  so  fort.    Man  hat  also  ein  System  li<^he  Function. 

von     t     totalen    Differensialgleichungen  Ob   und  wann  die  beiden  im  ersten 

erster  Ordnung,    deren   Integrale   jedes  Falle  gegebenen  willkürlichen  Functionen 

eine  Constante  enthalten.     Es  ist  aber  «ich  in   eine  zusammenaiehen ,  soll  hier 

I  unendlich  gross,  und  folglich  enthält  nicht  erOrtert  werden. 

das  Integral  unserer  partiellen  Differen- 

zialgleichung     zweiter   Ordnung    ausser  14)ErsteIntegrationsmethode. 

einer   willkttrlichen  Function    »/">  mit  .  Am  leichtesten  zu  integriren  sind  die- 

dner  Variablen  noch  unendlich  viel  Con-  J«"?««"  partiellen  Differensialgleichungen, 

^^n^Q^  welche    nur  Differenzialquotienten  nach 

A  «.  1.  V       -n        1.                      1.  ^^^^^  Variable  x  genommen,  enthalten. 

Sehnlichen  Betrachtungen  unterliegen  Offenbar  sind  dann  bei  der  Integration 

die  Differonzialgleichungen  von  behebig  ^ie  abrigen  unabhängigen  Variablen  x,, 

hohem  Grade.  ar,  .  .  .   als  Constanten  zu  betrachten. 

Es  bleibt  übrigens    auch  bei  den  all-  Die  Rechnung  beschränkt  sich  also  auf 

gemeinen  partiellen  DIfferenzialgleichun-  die   Integration   einer   toulcn   Differen- 

gen  nter  Ordnung  der  Fall  nicht  ausge-  zialglelchnng.    Die  eingehenden  Integra- 

schlossen,    dass  von  den  darin  vorkom-  tionsconstanten    aber    sind    willkfirliche 

menden   n  willkttrlichen  Functionen  sich  Functionen   der  Variablen   «,,  x,  .  .  ., 

einige  vermOge   ihrer  Form  in  eine  zu-  da  diese  als  constant  betrachtet  wurden, 

sammenziehen  lassen,   so  dass  sich  das  Beispiele.     Sei  gegeben: 
Integral  auf  ein  anderes  mit  weniger  als 


o  X 


n  willkürlichen  Functionen  ergibt.    Auch  .  . 

kann  man  einer  Gleichung,  je  nach  der  — n~^^**  ^^' 

Art  des  Integrirens,  mehr  oder  weniger  ^* 

wiükftrliche  Functionen  geben.  gQ  erhält  man: 

Betrachten  wir  z.B.  die  Gleichung:  x  =  (/^-|-l/.jr+l^t*'  + 

/(*'  »'  »•  Vx'  I'  £-*>  =  <>'  +  ^n- .-""'+»  (*'  9)' 

und  bringen  wir  diese  auf  die  Form:  wo: 

oder  auf  die  des  Systems :  ^"*  • 

^_^  ü,  u,,  u,...  r^_, 

dx    "' '  willkürliche  Functionen  von  y  sind. 
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8ei  ferner  gegeben: 


dxdy        dx 

WO  F  und  Q  Functionen  von  x  nnd  y  allein  sind. 
Setzt  man: 

dz 
•o  hat  man: 


di="' 


eine  Gleichung,  die  sich  leicht  Sntegrhren  Iftsst,  da  sie  linear  ist.    Ifan  erh&lt: 
Für  C  ist  eine  willkürliche  Function  ron  x,  r/  (c)  su  nehmen.    Bian  hat  also : 

also  indem  man  abermals  integrirt,  mid  als  Integrationsconstante  eine  beliebige 
Function  von  y  nimmt: 

Im  Falle  die  Gleichung  nicht  von  der  angegebenen  Art  ist ,  so  l&sst  sie  sich  su- 
weilen  durch  Transformation  auf  dieselbe  bringen.    Sei  z.  B.  gegeben: 

.     d*»      0«»  _   2  dz 

dx*      iy*  "  X  dx' 


Wir  setsen  Kun&chst: 

und  erhalten: 

•r=:«+y,        •  =  «— y, 

ds      d»      dt 
dx"  du"^  do' 

d%      dt      dz 

d't      dH  ,  o  ^'«       ^** 
dx*  "  dl»»  '  -^  dudt  '  du»' 

d*        ö»»     ^   d«»    .  d»» 

dy«  "•  du«     ^  diid«  ^  d»«' 
also  wenn  man  diese  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  einsetat,  wird  diese: 

^^'^''^dudv  ~di«"*"df)- 
Differeniiiren  wir  diese  Gleichung  nochmals  nach  «,  so  kommt: 

,  ^  .   du        du 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  «  difierensiirt : 
Setsen  wir  sunichst: 
so  ist: 
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also: 

wo  ^"(11)=--^-^  eine  beliebige  FuHction  von  u  ist,  und: 

Man  hat  also: 

^='/'(«)+VC'(«'), 
woraui  lidi  durch  Integration  nach  v  ergibt: 

^=1>»'(l.)+^'(«)+;f(«), 

und  durch  Integration  ni^  ut 

dz 

Die  Functionen  y ,  Vi  /•  ^  sind  aber  nicht  völlig  willkttrlich ,  da  sie  der  vorge- 
legten  Gleichung  genügen  müssen: 

welche  sich  jetat  verwandelt  in: 
oder: 

Diese  Gleichung  kann  offenbar  nur  erfüllt  werden,  wenn  man  setzt; 

jr(u)=lly/(M)-y.(||)  +  «, 

WO  a  eine  willkürliche  Constante  tat.    Man  hat  also: 

dz 
dz 
Die  Integration  der  ersten  Gleichung  gibt: 

0  ''     0 

oder  wenn  man  das  Hauptintegral  t«  bestimmt,  indem  man  w=0  setst: 

d.  h.: 

/« 
[tty/(«)-7.(ii)]<ftt-©y-(ti)-ii[a  +  V(v)]+», 
0 

und  wenn  man  in  dem  Werthe  von  -A  setzt:  «=0: 

ov 


-^=*^'(O-i^W+9(0)-«, 


also  durch  Integration: 
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0 
I>{ei  in  dM  erste  Integral  einsetzend,  erb&lt  man; 

s 

Es    ist    dies  das  vollständige  Integral  nnd  enthält   in   der  That  2  willkfirlicfae 
Functionen. 

Man    kann    dies    jedoch    unter   eine   einlachere  Form   bringen.      Man   hat 
nUmlich : 


/    n  /    o 


yv  \l/  {v)  it^viffip)^  f      ^(»)<fo, 

/iiy'(««)<Äi=iiy.(i»)-/      9  («)  Ai, 


also  wenn  man  setxt: 


/y  (»)**==  ViW»   /      ^W^»  =  \^i(«X 
0  •/    0 

oder  da  man  ß  schon  in  einer  der  wiUkfirlichen  Functionen  if  ^  oder  \^,  enthal- 
ten denken  kann: 

Da  aber: 

war; 

wo  die  Indioes  wieder  weggelassen,  nnd  far  2(/'i(v),  2f/,(ii)  geschrieben  ist  be- 
sdglich:  yt{yyt  (f'(u). 

Es  kann  aber  der  Ausdruck  —ay  unbeschadet  der  Allgemeinheit  auch  weg- 
gelassen werden. 

Denn  schreibt  man  für    ^'(k):     y(v)— w-qi 

und  für    v(*) •     V^  (^) +*  "q  > 
so  Terwandelt  sich: 

y/(fi)     in     ^/(ii)-^, 

V'W     in     y.'(r)+|-. 
Es  tritt  dann  dem  Werthe  Ton  s  huiia  der  Ansdmck: 

der  sich  mit  — yct  hebt,  so  dass  man  hat: 

»  =  «  [9/  (x+y)+^'  (x-y)]  -y.  (« +y)- ^  («-  y). 

15)  Zweite  Integrationsmethode.  (Theorie  der  linearen  Glei- 
chungen). 

Monge  in  seiner  „  AppUcalion  de  Vanalyte  d  la  geometrie "  gibt  eine  Me- 
thode cur  Auflösung  der  linearen  partiellen  bifferensialgleiehniig^n  sw«iter  Ord* 
nnng  mit  2  unabhängigen  Variablen,  von  der  Gestalt : 
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d*e         d*t         d*s 

wo  A,  Bj  C,   c  Functionen  von  «,  v,  s,  r-,  t~  Bind«  ^  Wir  enlwickeln  die  Be- 

Bultate  seiner  Betrachtangen  in  einer  Weise,  die  sich  den  für  die  partiellen  Diffe- 
remialgleidinngen  erster  Ordnung  hier  gebrsnchten  Becraditnngen  insofern  an- 
schliesst,  als  wir  anch  die  partiellen  Differensialgleichungen  höherer  Ordnung  ttn- 
ter  die  Form  der  totalen  bringen. 

Zuufichst  setzen  wir  der  Kttrse  wegen: 

d%  ds 

dann  ist: 

2)  4z=pdx^qdif, 

3)  dpzzräx-\-$dy^        dqz=zs  d!s+  idg, 

4)  ilr+Ä«+Cl=e. 

Das  Sjstem  2),  8),  4)  ist  der  Gleichung  1)  yollst&ndig  identisch.  Mittels  4) 
l&sst  sich  t  aus  der  sweiten  Gleichung  3)  eliminlren.  Die  drei  Gleichungen  2) 
und  3)  enthalten  dann  nur  noch  die  Variablen  x,  y.  z,  p,  q,  r,  s. 

Die  «weite  Gleichung  3)  moltipliolTen  wir  mit  einer  nnbekamit^n  Grösse  l 
und  addiren  sie  cur  ersten.    Wir  erhalten: 

6)  dp—rdx—sdff'\'ldq^Xidx^lidy=0, 

Die  Relation  2)  besehrankt  aber  die  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Grossen. 
Wir  wollen  diese  lielation,  sowie  die  Gleichung  4)  als  bestehend  annehmen ,  Tor 
der  Hand  aber  davon  absehen,  dass  die  Relation  5)  stattfinde,  und  den  links  in 
dieser  letiten  Gleichung  enthaltenen  Ausdruck  einer  identischen  Transformation 
unterziehen.  Um  anzudeuten,  dass  wir  von  der  Relation  5)  absehen,  ersetzen  wir 
wieder  die  Differenziale  dp,  dq,  dx,  dy  durch  «fp,  cTf,  cTx,  dy.  Es  ist  nun  we- 
gen 4): 

dp—rdx^$dy'\'kdq—Uttx-Xidy-dp-rdx—$dy\-ldq—UdX'—^&y{ß—At^B$), 

Wenn  man  hierin  die  mit  r  und  s  multiplicirten  Glieder  besonders  sehrobt,  er- 
h&lt  man : 

6)  dp^rdx-$dy-\-Hdq-$dx^idy)zLdp+ldq~dy'{-^{-Cdx^All^) 

wo  die  hierin  enthaltenen  Ghrossen  noch  verbunden  sind  durch  die  Gleichung : 

7)  dzzzpdx  +  qdy. 
Wir  setzen  nun: 

'    — Ccfaf+iAieTyss  A(i«), 

-Cdy-^C  Xdxi-Bldy^  /S(v), 

wo  A(v)t  A(v)  eben  nur  Abkürzungen  sind  und  keineswegs  vollständige  Diffe- 
renziale andeuten  sollen. 

Mnltiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  Jl  und  zieht  die  zweite  von  ihr  ab, 
so  erhält  man: 

(Äk^-BX+C)dy=^(u)^l^{u). 

Die  Grösse  2  war  bisher  willkürlich.    Wir  bestimmen  sie  jetzt,  indem  wir  setzen : 

8)  AX^—BX+CzzO, 

Es  gibt  also  im  Allgemeinen  2  Werthe  jl|  und  jl,,  welche  dieser  Gleichung  gnUf 
gen,  und  welche  bewirken,  dass: 
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wird.    £f  ift  daan  alfo  nach  6): 

eine  Oieicbnng,  welche  in   2  andere  leriUlt,  wenn  man  für  l  sowohl  Z^  als  i, 
aetst. 

Setsen  wir  snn&cbst  voran»,   dass  X^  nicht  ssA.  sei,  so  ist  offenbar,  damit 
die  Gleichangen  3)  erfüllt  werden,  d.  h.  damit  man  labe : 

und: 

d^—9dx^tdy  =  0, 

Boibwendig  nnd  auireichend,  dass  auch  die  rechte  Seite  der  Oleichnng  9)  ittrA=:i, 
und  A  =  A,  Null  gebe.    Es  fragt  sieb,  wann  nnd  in  welcher  Welse  dies  in  so  all- 
gemeiner Weise  sich  erreichen  Iftset,  dass  man  das  allgemeine  Integral  erhält. 
Die  Gleichnng  9)  schreiben  wir  mit  Berftcksichtignng  von: 

aaeh  lolgendennaasfeBy  je  nachdem  wir  X  =  X^,  oder  A=A,  setzen : 

10)  cfp-r<f«-«(;y+A^(cr^-«^»-lcfy)=:cfp+l,  cfy-^-«^y 

10a)  d>i-r(fx-«(fy-hA,(<fy-f(r«-<cfy)=:cr/)+A,(fy-l^cry 

+!:+kf(cfy-l,if*). 

Nehmen  wir  nun  an,  es  liesse  sich  ans  den  beiden  Gleiefanngen: 

dp  +  A.«rg-fiidfy  =  0,    rfy-A,ite  =  0, 

nöthigenfalls  in  Verbindung  mit  Gleichung  2),  wo  die  linken  Seiten  r  nnd  $  nicht 
enthalten,  swei  Integrale  gewinnen  von  der  (iestalt: 

80  ist  offenbar: 

dp+l^dq — gi  <fy=rm(fii-hfi(fe,         tfy— i. cfxo/icfti+vifty, 

und  man  hat: 

11)  <f;>-r(r«-scfy+A^((fjf~«€r«-.*(fy)  =  Jlfcfii+iV(fr, 

wo  die  Grössen  M  und  N  noch  r  und  $  enthalten. 

Es  ist  aber  das  Yorbandeasein  dieser  beiden  Integrale  an  eine  Iiitegrabili* 
tätsbedingung  geknfipft,  da  die  drei  Gleichungen: 

nicht  4  Variable,  wie  dies  der  Fall  sein  muss,  wenn  immer  3  Integrale  mOglich 
sein  sollen,  sondern  deren  5,  x,  y,  c,  j>,  q  enthalten. 

Diese  Bemerkung  beschränkt  die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Methode. 

Finde  nun  Aehiüiches  auch  bei  der  Gleichung  10 a)  statt,  und  seien  u^v^ 
die  entsprechenden  Integrale,  so  dass  man  hat: 

Ha)  dp'-rdX''sdy+k^{ifq-tifx-'iify):^M^^du^  +  N^^dp^, 

so  werden  die  rechten  Seiten  gleich  Null,  wenn  man  «,  e,  u^^  v^  gleich  Censtan« 
ten  setit.  Indess  führt  diese  Bestimmung  nicht  au  dem  allgemeinen  Integrale^ 
da  durch  diese  Gleichung  y ,  s,  p,  q  als  Functionen  von  x  gegeben  sein  wüiden, 
während  doch  x,  p,  q  als  Functionen  von  x  und  y  sich  ergeben  müfsen.  Nimmt 
man  aber  an: 
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12)  «=^'(1«),  •i=^(«i),  eine  der  beiden  Gleichungen  10)  oder 
wo  (f.  und  V  willkürliche  Functionen  be-  10  a) ,  z,  B.  die  letetero»  nidit  iich  auf 
deuten^  und  setst:  ^i®  Fonn  IIa)   bringen  lässt,  sondern 

itf4.iV^/(ii)=::0,  '^<^  *tt<  ^^  Gleichungen  tf|}+A,<<9  =  0» 

»f  -L?V  ./'^«  ^-^  «'y-^i  <^=0  nur  einintegral  u^  ergibt. 

iHi-h^^iV  VWi;-v,  Immer  n&mlich  ist  dann  der  Ausdruck 

so    verschwinden    ebenfalls   die   rechten  rechts  in  IIa)  von  der  Form: 

Seiten.     Die  suletzt  geschriebenen  bei-  j^  iT(u  ')4-N  A(v  ^ 

den  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  ^    v  i/ »      i  ^^  i/> 

von  r   und  s   kommen  also  nicht  weiter  ^o   A(i»|)  jedoch  kein  vollständiges  Dif- 

in  Betracht,  die  Gleichungen  12)   lösen  forenzial  ist.    Dies  hindert  indessen  nicht 

das  Problem  völlig.    Man  entwickelt  aus  ^i«  <>*>««»  gemachte  Annahme: 

ihnen  t^=;?  und  ^=9,    und    erhält  «i=<?»  ^i=0, 

ox                 oy  wenn  nur  die  Gleichung  11)  die  Torge-* 

eine  Gleichung  von  der  Form :  schriebene  Form  hat. 

•  dk^f^dx-^qdfff  Waa    schliesslich  den  Fall  anbetrifft^ 

wo  p  und   q  Functionen  von  «,   y,  t  ??  ^f  ^.  "''  •<>  ^^^^^  "^^^^^T^i^ 

sind;   die   zwei  wiUkürliche  Functionen  M«»^^^«  ^w  Integration  ubng,    da  die 

y.  und  ^   enthalten,   und  natürlich  der  Gleichung  IIa)  wegfUlt,  und  ist  demge- 

Integrationsbedingung    genügen  müssen.  "*"  ^.  ^®"J5  u    '  .  ,    ,      At. 

Nach  Auflösung  dieser  totalen  Differen-  ,.  '«  J^«"^  ^^*?  ;7'«>  «»«^  ^«  ^»*««'•- 

zlalgleichung  hat  man  den  Werth  von  z  *'<>°  «»»««»^  Gleichung: 

mit  zwei  willkürlichen  Functionen,  also  Ar-^-Bs-^-Ci^i 

das  allgemeine  Integral.  reducirt  auf  die  Systeme: 
Auch  reicht  eine  d^  Gleichungen  12) 

zur  völligen  Integration  hin.     Da  die-  jj  dp-^X  da —  dy^O 

selbe   n&mlich  x^  y,  t,  p^  q  enthält,   so  r       i   1      (j     9       9 

ist  sie  eine  partielle  Differenzialgleichong  dy—ldx=0, 

erster  Ordnung,   deren  vollständiges  In-  * 

tegral   man  auf  dem,  Abschnitt  8)  vor-  |jv           a  -Ui    A  —^^^  a  —ti 

geschriebenen  Wege  vermitteln,  und  aus  '            ^P~r^»  "^    "^  oy— ü» 

diesem  das  allgemeine  ableiten  kann.  ^      «    »      /^ 
^.                  "  tfy— l,da:=0, 
Die  dritte  und  im  Allgemeinen   ein- 
fachste Methode  ist  jedoch  die,  dass  man  verbunden  mit:  dz—pdx—qdyzzQ,  wo 
verbindet  die  Gleichungen:  1^  und  X^   die  Wurzeln  der  Gleichung: 

» 

13)  «  =  y(«),    «^  =  c,  III)            4X*-BX+C=0 

wo  c  eine  Constante  ist.   Damit  die  Aus-  tn      ■»  n           1       ^     • 

drücke  rechts  in  Gleichung  11)  und  IIa)  vorstellen.  --  Der  Fall,  wo  i^  =  A,  ist, 

verschwinden,  ist  zu  setzen:  entspncht  offenbar  der  Annahme: 

welche  Gleichungen  r  und  s  bestimmen,  T 

und  daher  nicht  weiter  in  Betracht  kom-  und  fUlt  dann    das   eine  der   Systeme 

men.  Es  ist  aber  zu  beachten,  ob  auch  Jff,iV  ganz  weg,   während  das  andere  die  Ge- 

nnd  iV,  wirklich  rund  s  enthalten,  oder  ob  Btalt  hat: 

durch   die  Bestimmung  dieser   Grössen  B*  <iq  +  2AB dp-it  Ädy=:0, 

nicht  die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  .  ,      ->  ,      ^ 

13)   beschränkt  wird;  in  letzterem  Falle  Ady-\-Bdz-\}, 

wäre  dieses  Verfahren  nicht  anzuwenden.  Die    erste   Gleichung   nimmt    auch  mit 

Aus  den  Gleichungen  13)  erhalt  man  ^^^  ^^^  ■^«^^«'^  ^^®  ^^"°  *° ' 

.   ,      dx    dx      ,  Bdq-\-2Adp''Udx::^Q. 

wieder  ^,  j-^  also:  '           '^ 

•          ^  I)  Sind  i4,  Ä,  C  und  «  constant,  so 

dhzzpdx-^qdy^  werden  auch  X^  und  X^  Constanten  sein, 

mit    einer    willkürlichen   Function   und  I>ä8  System  I)  gibt  dann: 

einer  Constante.     Die  Integration  gibt  d^ 

eine  zweite  Constante,  so  dass  man  ein  Z^+^iV — (J'^^"^ 
vollständiges  integral  hat,  aus  dem  sich 

das  allgemeine  ableiten  lässt.    Uebrigens  ^"^»^=^1 

ist  diese  Methode  noch  anzuwenden,  wenn  also : 
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p-^^iv-^  y =?  (y-^i  a-) 


Setzt  man: 

dz  dz 

10  zerfallt  diese  lineare  Gleichung  erster  Ordnung  in  das  System: 

deren  erste  zum  Integrale  hat: 

während  die  zweite,  wenn  man  y  aus  ihr  mittels  dieses  Integrales  eliminirt,   die 
Gestalt  annimmt: 

Setzt  man: 

yy.[a+(A,-Jl,)*]ite=:^[a+(Jl,-A,)x], 

80  hat  man: 

oder,  wenn  man  Ar  a  wieder  setzt:  y— 1|«: 

«=--^  +  -2-^ — v(y-^**)=A. 

Also  aus  beiden  Integralen  eingibt  sich  das  allgemeine: 

*^iy*  .   t^i**'        r      ,     V  /      ,     X 

* ^  +  -g^-  =  \^(y-A.a?)+V',(y-A,a:), 

Man  kann  indess  setzen: 

und   den  Ausdruck  —  (jl^  x—y)*  mit  der  Function  ^^  vereinigt  denken,  dann  ist: 

II)  Dasselbe  Verfahren  ist  einzuschlagen,  wenn  A^  By  C  Constanten,  c  aber 
eine  beliebige  Function  von  x  und  y  ist.    Das  eine  Integral  bleibt  fortwährend: 

y-A,x«A 

während  das  andere  die  Gestalt  annimmt: 

y—ß 
wo  vor  der  Integration  für  x  in  t  sein  Werth:  ^y-^  zu   setzen,  nach  der  Inte- 

gration  aber  ß,  xhittels  der  Gleichung  y— X,  x=/9  zu  eliminiren  ist. 
Es  ist  nun  zu  integriren  die  Gleichung: 

dz         dz  P 

Die«  fährt  sn  den  Gleichnngen : 
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d.  h. : 

wo: 

U=:fidy 

eine  Function  von  x  und  y  ist. 

In    U  und  (f>  ist  y^a-^-l^x   vor  der  Integration  su  setzen,  und  man  erb  &lt 

z  =  l,/Udx+fi,[a-\-(k^'-X^)x]dx, 
«  =  Jl,/W«+V[a+(i,-Ji,)j:]+A, 

wo  tp  eine  willkürliche  Function  und  gleich  ftf  [a-\'(X^—X^)x]dx  ist 

Nach  der  Integration  wird  a  wieder  eliminirt    Es  ergibt  sich,  wegen  a+A  |  o? =y : 

V=/Udx 

ist   eine    gegebene   Function    von    x    und    y.     Diese  Gleichung  im  Verein    mit 
y—Xi^x  =  a  gibt  das  allgemeine  Integral: 

Ist  2.  B: 

«=0, 
hat  man  also  die  Gleichung: 

so  wird  das  allgemeine  Integral: 

z  =  ip(if—Xt  x)i'tfii(y—Xt  x), 

Ist  auch:  5  =  0,  -j-=-A, 


so  ergibt  sich: 


A 


i»-A=0,        A  =  ±VA, 


also: 


«=v(y+«VÄ)+^i  (y-«V*)- 

Diese  Gleichung  ist  die  der  schwingenden  Seite,  der  hier  gegebene  Aasdmck  iiir 
»  ist  von  d*Alembert  bereits  gefunden. 
Ist: 

C 

so  erh&lt  man: 

.=V&+«K-*)]+vfrCy-«K-*)]. 

Um  diesem  Ausdruck  reelle  Form  sn  geben,   kann   man   folgenderroaassen  ver- 
fahren.   Es  sei: 

^[y+»K(-*)]=»  [y+«K-*)]+y.  ty+*K(-*)]. 
v.ry-xV(-*)]=»l>-»K-*)]  +».  I>-*V{-*)]. 

wo  y  nnd  yi^  willkttrliche  Functionen  lind. 
Sei  nun : 

WO  Gf  Kf  g^  k  Functionen  von  x  und  y  sind.    Man  hat  dann: 
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ein  Ansdnick,  der  ebenfalls  zwei  willkürliche  Functionen  enthält, 

II!)  Dies  Verfahren  aber  gibt  zunächst  nicht  das  allgemeine  Integral ,  wenn : 

ist.    Es  wird  dann  Z,=ila,  nnd  der  Ausdruck: 

enthült  nur   eine  willkürliche  Function.    Um   dies  zu  vermeiden,   setzen   wir  zu- 
nächst : 

^a  =  Jli  +  ^ 
wo  &  eine   abnehmende  Constante  sein   soll.    Man  hat  dann,  wenn  9-  sehr  klein 
wird: 

Setzt  man  nun: 

^4-^^  =  ^.    und     — ^^^'=y,. 

Letzteres    erleidet  n&mlich    darum  kein  Bedenken,  weil  man  ^^'  Yon  beliebiger 
Grösse,  also  9^/  immer  endlich  denken  kann.    Man  hat: 

ein  Ausdruck,    der  zwei  willkürliche  Functionen  enthält,  und  also  das  allgemeine 
Integral  ist. 

IV)  Sei  gegeben: 

Die  Gleichung  3)  wird: 

d.  h. : 

und  das  System  1)  wird: 

,       f  =  ^,      9dy+pdx=0. 

Die  erste  hat  zum  Integral: 

p=aq. 
Da  nun  gegeben  ist: 

(h=pdx'{'qdyj 
so  ist: 

dz=zO,         z=ß. 
Aus  den  beiden  Integralen  also  ergibt  sich: 

-2.  = «,(«),  oder:  P=^9f(*), 

9 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  das  System : 

^-•<*     5  =  * 

also  2  =  /}: 

oder  wenn  man  s  für  ^  einsetzt: 

5f+«y.  (»)  =  <!, 

eine  Gleichung,   ans  der  man  in  Gemeinschaft  mit  «=/9  das  allgemeine  Integral 
ableitet : 


V)  Sei  gegeben: 
£8  ist: 
also: 
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l  -k  -^ 


xdp-^-ydqziOj 
xdy  =  ydx. 
Die  zweite  Gleichang  hat  zum  Integral: 

y  =  ax. 
Substitairt  man  dies  in  die  erste,  so  kommt: 

dp-JrndqzzO, 

y 

also  wenn  man  «  =  -^,  ß^=(f'{c()  setzt: 
Das  noch  zu  integrirende  System  ist: 


^  — iL     !t^f(i\ 
dx'^  x'    dx"'  \xr 


wenn: 


'(I)  =  7  '  (i) 

gesetzt  wird.    Als  Integral  erhalt  man  wieder: 

also  das  aUgemeine  Integral. 

,=«,(x)H.r(^). 
VI)  Schliesslich  nehmen  wir  noch  die  Gleichang: 

Ihr  Integral  gibt  den  Ausdruck  fUr  diejenigen  Flächen,  deren  beide  Krümmungen 
in  jedem  Punkte  gleich ,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  oder  diejenigen 
Flächen,  welche  innerhalb  eines  gegebenen  Umrings  den  kleinsten  Inhalt  ergeben. 
Man  hat: 

(l+5'^ilH2py;L+l+p»=0, 
oder: 

A)  l+A»+(p-f  yi)'=0. 

Die  Systeme  1)  und  2),  die  wir  hier  beide  brauchen,  da  wir  die  zweite  Integra- 
tionsmethode anwenden  wollen,  lauten: 

dp-\-l^dq:^0,  dy  =  l^dxy 

«(p-fAjdy-0,  dy=Xidx. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  wird  erftUlt,  wenn  man  il^  constant  annimmt,  hat 
also  das  Integral: 

In  der  That,  setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  A)  ein,  wo  man  X=:l^^ 
denkt,  so  ergibt  sich: 
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B)  l+Zj'+^,»  =  0.  ^ 
Ebenso  gibt  die  erste  Gleichung  des  zweiten  Systems: 

und: 

C)  l+A,»+^,«=0. 

Mittels  der  Gleichungen  B)  und  C),  welche  A)  ersetzen,  sind  also  X^  und  A,  als 
willkürliche  Constanten,  ^|  und  ^,  aber  als  durch  diese  Gleichungen  bestimmt 
zu  betrachten. 

Wendet  man  jetzt  die  zweite  Integrationsmethode  an,  so  ist  in  dem  Integral, 
welches  dem  zweiten  System  entnommen  ist,  und  welches  man  auch  unter  die 
Form  F(pf  q)  z=  l^  bringen  kann,  A,  in  der  That  auch  für  die  fernere  Inte- 
gration als  constant  zu  betrachten,  und  unter  dieser  Voraussetzung  hat  die  zweite 
Gleichung  des  ersten  Systems  ein  Integral  von  der  Gestalt: 

Aus  diesem  und  dem  ersten  Integral  p+A,9^jU^  erh&lt  man,  wenn  man  die 
Constante  A|  und  iolglich  auch  ^|,  wie  dies  geschehen  muss,  als  Function  von  n 
betrachtet: 

D)  j>+gy(y-A,«)  =  ^(y-A,«). 

Von  diesen  Functionen  y>  und  0  ist  aber  nur  die  erste  willkürlich,  die  zweite  is^ 
bestimmt  mittels  der  Gleichung  B),  welche  jetzt  die  Gestalt  hat: 

E)  i  +  [y(y-A,*)]'  +  [<Ky->.*)]'=0. 

Die  Gleichung: 
zerfUlt  in  das  System: 


^-A       --Ü 


Dies  hat  die  Integrale: 


y-A,«=ff, 

Z— ^,a:  =  /9, 

also  das  allgemeine  Integral: 

F)  s  =  /4,ar+F(y-A,a?). 

Die  Function  F  ist   aber  nicht  willkürlich,  da  z  noch  die  Gleichung  D)  erfüllen  ' 
muss.    In  der  That  erh&lt  man  aus  F: 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  D)  einsetzt : 

wodurch  F',  also  der  Differenzialquotient  von  F,  bestimmt,  und  F  also  bis  auf 
eine  willkürliche  Constante  bekannt  ist.  Demgemäss  setzen  wir,  wenn  y  diese 
Constante  ist,  statt  der  Gleichung  F) : 

H)  z:=f4^x-^F(yX^x)+y. 

Dies  ist  das  vollständige  Integral.  Es  enth&lt  n&mlich  die  zwei  willkürlichen  Con- 
stanetn  A,  und  /,  da  ^,  durch  Gleichung  C)  bestimmt  ist.  F(y— A,  x)  ist  durch 
Gleichung  G)  bedingt,  und  die  darin  vorkommenden  Functionen  r/>  und  ^  müssen 
wieder  die  Belation  E)  erfüllen.  Es  bleibt  also  in  H)  noch  eine  willkürliche 
Function  übrig. 

Wir   haben  jetzt  ans  H)  das  allgemeine  Integral  herzuleiten.    Dies  geschieht 
in  gewöhnlicher  Weise,  indem  man  setzt: 

J)  i.=;rO')' 

nnd  ausserdem  den  Differenzialquotienten  der  Gleichung  H)  nach  y  genommen 
der  Null  gleich  setzt.  —  Um  diesen  zu  bilden,  bemerke  man  erst,  dass  die  Fnne- 
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tion  F  und  die  Constante  ^,  ▼on  l^  abh&ngig  sind.  Die  Gleichung  C)  gibt  für 
die  letztere: 

Was  die  Function  F  anbetrifft,  bo  ist  sie  durch  Gleichung  G)  gegeben,  und  ent- 
halt A,  sowohl  involnte  in  den  Functionen  q-  und  ^,  als  auch  evolnte  in  den 
Grössen  ^,  und  jl, ,  die  in  G)  vorkommen.  Man  hat  aber  wegen  der  Glei- 
chung G): 

wo  die  Functionen  ip,  </•  und  F  die  Variable  y-^l^x  enthalten,  die  wir  mit  w 
bezeichnen  wollen;  dann  hat  man: 

Die  untere  Grenze  kann  beliebig  genommen  werden,  also  gleich  Null  sein,  da  in 
Gleichung  H)  schon  die  entsprechende  Integrationsconstante  enthalten  ist.  Nan 
hat  man: 

Differenziirt  man  nun  die  Gleichung  H)  in  der  That  nach  ^,  so  hat  man : 

Das  allgemeine  Integral  ist  also  enthalten  in  der  Gleichung  /l,  wenn  man  ^, 
und  Jl,  yermöge  der  Gleichungen  C)  und  J)  eliminirt  denkt,  und  F  durch  die 
Gleichung  K)  bestimmt,  in  welcher  ^<  und  tp  wieder  durch  Gleichung  E)  yerbun- 
den  sind.    Es  ist  dann  aus  H)  nur  noch  v  zu  eliminiren,  was  mittels  der  Glei' 

dF 

chung  M)  geschieht,  wo  ^j-  durch  Gleichung  L)  gegeben  ist.    »f  und  x  "^^^    ^® 

beiden  willkürlichen  Functionen. 

16)  Erweiterung  der  Monge'schen  Methode  auf  eine  gewisse 
Klasse  nicht  linearer  Gleichungen  von  Ampere. 

Die  Monge^sche  Methode  gibt  noch  Resultate  f&r  eine  Klasse  nicht  linearer 
Gleichungen.    Dies  sind  die  Gleichungen  von  der  Form: 

Ar+Bs-\'Ct+D(ri—s*)  =  f, 

wo  Af  Bf  C,  D,  i  Functionen  von  x,  v,  z,  p,  q  sind. 

Diese  Erweiterung  rührt  von  Ampere  her,  und  ist  mitgetheilt  im  Journal  de 
l^ecole  polytechnique,  cahier  18. 

Gehen  wir  zunächst  von  den  Gleichungen  ans,  welche  die  Functionen  p, 
q,  Tf  $j  I  definiren: 

1)  dz  =  pdx+qdy, 

2)  dpzzrdx+sdtf, 

3)  dqzzsdx-^idyy 

multipliciren  die  zweite  mit  f,  die  dritte  mit  s  und  subtrahiren,  so  erhalten  wir: 

f  dp-'S  dq  =  (r  (— j*)  rfx, 

oder: 

4)  I  dp^$  dq^wdXf 
wenn  wir  setzen: 

5)  r*— **=ip, 

wfthrend  die  gegebene  Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 

5a)  Ar-i-Bt-^Ct+Diozze, 

Die  Gleichungen  5)  nnd  5  a)  sind  der  gegebenen  vollstftndig  gleichbedeutend.  Von 
den  Gleichungen  2),  3)  und  4)  ist  jede  eine  nothwendige  Folge  der  beiden  andern. 
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Man  kann  also  dio  Aufgabe  auch  so  auffassen ,  als  wenn  die  Integration  der 
gleicbEeitigen  linearen  und  totalen  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  yerlangt  wftre,  wo 
die  Variablen  durch  die  Bedingung  5)  und  5a)  verbunden  sind.  Untersuchen  wir 
jetzt  die  Ausdrucke: 

<fp— rcfx— «(fy,         cTy— «cf«— Icfy,         ttfp—sdq—w&x, 

nnd  bemerken,  dass,  wenn  dieselben  alle  drei  gleich  Null  werden,  und  ausserdem : 

dz—pdx—qdy:=0 

diese  Gleichungen  mit  dem  gegebenen  System  übereinstimmen ,  man  also  jede 
Verbindung  unter  den  Variablen,  vermittelst  deren  man  dies  erreicht,  als  ein  In- 
tegral unsers  Systems  betrachten  kann.  Es  sind  mithin  auch  5)  und  5  a)  als  In- 
tegrale anzusehen. 

Wir  mnltipliciren  die  ersten  beiden  unserer  Ausdrücke  bezüglich  mit  den  un- 
bekannten l  und  fi,  und  addiren  sie  zur  dritten.  Dies  gibt,  wenn  man  w  aus 
Gleichung  5a)  bestimmt,  folgende  identische  Relation: 

6)  tdp—sdq'-wdx+k(dp^rdX'-sdif)-\-fx(dq—idX'-tdt/)ss—'^  dx-\-kdp 

[A  1  ß  C 

Ipdx  —  Xdxl  +t[—  dq  -i—j^  dx—kdy—fidx]-}'  t[dp+^dx—(jLd}/], 

Der  mit  r  multiplicirte  Theil  der  rechten  Seite  wird  gleich  Null,  wenn  man  iL 
mittels  der  Gleichung  bestimmt: 

Die  mit  s  nnd  <  mnltiplicirten  Ausdrucke  werden  nun: 

A(«)=-cfsf+— ^  jfx-^  (fy, 

/^(ß)=dp  +  ^dx-fidy, 

A(a)  und  ^(ß)  sind  blosse  Symbole,  und  bedeuten  nicht  etwa  vollständige  Diffe- 
renziale.    Eliminirt  man  cfy,  so  kommt : 

Sei  ferner: 

gleich  dem  von  r,  s,  f  freien  Theile  der  rechten  Seite  unserer  Relation.  Man  er- 
hält dann  durch  Addition  der  2  letzten  Gleichungen: 

A(y)  +  A* A(«)-4 AO»)  =  dx  [^ (B-f,D)-^-  ^], 

oder,  wenn  man  das  noch  unbestimmte  ^  durch  die  Gleichung  definirt : 

SO  ist: 

7)  A(y)+^A(«)-~A09)=O. 

Die  Bedingnngsgleichnng  aber  verwandeln  wir  in  die  folgende : 
g)  i«-Ä/+AC4-l>«=:0, 

wo  /:=/uD  gesetzt  wurde. 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  ergibt  sich: 

A(«)- rg , 
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während  /^^(y)  aus  der  Gleichung  7)  zu  entnehmen  ist.  Die  Gleichung  6)  wird 
dann,  wenn  man  erst  die  erste  Wurzel  l^  der  Gleichung  8),  und  dann  die  zweite 
l^  nimmt: 

9a)  tdp—sdq—ißdX'hjj(dp—rdX'-S(fy)-{'jj(dq'-tdx—tdy) 

^"^^^{-Ddq  +  l,  dx^Ady)-^tB±^^Ddp  +  Cirx-Udy^ 

Setzt  man  also  die  Ansdr&cke  rechts  in  9)  und  9a)  der  Null  gleich,  so  werden  auch 
die  Ausdrücke  links  der  Null  gleich  werden,  d.  h.  man  wird  haben: 

10)  dqsdx—tdy  =  0, 

nnd: 

tdp'-$*dq-'ttdx-\-j^  (<(p— rrfx— «rfjf)  =  0. 

Wenn  man  aber  ans  beiden  Gleichung  dq  eliminirt,  erhält  man: 

idp-^s^  dx—isdy-^V)dx-\-j:r  (ßp~'rdx^sdy)-Q, 

und  wenn  man  ir  mittels  der  Gleichung  5)  wegschafft: 

d.  h. 

dp—r  dx—$  rfy=0, 
und  es  ist  dann  wegen  der  zweiten  Gleichung  10)  auch: 

ldp^tdq—u>dx=zO, 

Das  Sjstem  10)  ist  also  mit  den  Gleichungen  2),  3),  4)  völlig  identisch.  Setzt 
man  noch  Yoraus,  dass: 

dzzzpdx'\-qdy 

sei,  wie  wir  dies  ja  von  vorn  herein  angenommen  haben,  so  kommt  also  die  völlige 
Integration  der  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  darauf  heraus,  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  9)  und  9  a)  der  Null  gleich  zu  machen.  Dies  geschieht  nun  ganz 
in  der  Weise,  die  wir  bei  Integration  der  Monge^schen  Gleichung  kennen  gelernt 
haben,  d.  h.  ans  den  Systemen: 

I)  -Drf^+/,cte-i4dy  =  0, 

j  Ddp-\-Cdx--l^dy=zO, 

nnd: 

n)  -Ddq-^l^dx-AdyzzO, 

Ddp-hCdx--l^dy=zO, 
wo  If  nnd  l^  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Z«-B/+i4C+Di=0 
sind.    Leitet   man  ab  je   2  Integrale  k,  v  nnd   tt|,  «i,    nnd  setzt:  A)  9  =  ^(«), 

«,=^(iii),  aus  welchen  man  P  =  t-}  ^  =  "1"  bestimmt,  nnd  den  allgemeinen  Aus- 
druck för  2  findet,  oder  B),  man  bedient  sich  nur  der  partiellen  Differenzialglei- 
chung  erster  Ordnung  v  =  f  (u),  durch  deren  Integration  man  das  vollständige  nnd 
hieraus  das   allgemeine  Integral  ermittelt,   auch   kann  man  C)  die  Gleichungen 
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v=:y(ti),  «^  =  coo8t.,   za  diesem  Behufe  if-  enthalten.     Durch   Integration   dieser 

gebrauchen,    ans    denen  man  wieder  p  Gleichungen,  die  einer  totalen  mit 3  Va- 

und  q  ermittelt^  das  vollst&ndige  Integral  riablen  entsprechen,  welche  der  Integra- 

mit    einer   willkürlichen   Function    und  bilitftts-Bedingung   genügt,     erhält  man 

2  Constanten,  und  aus  diesem  das  allge-  also  ein  neues  Integral  mit  2  Constanten 

meine    mit    2  willkürlichen  Functionen  und  einer  willkürlichen  Function : 

*1Sr    den  Ausnahmefall ,    wo   /.  =  ».,  ,  f^''  ^'  *'  "•  "^"^  *]=«'  , 

i^gQ.  aus  der    man    das    allgememe  Integral 

.,  .^      ^.  in  der  gewöhnlichen  Weise  ableitet,  in- 

Ä«  =  4(i4C  +  /)0,  dem  man: 


und: 

B  und : 


*  =  ^(a). 


'=2  ^^0 

ist,  kann  man  wie  bei  der  Monge*schen  «<> 

Gleichung   noch   immer  die  Methode  B)  *®^*J'       .,...,. 

anwenden,  indess  kann  man  hierbei  sich  Illusorisch  wird  diese  Methode  bei  der 

auch  eines  Verfahrens  bedienen,  welches  Monge'schen   Gleichung    aus   folgendem 

grade    im    speciellen  Falle   der  Monge-  Grunde:                    ^,  .  ,    ' 

sehen  Gleichung  illusorisch   sein  würde.  von  den  beiden  Gleichungen  des  Sy- 

Setzt   man   n&mlich  die  beiden  Inte-  »i«™»  *)  oder  II),  aus  denen  2  Integrale 

gffiXQi  abgeleitet   wurden,  war   die   eine    ganz 

_  __    /  \  ^^^  P  ^^^  9  ^®*»  wahrend  im  allgemei- 

II -a,    v-(f.{a),  „g„  p^U^j^  ^j^   g^  ^igj^  betrachtet  wird, 

eine  Annahme,    die  offenbar  die  rechte  die    eine  p,  die    andere  q  enthftlt.     Im 

Seite   unserer  Gleichung  der  Null  gleich  ersteren  Falle  misslingt  es  daher,  für  j9 
macht ,   wenn  a   eine   willkürliche  Con-  dt       ^  dz     .,,.,„,     , 

staute   ist,  so  hat  man  ebenfalls  Aus-  ^^^   9  oder  ^  und  g^  wirklich  Werthe 

drücke  für  ~  uhd  ^,  welche  eine  Con-   abzuleiten.    Es  waren  nämlich  die  Glei- 
ox  oy  chungen  des  Systems  I)  oder  II)  in  Ab- 

stante a  und  eine  willkürliche  Function   schnitt  14)  fUr  den  Fall^  wo  Jl^  =  A,  isti 

dp+Xdq-*-^  dy=zO,     dy-ldx=0, 

also,  falls  u  und  v  2  Integrale  dieser  Gleichungen  sind: 

tl 

dy-ldx^iM'du+N'dv, 

wo  M^  N,  M',  N^  zu  bestimmende  Coefficienten  sind. 

Da  diese  Gleichungen  identisch,  d.  h.  unabhängig  von  den  Relationen  zwischen 
*i  y*  >t  P  und  q  stattfinden,  so  hat  man : 

_- dl«     __dr      ^       „cni     ^.dv     , 

_„dii     -„du     ^       „.  d«     »,#d'>     ^ 

Denkt  man  sich  zuniUdist  jp,  y,  x  constant,  so  erhält  man : 

dp^N'M-NM'*    dq^N'M-NM" 
iv  W  dv  kW 


Setzt  man: 


so  ist  also  :* 


dp""     N'M-NM''    dq"     N'M-NM'' 


du=:ttdp-\-bdq,  dtzz  =j^  (adp-^-bdq). 
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Erhält  man  also  durch  Integration  der  ersten  Gleichung: 

wo   sowohl  die  Function  f  als  die  Constante  u  noch  von  x^  y,  z  abhängig  ist, 
so  wird  anch  sein: 

//«  —  — ^ 

N 


d^^-l^dif), 


eine  Gleichung,  die  nnr  integrabel  ist,   wenn   —  ■?=-  einer  Function  von  f  gleich 

ist,  die  wir  mit  7/  (/")  bezeichnen. 
Mithin  hat  man: 

In  dieser  Gleichung  enthält  nur  f  die  Grössen  p  und  9,  also  ist  es  unmöglich, 
aus  den  Werthen  von  11  und  «,  die  man  Constanten  gleichsetzt,  p  und  q  abza* 
leiten.  Selbstverständlich  ist  diese  Beschränkung  bei  der  Ampbrc'schen  Gleichung 
aber  nicht  vorhanden. 

Beispiele. 

I)  Sei  gegeben: 

(1+ j>)  «•-äi'»»  +  (i+p')*+(jq:^q:^=  -  a+i»' +?')i. 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  l  ist  hier: 

/«+2;)y/-f-(l+y')(l+/)»)-(l+i>-+^0  =  0, 
oder : 

woraus  sich  ergibt: 

l^-pq. 

Da  beide  Wurzeln  gleich  sind,  so  findet  die  zuletzt  gegebene  Methode  statt. 
Das  System  I)  oder  II)  ist  nun: 

Wir  eliminiren  dy  und  erhalten: 

M^JZa±^+(p.  ,.)_(l+p.)(l+,.)  ^=0, 
d.  h. 

Diese  Gleichung  erfüllt  die  Integrabilit&ts-Bedingung.    Es  ist  nämlich: 

sUo: 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  dx  elimlnirt,  in  ganz  derselben  Weise: 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  p  und  q  zu  entwickeln.    Man  erh&lt: 


mithin : 


also: 


6-y 
9= 


and  ebenso: 


y'l-(«-fl)'+(y-*)« 


/l- (*-«)>+ (y-«*' 


d.  h. : 


also  dnrch  Integration: 

(«-«)»+ (y~*)'+(«-c)»=l. 

Hieraas   wird   das    allgemeine  Integral  gewonnen,  wenn  man:  h^(f{a\,  c^=.\p{a), 
and  das  Differenzial  der  obigen  Gleichung  gleich  NoU  setst,  also: 

(a:-a)  +  [y-y.(«)]7'(a)  +  [t-^(a)].A'(a)  =  0. 
II)  Es  seien  ferner  in  der  allgemeinen  Gloichnng : 

die  Grossen  A^   Bj  Cy  D,  t  sämmtlich  constant.    Nach  AnflAsung  der  Gleichung: 

n'-Bl+AC-\-Di=0, 

wo  also  /,  und  /,  Constanten  sind,  hat  man  als  Integrale  des  Systems  I): 

--Z)y+/,a;-.i4y=ir,        Dp-\-Cx—l^y  =  ß, 

aus  welchen  man  bildet: 

-Z>9+/,*-^y=y.(i[)p  +  Ca:-/,y). 

Dem  System   II)  entnehmen  wir  gemäss   der  mit   C)  bezeichneten  Methode  nur 
das  Integral: 

Dp-j-Cx— /,  y=fl, 

und  aas  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 

o-jCx  +  Zyf 
'^■"  D 

,_^x^^y-y.[a+(/,~<i)y] 

q- ^  • 

Die  erste  Gleichung  integrirt  gibt^  indem  man  nur  x  verftnderlich  denkt: 

2=^jr+-^yx-i-^  +  const., 
also  wenn  man  x=0  setzt,  das  Haaptintegral : 

dz 
und  der  Werth  yon  o=:-t-  gibt,  wenn  man  darin  x=0,  s  =  z^  setzt: 

dy 


d.  h.  wenn  man: 


s'-  -4 ^»'  -  y[''+(^«-^)y3 .  A 
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=-^=/;        und:       6=:-^(a) 
setzt : 

WO   noch  zur  Bestimmung   von   a   das  Differenzial   nach  a  gleich  Null  zu  seUen 
ist,  also: 

Sowohl  die  Monge'sche  als  die  Amp^re^sche  Methode  beziehen  sich  nicht  auf 
alle  Gleichungen  von  der  angegebenen  Form,  da  immer  eine  Integrabilitatsbedin- 
gung  zu  erfüllen  ist.  Vielmehr  verlangt  die  Anwendbarkeit  dieser  Methoden,  daas 
die  in  Rede  stehende  Differenzialgleichung  ein  Integral  erster  Ordnung  besitze, 
d.  h.  eine  Beziehung  zwischen  x,  y,  s,  p  und  9,  in  welcher  eine  willkürliche 
Function  enthalten  ist.  Eine  solche  ist  nicht  bei  jeder  partiellen  Differenzialglei- 
chnng  zweiter  Ordnung  vorhanden.  So  z.  B.  kann  die  in  Abschnitt  13)  behan- 
delte, sehr  einfache  Gleichung: 

f— /=  —  p 

nicht  auf  diese  Weise  behandelt  werden ,  obgleich  sie  ein  Integral  von  einfacher 
Form  mit  2  willkürlichen  Functionen  besitzt.  In  der  That  l&sst  sich,  wenn  man 
das  Integral  dieser  Gleichung: 

nach  X  und  y  di£ferenziirt,  aas  den  beiden  so  erhaltenen  und  der  Integral-Glei- 
chung keine  der  willkürlichen  Functionen  7.  oder  ^  eliminiren. 

17)  Erweiterung  der  Monge'schen  Methode  auf  Gleichungen 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Erweiterung  der  Monge'schen  und  selbst  der  Amp^re^schen  Methode  auf 
Gleichungen  höherer  als  zweiter  Ordnung,  und  auf  solche  von  der  zweiten  Ord- 
nung, die  mehr  als  zwei  unabhängige  Variablen  haben,  hat  bei  der  hier  ange- 
wandten Entwickelungsweise  keine  Schwierigkeit.  Indess  werden  die  Grenzen 
ihrer  Anwendbarkeit  immer  enger,  da  sich  die  Bedingangen  der  Brauchbarkeit  ver- 
mehren. Jedoch  scheint  es  der  Vollständigkeit  wegen  angemessen,  auch  auf  diese 
Erweiterungen  einzugehen. 

Hierbei  beschränken  wir  uns  jedoch  auf  den  Fall  einer  Gleichung  nter  Ord- 
nung mit  2  unabhängigen  Variablen  und  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  mit 
deren  beliebig  vielen,  da  joder  andere  Fall,  obgleich  in  der  Ausführung  nicht 
schwierig,  doch  einer  allgemeinen  algorithmischen  Darstellung  nur  schwer  zugäng- 
lich ist. 

Sei  also  zunächst  gegeben  die  Gleichung: 

wo  9 1,  ^2  ...   9    ,       die  sten  Differenzialquotienten   einer  Function  z  von  x^ 
und  x^y  also  die  Grössen : 

b^z  d'z  b'z  d'z 


■» 


^x^^'     dXf^       öx^     dx'       öx^'  d«,* 

vorstellen,  A^^,  A^  .  .  .  A  1  ^»  -^  a^er  Fnnctionen  von  »,  Xi,  a:,  und  allen  Diffe- 
renzialquotienten sein  sollen,  welche  von  einer  niedrigem  als  von  der  sten  Ord- 
nung sind.  Von  diesen  bezeichnen  wir  im  Besondern  noch  die  der  j-^lten  Ord- 
nung, also : 

0         i        o        »  dz 


^«/"■*     dx,'"^dx^  d«/"^ 
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bezüglich  durch: 

Pii  i^a  •  •  •  Pgi 
so  haben  wir  zu  der  Gleichuug  folgendes  System: 


Wir  multipliciren  diese  Gleichungen  2)  bezQglich  mit  den  unbestimmten  Factoren 
X^j  A,   .  .  .  Jl  ,  und  addiren  sie.    Es  kommt: 

l  =  t 

und  nach  unserem  früheren  Verfahren  sehen  wir  von  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  zun&chst  ganz  ab,  und  unterwerfen  die  linke  einer  identischen  Umfor- 
mung, indem  wir  9i>  9s  •  •  •  9  als  Factoren  betrachten  und  Gleichung  1). be- 
rücksichtigen.   Wir  erhalten: 

3) 


^S^    (l.dp^-X.q.dx.^l^q^^^dx,)^ 


iZZM  J^  J^ 

^      (^tdp)-l    -T dx^'-q^ik.dx.-k    --r-^dx^) 

-5f,(A,crar,+A,(far,-A    -j <f;r,) 

s-hi 

j-f"  * 


A 

Der  Ausdruck  rechts  besteht  aus  f +  1  Theils&tzen.    Nehmen  wir  an,  dass  dieseU 
ben  alle  der  Kuli  gleich  seien,  so  lässt  sich  aus  der  Gleichung: 

X.dx.-^X^-j—dx, 

das  Verh&ltniss   dx^idx^   bestimmen,  und  indem  man  dieses  in  die  mit  9,,  q^ 
,  .  .  q     multiplicirten  Ausdrücke  setzt,  erhält  man  endliche  Gleichungen  cur  Be- 
il     X  ^»—  1 
Stimmung  der  Verhältnisse :  r-^,  r^  .  .  .   — ; — ,  n&mlich: 

Ag  X^A^^•{^X^X^^A^,  l""^*^i  ■'^»^O, 
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Eine  der  Unbekannten  jl,  z.  B.  A  ,  kann  der  Einheit  gleich  gesetst  werden.    Dies 
gibt: 


Wir  multipliciren  diese  Gleichungen  bezüglich  mit: 
(—1)         A^  i4^^j         ,  (—1)         A,  if^_j.j         -4^, 

und  addiren  sie  sämmtlich ;  es  ergibt  sich  dann : 

(-1)        ^i  ^,4.1  (-0       ^1         ^,+  1         -*t 

Dies  ist  eine  Gleichung  vom  Grade  t,  welche  znr  Bestimmung  von  k^  dient. 
Wir  schreiben  sie  jedoch  lieber  unter  der  Form : 

o;         A,  — --j A,         +  ^        j  Ai        —  ^        ,  Aj        -h  .  .  . 

+(-1/     ^>  "^      =0. 

Ist  A4  bestimmt,  so  ergeben  sich  mittels  der  Gleichungen  4)  die  Grössen  A,,  X^ 
.  .  .  A  als  eindeutig.    Die  erste  Gleichung  bestimmt  nämlich  A,»  die  folgende 

dann  Ag  n.  s.  f.  durch  rationale  Functionen  von  A^.  Sonach  stellt  die  Gleichung 
3)  ein  System  von  t  Gleichungen  vor,  und  hieraus  folgt,  dass  die  mit  A|,  A,  . .  . 
A  mnltiplicirten  Theile  der  linken  Seite  einzeln  verschwinden,  d.  h.  dass  die  Glei- 
chungen 2)  erfüllt  sind;  wenn  in  allen  s  Gleichungen  des  Systems  die  rechten 
Seiten  verschwinden.    Dies  aber  findet  statt,  wenn  man  setzt: 

*=»  A 

6)  Jf     (^1*/)— 3 ^1=^» 
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Jl.  riar,—    a  rf4r,=0. 

Fallfl  man  non  für  jede  der  s  Werthe  von  Jl| ,  welche  die  Gleichung  5)  erfUllen, 
ans  einem  Systeme  6)  entweder  allein  oder  in  Verhindnng  mit  denjenigen  Qlei- 
chnngen,  welche  die  Grössen  p  (die  s  —  Iten  Differenzialqnotienten  von  s)  defini- 
ren,  2  Integrale  w  und  v  ableiten  kann,  was  naturlich  die  Erfüllung  yon  Integrabilit&ts« 
bedingungen  erfordert,  so  setzt  man  wie  in  den  vorigen  Abschnitten  wieder  v=-^(v) 
und  hat  ein  erstes  Integral,  welches  allerdings  noch  die  Differenzialqnotienten  von 
»  bis  zu  der  f  —  1  ten  Ordnung  enth&lt ;  mit  diesem  Integrale  aber  kann  man 
weiter  die  Integration  fortsetzen,  wenn  es  die  Form  1)  hat. 

Leitet   man    aber  aus  jedem  der  s  Systeme  2  Integrale  u^  und  v.  und  dem- 

gemftss  eins  von  der  Form  «=</(«.)  ab,  so  kann  man  mittels  dieser  t  Glei- 
chungen die  f— Iten  Differenzialqnotienten  entwickeln.    Sind  nun  deren  2: 

—. —  =«)    : : :-=Pi 


80  erhält  man  durch  Integration  dieser  Gleichungen,  welche  auf  2  totale  Differen- 

zialgleichungen  mit  2  Variablen  führen:   ,   also   in  derselben 

dx^        dXf 
Weise  alle  s~2ten  Differenzialqnotienten.    Mit  diesen    setzt  man  das  Verfahren 
fort,  bis    man  s  selbst  erhält,  und  man  hat  dann  das  allgemeine   Integral,  da  s 
wiUkürliche  Functionen  y  i»  y^  •  •  •  y*     darin  enthalten  sind. 

Dass  die  FAlle,  wo  dies  Verfahren  angewandt  erscheint,  nicht  so  häufig  sein 
können,  wie  bei  der  Monge*schen  Gleichung  liegt  an  der  Allgemeinheit  der  Glei- 
chungen 6),  welche  mit  steigender  Ordnung  der  Gleichung  auch  immer  mehr  Va- 
riable enthalten.  Der  Gleichung  5)  kann  mAn  übrigens  auch  eine  einfachere  Form 
geben.    Setzen  wir  nämlich: 

,  _    ^it 

so  wird  Gleichung  5); 

7)  it,/'.h^/'"*-f..l,l*^*+  .  .  .  +i4^/+il^_^j=0, 

während  ans  den  Gleichungen  4)  erhalten  wird: 

■  ■ 

wo  t  alle  Werthe  von  1  bis  s  annimmt,  und  jl  =1  ist,  A,  aber  =0  ist. 
▲ufl  dieser  Gleichung  folgt  aber: 


8)  i.= 


A,= 


i.= 


A^l*  +  Atl*  +  Ä^l 


A^=— — — u.  8.  w. 
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nnd  die  Oleichnngen  6)  nehmen  die  Form  an: 

<  =  »  Aldx.     ^ 

Setzt  man  für  die  «  Werthe  von  /  entsprechend  l^^\  /^*^  .  .  .  l^*\   und    ebenso 
tdx  die  durch  die  Gleichungen  8)  gegebenen  Werthe  von  A.:  A.^  s   ^f         •  •  •  • 

jl.  ''s  so  hat  man  statt  der  eben  gefundenen  Gleichungen  deren  2s  von  der  Form : 
9)  /W(te4+iir,=0, 


Um  das  letstere  System  noch  etwas  zu  vereinfachen,  wollen  wir  setsen: 


:"    ■    » 


also: 

A)  m^=ili, 


m^-AJ*-^+A/-*+  ...    +i4,. 


indem  wir   wieder  je  nach  der  Wahl  der  Wnrzel  l,  anf  weldte  sich  die  GrSM«n 
m.  beziehen,  dieselben  mit: 

m  (0    «  (*)  m  W 

bezeichnen.    Man  hat  dann  das  System: 

l  =  S  f      V 

10)  -T   m.^^'^dp.-Adx^, 

(=1 

und  jede  Gleichung  des  Systems  9)  ist  mit  der  entsprechenden  des  Systems  10) 
zu  verbinden  und  daraus,  wenn  dies  möglich  ist,  2  Integrale  abzuleiten. 

Beispiel. 

Seien  A^^  A^  .  .  .  ^.x*  Constanten,  A  aber  eine  Function  von  x^  und  x,, 

so  gibt  jede  der  Gleichungen  9)  und  10)  ein  Integral.    Nämlich: 

/Wa:,  +  x,  =  «, 

1=1 
Die  Grösse  B     wird  folgendermaassen  gefunden.    Man  setzt  in  A  statt  x^  den 

aus  dem  ersten  Integrale  gewonnenen  Werth  a—l^^^x^^  dann  ist: 

B^=J^Adx,, 
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Nach  Auffindung  dieses  Integrals  ist  f&r  a  wieder  /|^^^«l+^»  ^^  seteen. 

Jede  Gleichung  des  Systems  gibt  also  ein  anderes  B  ,  da  die  Crossen  l^^^ 

▼erschieden  sind. 

Ans  je  2  Integralen  eines  Systems  erlangen  wir  nun  eins,  welches  eine  will- 
kürliche I'uncdon  enthält,  nftmlich: 

1  =  1 

Die  Coefflcienten  m.^^^  sind  der  Art,  dass  man  leicht  die  Grössen  p^  entwickeln 
kann.    Setst  man  nänüich  vor  der  Hand: 

so  hat  man  •  Gleichungen  yon  der  Form: 

wo  r  alle  Werthe  von  1  bis  s  annimmt. 
Setien  wir  jetst : 


wo  die  QrÖHen  t    tu  bMtiminen  sind,  m  luit  man,  wenn  nwn  in  d«8  System  li- 
nearer Qleiehongen  einsetit: 

«.=-i  ___!_+  ^  J___L_+  . . . .  +  X  _0_1_+  . .  . 


+  ^    '*    *    . 
»=i  ^(j)«-i 


Nun  ist,  da  t    and  «_  innerhalb  jeder  Summe  nnrertndort  bleiben: 
9  9 

'=•      "•/'^_       /      |W   ,/(••)•  ,(r)t-t\     ^      /      ,(r) 

+  ;(»)^^^;  "^  ■  •  ■  ■^,(j)'~'«  v'^ii^))  '*'w^^' 

Sind  r  und  q  von  einander  rersehieden,  so  ergibt  sich  hieraus: 

und  da  {(^^  und  l^^^  Wuneinder  Gleidiong  7)  sind,  so  ergibt  sich  hierfOr  der 

Es  verschwinden  also  auf  der  linken  Seite  unserer  Gleichung  alle  Glieder,  wo 
9  von  r  Terschieden  ist.    Für  qssr  findet  man  direct: 

26 
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Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  7)  mit  ^Oi  <o  ist  also: 

«=l;(r).-l  '' 


mithin: 


r-      ,(r),-l     • 


and: 


v= 


also: 


Nun  ist: 


P.= 


*'-'(») 


und: 


P 


dx^  r)x. 


Vereinigen  wir  beide  Ausdrücke,  und  bilden: 


80  kommt  dafür : 

*«/-'-•  d.,*-'     ?=«-^      ü»(i(?)) 

Dieser  Ausdruck    muss  integrabel   sein,  wie  dies  das  ganze^  Verfahren  in  jedem 
Falle  verlangt.    Nun  war: 

Setzt  man,  wie  dies  doch  immer  geschehen  kann: 

wo  w^*'  ebenfali*   eine   wilUOrliche  Function  von  «,+  {''^«,  ist,  so  erbalt  man: 
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WO  geeetat  ist: 

Den  Bedingungen  der  Aufgabe  gem&ss  isK  die  Function  unter  dem  Summenseichen 
integrabel. 

F&hrt  man   in   derselben   Weise    fort,    so  erh&lt  man  durch  snocessives  In- 
tegriren : 


femer : 


schliesslich: 


s=*r/'-0(,,  +  /W^O  +  B.(-0, 


9  =  1^ 
Die  Functionen  </•/'" '^,  </a^'~*^  .  .  .    V,^'""^^   sind   willkürlich,    folgUch  ist 

der  Ausdruck  für  z  das  Tollst&ndige  Integral  und  nur  B^^'^"^  ist  auf  dem  an- 
gegebenen successiyen  Wege  eu  ermitteln. 

Werden  2  Wurzeln  der  Gleichung?)  l^^^  und  l^^^  gleich,  so  enthfilt  dieser 
Ausdruck  swar  eine  willkürliche  Function  weniger,  indess  kann  man  in  diesem 
Falle  genau  wie  in  Beispiel  III)  des  Abschnitt  15)  verfahren. 

Ist  A  einer  Oonstante  gleich,  so  verschwindet  die  Grösse  B^^'""  ^ganz,  und 
man  hat: 

»  =  *!'    y^,(x.  +  /(^^x,). 

Diese  Gleichung  l&sst  sich  auch  leicht  direct  verificiren. 

18)  Erweiterung  der  Amp^re^schen  Methode. 

Auch  die  Amp^re*sche  Methode  lässt  sich  einer  ähnlichen  Erweiterung  auf 
Gleichungen  von  höherer  Ordnung  unterziehen. 

Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  2)  des  vorigen 
Abschnittes,  welche  die  Form  haben: 

durch  Elimination  von  dx^  lineare  Relationen  von  der  Form: 

bilden  lassen.    Setzt  man  nun: 

26* 
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BO  kann  man  statt  der  Gleichung  1)  sich  die  allgemeinere: 

B)  ^^,,+A,,,+  ..  .  +^,^,f,^,+  ^„^^Ä^^^«^^»il 

bilden,  wo  die  Grössen  B      .  wie  die  Ä  Ton  z,  x^,  «,  und  den  Di£ferenzialqao- 

tienten  von  z  bis  inclnsive  sn  denen  von  der«— Iten  Ordnung  abhängen,  «t,  ß 
befiebige  Zahlen  zwischen  1  and  s  sein  können.  Die  Gleichungen  A)  sind  dann 
als  Integrale  zu  betrachten,  und  su  dem  System  2)  kommen  dann  Gleichungen 
von  der  Form: 

hinzu.  Diese  Ausdrücke  sind  in  die  Form  3)  mit  aufzunehmen,  indem  man  d  für 
d  schreibt,  und  die  mit  den  q  und  u  multiplicirten  Ausdrücke,  nachdem  einer  die- 
ser Factoren  durch  Gleichung  B  eliminirt  ist,  einzeln  gleich  Null  zu  setzen. 

Es  ergeben  sich  dann  die  zu  integrirenden  totalen  Differenzialgleichungen 
ganz  wie  oben.  In  jedem  speciellen  Falle  sind  diese  Betrachtungen  leicht  aufzu- 
führen, und  thut  man  besser,  dies  bei  jeder  zur  Integration  vorliegenden  Gleichung 
wirklich  zu  thun ,  als  von  der  jedenfalls  schwer  zu  bildenden  allgemeinen  algo- 
rithmischen Form  auszugehen. 

19)  Lineare  Gleichungen  zweiter  Ordnung  mit  mehr  als  2  an- 
abhftngigen  Variablen. 

Wir  betrachten  als  zweites  Beispiel  einer  Erweiterung  der  Monge*8chen  Ife- 
thode  jetzt  eine  Gleichung  von  der  Form: 


■f  Jim  "T       ~  T    •      •      •       •       T**  5       5^ 

■  •     I 


9 

n 


n  ox  * 

n 

Die  Grössen  A^^  A^  ,  .  .  A^^  A^^  ' .. .  A^  ^    ,  B  sind  Functionen  von  z,  «j, 

Xj^  ,  .  ,  X    und  den  ersten  Differenzialquotienten  von  z.     Wir  fuhren   folgende 

Abkürzungen  ein: 

dz  _  du    _ 

dx^"^''     öx^dx^^^hi' 

Offenbar  ist  dann: 

».,  *=?!,.• 

und  die  Gleichung  1)  ist  zu  schreiben: 


(»-0 
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mit  weldtw  sn  rerbinden  iit  daa  System: 

3)  rfj..  =  «,,  i'*«i+?,,  ,'fc.+  •  •  •  +?,,  n^n' 
WO  s  alle  Werthe  von  1  bis  n  annimmt 

Statt  dessen  nntersnchen  wir  wieder  den  Ansdnick: 

4)  A = J  ^  i/rff,  -?,^  /*.-?.,  /*.-  •  •  •  -?^  n*',)f 

WO  A|,  il,  .  .  .  X^  ,  zn  bestimmende  Functionen  sind,  und  wo  1=1  ist,  und 
denken  uns  q  durch  Gleichung  2)  eliminirt  Ordnen  wir  dann  diejenigen  Aus- 
drflcke  susammen,  welche  mit  gleichen  q  multiplicirt  sind,  so  erhalten  wir: 

n  n 


A 


('-0 


wo  in  der  letsten  Summe  $  und  f  alle  Werthe  zwischen  1  und  n  annehmen,  die 
Ton  einander  verschieden  sind. 

Damit  jedes  Olied  der  Gleichung  5)  der  Null  gleich  sei,  ist  su  setzen: 

-  \^*-\--,- V-'\-s +^s^'-'K=o- 

Aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  eliminiren  wir  dx    und  erhalten: 

Jedenfalls  ist  aber,  wenn  man  in  der  zweiten  Gleichung  6)  f  fOr  t  schreibt: 

und  aus  dieser  und  der  vorletzten  Gleichung  ei^bt  sich: 

WO  die  Zahlen  $  und  t  von  einander  verschieden  sein  mftssen. 

Setzt  man  zunächst  s  =  ii,  also  1=1,  so  kann  t  alle  Werthe  von  1  bis  n— 1 
annehmen,  und  man  hat  (ft^l)  quadratische  Gleichungen  von  der  Form: 

8)  ^J-^'S*-  \^'~S+  ^/*"'^=0i 

welche  l&r  jeden  der  Coefficienten  Jl  zwei  Werthe  geben. 

Was^  die  übrigein  Gleichungen  7)  anbetrifift,  so  kann  nach  dem  Bildungsgesetz 
der  A  nie  f  grosser  als  $  sein,  und  da  der  Fall,  wo  «  =  l  ist,  ausgeschlossen 
wurde,  so  ist  stets  «s;  deshalb  wird  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  sein: 

1+2+8+ . . .  +..-2=<*-;>^r^. 

]>a  X    und  X.  aber  vermöge  der  Gleichtmgen  8)  bekannt  sind,  hat  man  es  hier 
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mit  BediDgaogsgleichnngen  zwischen  den  A  zu  thun,  deren  Anzahl  — ^^ — ^-^     ist; 

also: 

„Soll  unsere  Methode  anwendbar  sein,  so  können  nur: 

**(>»+l)      (n-l)(n-.2)_^      . 
TT2 172 -^'•"^ 

Goefficienten  willkürlich  gewählt  werden,  w&hrend  die  andern  durch  die  Gleichun- 
gen 7)  bestimmmt  sind/* 

Dieselben  schreiben  wir  mit  Ilülfe  der  Relationen  8)  auch: 

9)         ^,(-^)  ä}'-\  +  ^.('-')  a}*-\  +  ^/'-O  aJ-'*-%  X, 

Diese  Qleichungen  zeigen,  dass  wenn  eine  der  (Grössen  A,  X  |  gegeben  ist,  sich  die 
übrigen  eindeutig  durch  dieselbe  und  die  Goefficienten  Ä  ausdrücken  lassen. 

Man  hat  also  nur  Systeme  von  Gleichungen  6),  welche  den  beiden  Werthen 
eines  der  Jl  entsprechen. 

Was  nun  diese  Qleichungen  6)  anbetrijQTt,  so  werden  vermöge  der  Relationen 

7)  und  8)  davon: 

(n~l)(n-2)^n(n-l) 

'•"^"*"         2 T~ 

identisch.     —     Die     zweite     Gleichung  p^re^sche  Gleichung  auf  mehr  Variablen 

6)   umfasst,    da  $   nicht   gleich   n   sein  erweitern.    Wir  unterlassen  dies  jedoch, 

kann,  n— 1  Gleichungen;  die  dritte,  wo  da   hierbei   sich    die  Anzahl  der  Bedin- 

(   kleiner   als  t  sein  muss ,  und  a  auch  gungen  noch  vermehren  würde  und  selbst 

,  .  ^  .     ,  ,        »(»I— 1)  ^.  .  das  hier  gegebene  Verfahren  nur  in  we- 

gleich  n  sein  kann,   hat  ^  Glei-  „jg^„  päfieS   Anwendung  ündet.     Dcn- 

chungen,  was  mit  Hinznnahme  der  ersten  »<>«^  ^>*^®^  ^'^  geglaubt,   da  die  Fülle, 
it(n— 1)       .   n(n4-l)  ^<>   psrtielle   Differenzialgleichungen   in- 
Gleichung 6) —  2       +n'= — i  Glei-  tegrirt    werden   können,    überhanpt  nur 

y  ^^v  selten  sind,  diese  Erweiterung  nicht  über- 

chungen  gibt,  von  denen  ^        ^     aus-  gehen  zu  dürfen. 

fallen,  so  dass  das  System  6)  aus  n  Glei-  20)  Integration  der  partiellen 
chungen  besteht,  in  welchen  jedenfalls  Differenzialgleichungen  durch 
aber  die  erste  enthalten  ist.  Reihen  und  durch  bestimm teln- 

Jetzt  sind  ganz  die  früheren  Schlüsse   tegrale. 
zu   wiederholen.      Lassen    sich   für   ein       ^       ,  '  «      ,. 

System    der  Werthe  JL    der  Gleichnngen       ^^  ^'^  Integration  selbst  linearer  par- 

8)  aus  diesen  n  Gleichungen  6)  auch  t^ö^l«^  Differenzialgleichungen,  wie  wir 
fi  Integrale  von  der  Form  u.,  •»,...  gesehen  haben,  durch  die  vorhin  gege- 
tf    ableiten,  so  setzt  man  ^^^^^  Methoden   nur  in  seltenen  FUlen 

^  gelingt,  so  bleiben  eben  nur  Reihenent- 
\^^  (.^u  ^2  •  •  •  **n_-i)»  Wicklungen  und  bestimmte  Integrale  übrig, 
,  ,  ^  ^  „  ^.^  .  ,  1  .  die  wir  als  nahe  verwandt  hier  gemein- 
und  hat  eine  partielle  Diflferenzialglei-  gchaftlich  betrachten.  Auch  selbst  wenn 
chung  erster  Ordnung,  die  man  entwe-  ^j^^  ^^^  Methoden,  die  wir  vorhin  an- 
der direct  mtegrirt,  oder  mit  einem  In-  y^^  ^aben,  ausführbar  wäre,  zieht 
tegrale  des  zweiten  Systems  verbindet,  ^an  bei  der  Behandlung  bestimmter  Pro- 
Da  man  aber  aus  diesen  beiden  Glei-  ^^j^^^  ^^^  Reihenentwicklung  oft  vor,  da 
chungen  nicht  sammtliche  ersten  Diflfe-  ^j^  ^^  möglich  macht,  die  willkürlichen 
renzialquotienten  von  z  herleiten  kann,  Functionen  von  Anfang  an  den  gegebe- 
so  sind  diese  beiden  Integrale  eben  nur  ^^„  Grenzbedingun^en  gemiUs  zu  wäh- 
als  simultane  unserer  Gleichung  zu  be-  j^^^  ^^jj^  „j^  Yiereiis  an  einer  früheren 
trachten,  und  aus  ihnen  die  übrigen  nach  g^^jj^  gezeigt,  im  Allgemeinen  die  Spe- 
einer  der  bei  den  partiellen  Differenzial-  cialisirung  derselben  eine  der  schwierig- 
gleichungen  erster  Ordnung  gegebenen  ^^^^  Aufgaben  bildet. 
Methoden  abzuleiten. 

In    Ähnlicher  Weise  wie   im   vorigen  Zunächst  geben  wir  folgenden  allge- 

Abschnitte  könnte   man  auch  die  Am-  meinen  Satz,  welcher  oft  gestattet,   aus 
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partienl&ren  Integralen  allgemeine  abaa-  Ordnung  ist,   und   die  daher  ein  allge- 
leiten, meines  Integral  mit   einer  willkürlichen 
Sei:  Fnnetion  hat.     Sei  för: 

^iFi+-4jPj+  •  •  •  +Ä«=0  1=0,        «•=y'(«), 

eine  gegebene  Di£ferenzialgleiehnng,   wo  so  ist  nach   dem   Madanrin'schen  Satz: 
2   die   abhängige  Variable,  /'i,  p,   .  .  .  p 

deren    Differenzialquotienten    nach    den         M=y  (jr)+'v*'+^ — ö*'»'''^   *  *  ' 
unabhängigen  Variablen  «i,  «,  ...of  ^'^ 

..4^11«^    «k-.«  A^     «V     j-  wo   uJ,    uj'  ...    die    Werthe   Ton : 

genommen  vorstellen,  ohne  dass  über  die  s     ^f J      ^ 

Ordnung     derselben     etwas    festgesetzt  --,  ^-^  .  .  .,  für  «=0,  andeuten, 

wird,  auch  das  nicht,  dass  sie  etwa  alle  dl    d*  ^,  .  ,  ,       . 

von  gleicher  Ordnung  sein  sollen ;  seien       Vermöge  unserer  Gleichung  aber  ist : 
ferner  die  Coefßcienten  A^,  A^  .  ,  .  B  u^'  =  a*g/'(x), 

nur  von  den  unabhängigen  VilKablen  o? ,,  ^  /^  _  ^4  «/k  (x) 

af,    .  .  .  abhängig.     Sind  dann  «', »". .  .  o    -      t     v  / 

Werthe   von   s,   welche  diese  Gleichung  u.  s.  w. 
erfüllen,   also  particuläre   Integrale,   so       B"  ^^  nämlich: 


w 


ist  auch  »=m|»'+m, »"  ...   ein  Inte-  d*u      ^    <^*»  _   4  ^* 

gral,   wo  m.,   m,  beliebige  Constanten  S7»~"    dlda?«~*    5«*  *  "  * 

sind,  denn  offenbar  macht  das  Einsetzen 

dieses  Werthes   von   z   in  unsere  Glei«  ^'^' 

chung   dieselbe    identisch.     Enthält   das  •      ///  n  ,  «**'y''^(*) 

particuläre  Integral  »^  eine  willkürliche   i«  =  (y.(a?)+a'«y    («;+ j--^ 

Constante  a,  so  kann  man  also  auch  a*  I*  y^^  (a?) 

setzen,  wo  sich  «  in  den  einzelnen  Glie-  ^'^"^  Reihenentwicklung    gilt  natürlich 

dern  iach  einem  beliebigen  Gesetze  an-  ""    »^  ,^*?«^   **» /«'^  «?^*^^*«  ^*^ 

dert,  und  die  CoeificientJn  m     beliebige  ^P'J  ^  (*)  bewirkt,  dass  dieselbe  conver- 

'  €t  ^  girt,   wobei   die    allgemeinen   Fnncipien 

Constanten  sind.    Ferner  sind  wie  leicht  der  Convergenz  der  Fotenzreihen  maass- 

zu  sehen,  Integrale  die  Ausdrücke:  gebend  sind. 

^2  Würde    man    aber    dem  Ausdruck  u 

j_ ff^  einen   Anfangswerth    für   «  =  0    geben, 

"  ba  so  müsste  das  Integral  zwei  willkürliche 

QQ^.  Functionen  enthalten,  da  die  Gleichung 

nach  X   von   der  zweiten  Ordnung  ist. 

z:=  fi  düf  Nehmen  wir  an,  es  sei  gleichzeitig: 

das  letztere  in  beliebigen  Grenzen  und  »  \  /> 

auf  beliebigem  Wege  genommen,  voraus-   ^nd : 

gesetzt,  dass  s     auf  letzterem  nicht  dis-  f!f  =  f(A 

continuirlich  wird,  welcher  Fall  eine  be- 
sondere Untersuchung  erfordern   würde.    '^  bat  man: 

Was   die  Entwickelung  in  Reihen  an-  »' 

betrifft,  so  bedient  man  sich  in  der  Re-  t»=A(0+«'^(0+j-72«o    + 

gel  der  unbestinunten  CoefÜcienten,  einer 


ar» 


Methode,    welche  jedoch    zunächst  nur  1       ^       ^  /// 1 

particuläre  Integprale  liefert ,    auf  welche  1  •  2  •  3    ^  *  *  *' 

dann   der  vorhergehende  Satz  anznwen-  ^o  n/',  t»o"'  ...  die  Differenzialquo- 

den   ist,  um   sie   den  Bedingungen   der  tienten  von  u  nach  x  genommen  bedeu- 

Aufgabe     gemäss     zu    verallgemeinern.  ^„    ^enn  man  «=0  setzt    Nun  ist: 
Zuweilen  gibt   der  Maclanrin'sche    oder  s,  ^    . 

Taylor'sche  Satz  das  allgemeine  Integral  Ljf  =r  — -  ^ 

unmittelbar.  djr*      a«  d*' 

I)  Sei  z.  B.  gegeben  die  Gleichung:  d'u 1    d  /du\ 

du         d*u  dx^  "^  a^  dt  \dxr 


=  a* 


dl"      d«»'  d^u 


eine  Gleichung,   die  nach  t  hin  erster 
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alfo; 


also: 

«=/'(0+xF(«)+J^^(0+J:^F'(o^,5-^F"(o+  . .  . 

Um   die  Identität  beider  Reihenentwicklangen  su  zeigen,   entwickelt  Poisson  die 
Function  f(t)  nnd  F(i)  nach  ganzen  Potenzen  ron  I,  and  aetzt: 


Man  hat  dann: 


«=.l,+Ä.a:  +  .i,j-^+B,  j-.g-^+  .  .  .  +i(A^+Ä^jr+^,j_ 


*» 


und  setzt  man  die  willkürliche  Function: 


«*.«.«■  «* 


so  erhalt  man  wieder  die  zuerst  gegebene  Reihenentwicklung  Ar  u. 

Wir  wollen  jetzt  die   zuerst  gegebene  Entwicklung  Ton  ti  in  ein  bestimmtes 
Integral  verwandeln. 


Man  hat: 


+00 


—OD 


und: 


+  00 


•OD 


«         a     dtt^ : f^' 


Mit  Berficksichtigang  dieser  Gleichungen  kann  man  dem  Werthe  von  «  die  Form 
geben : 

^»+00 

Vit    M       *■• 

-00 


+  .  .  .]  «~     dof, 


d.  h.  mit  Berücksichtigung  des  Tajlor'schen  Satzes: 


1      /«too  9 


=  2^y[y(*+2aaVO+y(«-2«ayO]e"""'rf«. 


393 

Eben  so  gut  hätte  man  den  mit  nngraden  Potenzen  von  yi  multiplicirten  Glie- 
dern, welche  Terschwinden ,  das  negative  Vorzeichen  geben  können,  nnd  aomit 
erhalten : 

.+00 

Es  ist  also  anch: 

Diese  Form  ist  für  negatives.  I  die  angemessenste,  da  die  beiden  zuerst  gegebe- 
nen Ausdrücke  einen  imaginären  Theil  enthalten,  welcher  in  dem  letzten  Werthe 
von  u  aber  sich  weghebt. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Gleichung: 
Sei  für  1  =  0,  ti  =  9'(«),  so  hat  man: 


also: 


In  dieser  Form  ist  allerdings  zun&chst  nur  eine  willkürliche  Function  vorhanden, 
indess  wird  durch  jedes  Integral  eine  nene  willkürliche  Constante,  also  deren  un- 
endlich viel,  eingeführt.    Seien  bezügfich: 

^•W»  yi(«).  yaW»  Vi(«)  •  •  • 
die  Werthe  von: 

? («).  j  y («) ^^  fjg  (*) ^^'JjJ^ (*)  ^*> 

wenn  man  Null  als  untere  Grenze  sämmtlicher  Integrale  nimmt,  und  in  der 
Gleichung: 

A  80  bestimmt,  dasa  9>«  (0)=0  wird.    Es  ist  dann  allgemein: 

JJ  y («)<*»■  =««+«i«+j72+yi(«)f 


lian  hat  nun: 

xt        X*  t*  X*  t^ 
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f*  I* 

+* ^*» i~2+*»r:2:3"*"'''  1.2. 3. 4"*'  •  •  -^ 

■^  1.2^'*' rFs"*""*  572^3. 4"*"**1. 2. 3.4.5^  •  •   ^ 


Setzen  wir  nan: 


'•  rr2+*' OT"^**  17^8:4+ •••  =/o^' ('^^ 

r  ^,(i)rf«=^,(i), 
/  0 


so  kommt: 

«-«ll+p +  (172)"»  **"(!. 2^"*"  '•  'J 
+/!  (*)+*'/«(«)+ j72y,W+  .  •  • 

+  ^,(l)+a:i/,,(0+j^^,  (0+  .  •  -1 

ein  Ausdrack,   worin    zwei  willkürliche  Functionen   v,  (x)  und   »/'((O    enthalten. 
Fär: 

x=0  und  f=0     wird    uz«, 
•  für 

a;=:0     ist    ifza  +  V'iCO« 
£tir 

1=0,         ii  =  rt  +  (ir,(*). 

Nach  diesen  Bedingungen  lassen  sich  die  Functionen  r/i  und  ip^  mittels  der  An- 
fangszustände bestimmen. 

um  diesen  Werth   ron  11  in  ein  bestimmtes  Integral  zu  verwandehi,  bemerke 
man,  dass  man  hat: 


•/ 


»-■(')=  i.a.a!..,-./!  ('-")*" '^'*'^">'^" 


wo  7/,  ^/  die  Diiferenzialquotienten  von  </ 1  und  ip^  sind.     Offenbar  gibt  näm- 
lich die  smal  wiederholte  theilweise  Integration: 

/(*-«/" 'yV(«)rf«=(«-«)""  %•«+('-!) (*-«)+  •.  • 

+(*-l)(f-2).  .  .  3.2.ly,_j(«). 
An  der  Grenze  a=:0  aber  rerschwinden  alle  Functionen y. (a),  und  an  der  Qrenze 


«=< 
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a=x  alle  Glieder,  welche  mit  j:— a  maltiplidrt  sind,  d.  h.  alle  bis  aufs  letste. — 
Dies  in  den  Werth  Ton  u  einsetzend,  erhält  man: 

X  i       X*  t*  x^  /' 


Es  ist  aber,  wie  leicht  zu  verificiren: 

»I 
2 


/.  a«    j     1.3-5  . ..  C»«-i} 
„  1  •2*3  ...  2f 


d.  h. : 

n 

^ I       Sin      C(  arr. 

(1.2.3...*)«      1  •  2.  3  .  .    .  2«/   0 

Es  kann  also  der  erste  Theil  von  u  auf  die  Form  gebracht  werden: 

n  n 

Fiir  die  beiden  andern  Theile  von  n,  die  ganz  ähnliche  Werthe  annehmen,  kann 
man  die  Bxponentalgrössen  in  trigonometrische  verwandeln,  und  erhält  schliesslich : 


n 


u  =  ^  r    r^,V(*0Bin»«^^-'2V(*l)sin««]d« 
n  J  n 


n 
2 


+— r      r     cos2V «(/?-«)  sin  •  a  7.'  (ß)  da  dß 
nß  i^  J    „ 


n 

+  — r    r      cos2y«  (/J-0  sin  «  « ^^/  (^)  da  dß. 
Die  Gleichung: 

druckt  den  Schwingungszustand  eines  loftförmigen  homogenen  Körpers  ans.  — 
Um  für  u  einen  möglichst  bequemen  Ausdruck  abzuleiten,  ist  es  jedoch  zuvor 
nöthig,  das  Doppelintegral: 

I      F  [/  cos  ^ + m  sin  ^  cos »// +ii  sin  i*^  sin  i/j]  sin  »  d»  dtp 
qJ    0 

in  ein  einfaches  zu  verwandeln. 

If  m^  n  sind  hier  beliebige  Oonstanten,  F  eine  ganz  willkürliche  Function. 
Wir  setzen: 
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also: 

so  hat  unser  Integral  den  Werth: 

»77      #«2  TT 


wo : 

cos  l = cos  *  cos  y + sin  ^  sin  *'  cos  (v— vO- 

Es  ist  nun  bekanntlich :  sin  .^  dd-  dtp  das  Element  der  Oberfläche  einer  Kugel, 
welche  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  Radius  1  beschrieben  ist,  X  der 
Winkel,  welchen  2  durch  &  ip,  ^'  ^'  bestimmte  grade  Linien  mit  einander  machen, 
vorausgesetzt,  dass  man  unter  1,  ^,  \p  die  Polarcoordinaten  der  Kugelfläche 
versteht. 

Da  sich  vermöge  der  Grenzbedingnngen  unser  Integral  über  die  ganze  Kngd 
erstreckt,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  sein  Werth  von  der  W^l  der  Axen  g^nz 
unabhängig  ist,  denn  weder  das  Element  der  Kugelfläche,  noch  der  Winkel  JL 
wird  durch  diese  berührt.  Man  kann  also  als  Axe  der  x  die  durch  die  Winkel 
^',  ^'  bestimmte,  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehende  Richtung  neh- 
men, so  dass  man  hat: 

also : 

I      I      F(h  cos  &)  sin  &  d9-  d^^ 

ein  Ausdruck,  der  leicht  nach  \p  integrirt  werden  kann.    Man  erhUt: 

/n 
F(ibcos^)sin»<<.^ 
0 

oder  wenn  man: 

cos^  =  ^ 

setzt : 

Kommen  wir  jetzt  auf  unsere  Gleichung  zurück.  Dieselbe  ist  nach  jeder  der 
Variablen  zweiter  Ordnung  und  enthält  also  aueh  zwei  willkürliche  Functionen. 
Um  dieselben  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  dass  für: 

und: 

werden  mögen. 

Setzen  wir  voraus,  dass: 

ein  particuläres  Integral  sei,  und  führen  diesen  Werth  in  die  Differenzialgleichung 
ein,  so  verschwinden  alle  Variablen,  und  man  erhält  die  Bedingungsgleichung 
zwischen  den  Constanten: 

welche  mithin  ausreichend  ist,  damit  die  gegebene  Ezponentialgrösse  wirklich  ein 
particuläres  Integral  gebe. 

Da  diese  Gleichung  quadratasch  ist,  so  gibt  es  also  zwei  Werthe  von  «,  und 
ihre  Differenz,  mit  einer  Constanten  multiplicirt: 
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MteP'-^rV-^^^J^'^l^'f'd^. 


ist  ebenfalls  ein  Integral,  welches  sich  anch  sshreiben  Iftsst : 

e 
I 

Wenn    wir    c"  ^    statt    der  Function   F[ay/'+m*+n*]   betrachten,    so   kann 

man  das  in  den  Grenzen  I  genommene  Integral  nach   dem  oben  gegebenen 

Satie  in  ein  Doppelintegral  von  den  Grenzen  0  nnd  tt,  0  nnd  2/r  verwandeln,  so 
dass  man  hat: 

uzzMiB^'^yy^^^  f*   r"''^«i8<cos3+ay«sin»coiV'+«cf/sin,'^8inv»^.^^^^^^^ 

oder: 
u=  r  r*\|«/'(*+«'<»»*)+y(y+«'""'*«>8V')+<f(»+««8in*8in^)^.^^^^^^^ 

Eine  Samme  Ton  solchen  Ansdrncken,  in  welchen  /9,  y,  «f,  Af  sich  nach  irgend 
einem  Gesetze  ändern,  mnss  ebenfalls  der  partiellen  Differenzialgleichnng  genfigen. 
Pa  man  aber  jede  Function  von  drei  Variablen  «,  v,  lo  in  eine  Beihe : 

nach  dem  Fourrier*8chen  Satze  verwandeln  kann,, so  kann  man  setzen: 
_  j^   Ä  (« +a  *coB  *)4-y  (y +ö  Isin  *cos  ^)+ <^ (»+«  *  sin  ^ sin  ^) 

—F\x-\'ateo%^^  y  +  a  <  sin  ^  cos  \(',  A+aisint^sin^j, 
nnd  man  hat  mithin: 

1  r^  r^^ 

^=^  I       I      iBmd'd9'dtpF[x'\'atcoa  9y  y-i-at  Bin  &coB^,  i+at am  ^Bintfi], 

1  du 

Der  Factor  y-  hat  den  Zweck,  zu  bewirken,  dass  für  1—0,  x-7  =  i^(^)  jfjs)  werde, 

j      sin  d-  dd-  difj    gleich 

der  Oberflache  einer  Kugel  mit  Radius  1,  also  gleich  4^  ist.  Der  gefundene 
Werth  von  u  erfüllt  also  die  zweite  der  Grenzbedingungen,  während  für  <=0, 
tf=0  wird. 

Kann  man  nun  ein  zweites  Integral  finden,  welches  für  <  =  0,    u—f{z,  y,  z) 

du 
gibt,  während  -r-  für  f =0  verschwindet,  so  wird  die  Summe  beider  Integrale  offen- 
o  t 

bar  beiden  Bedingungen  genügen,  und  also  das  allgemeine  Integral  sein. 

Diese  Bemerkung,  welche  sich  überhaupt  auf  lineare  Differenzialgleichungen 
leicht  anwenden  lässt,  gestattet  gewissermaassen,  die  Grenzbedingnngen  zu  theilen 
und  so  das  allgemeine  Integral  aus  einer  Anzahl  particularer  zusammenzusetzen. 
Ein  solches  zweites  Integral  ist  hier  leicht  zu  finden.  Denn  wenn  irgend  ein 
Ausdruck  unserer  Differenzialgleichung  genügt,  so  muss  seine  Ableitung  nach  t 
derselben  auch  genügen,  wie  man  ersieht,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  t 
differenziirt,  und 

du 

57  =  *' 

setzt,  wodurch  man  die  ganz  gleiche  Form : 
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erh&lt.    Es  ist  also  ein  Integral: 

Y:  I       I      i%\n^d'&  dipf(x-^alcxi%^^  y+al  sin  «^^  cos  \f»,  s+al  sin  •'^  sin  v^). 


wo  die  Function  F  durch  ^  ersetst  wurde.  Man  sieht  aber  sogleich ,  dass  dieser 
Ausdruck  für  1  =  0,  u=:f(x,y,  i)  gibt,  w&hrend  sein  Differenzialqnotient  in  Hexng 
auf  t  für  diesen  Werth  verschwindet.  Unsre  Gleichung  hat  also  das  allgemeine 
Integral: 


Mz=z-^  I       I      tain^d^äi^  Fix-^-mteoa^y  y  +  af  sin j^cos^,  s  +  alBin^sin  ^) 

-f  j-T-:  I       /      tain  &  d9  dtp  f(x+atcOBf^t  y-\-ata\ni^coatp,  s+a  I  sin  #^  sin  ^). 

Dieser  Werth  von  «  erlüUt  die  vorgeschriebenen  Bedingungen,  dass  ftlr  <  =  0 
wird: 

Dieses  Resultat  ist  von  Poisson;  es  ist  mitgetheilt  in  den  N&u9einuB  mämaoiret 
de  Pacademie  de$  iciencei,  iome  III. 

IV)  Eine  Methode,  welche  in  vielen  FUlen  anwendbar  ist,  geben  fol^nde 
Betrachtungen. 

Gehen  wir  von  der  Gleichung: 

dl>~""    da?« 

ans ,  welche  ein  besonderer  Fall  der  vorigen  ist,  und  aus  dieser  entsteht,  wenn 
man  y  und  s  constant  annimmt,  also  vorausgesetst,  dass  die  gesuchte  Wellenbe- 
wegung nur  parallel  der  Aze  der  x  stattfinde.    Es  sei  für: 

»=o,    «=/•(»).  ^,=n')- 

Es  kommt  lunachst  darauf  an,  ein  particnl&res  Integral  zu  gewinnen,  nnd 
dieses  ist  offenbar: 

u  =  cos  am  f  cosm(x—  b), 

wo  m,  b  willkilrliche  Constanten  sind. 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  einer  willkürlichen,  nur  von  den  Con- 
Btanten  abhängigen  Grösse,  s.  B.  <f(b),  so  hat  man  ebenfalls  ein  Integral,  und 
auch  das  Integral  dieser  Grösse  nach  Constanten  ist  ein  solches,  was  anch  die 
IntegrationsgrenBcn  seien. 

Man  kann  also  setsen: 

u=  j ß  (f(b)coaamtcoam(x^b)dmdb. 
Für  1  =  0  hat  man: 

u 


^  I  /  ff  (b)  cos  m  (x-^b)dm  db, 


es  soll  aber  «=:^(«)  für  diesen  Werth  sein. 

Nach  der  bekannten  Fourrier'schen  Formel  (vergleiche  den  Artikel:  „Quadra- 
turen", Abschnitt  48)  hat  man: 

1     /»+<»      #.+00 

^(6)  =  J!l  #  I      f(b)coam(x'-b)dmdb. 

2/r,y   _QQ  J    _QQ 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  gefundenen  Werthe  von  «,  so  sind  also  —  oo , 
+  00  als  Grenzen  beider  Integrationen  an  nehmen,  und  ausserdem  au  setzen: 
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.m-'-i. 

80  dass  man  hat: 

u^fC-  I  I      f(b)cOBamtcoam(X'-b)dmdb, 

womit  der  ersten  Bedingung  genügt  ist.    ^  wird  =0  für  ii=0. 

Kach  der  im  vorhin  behandelten   allgemeinem  Falle  angewandten  Methode  ist 

nun  ein  ähnlicher  Ansdruck  zu  fiüden,  der  für  f=0  verschwindet,  nnd  -r-^Fix) 

dt 

für  diesen  Fall  gibt. 

Ist  u  ein  Integral  unserer  Gleichung,   so  ist,  wie  sich  unmittelbar  yerifioiren 


/udt  ei 
0 


l&sst,  auch    I    udt  ein   solches.    Wir  könnten  daher  in  der  Torigen  Formel,    in 

welcher  wir  f  mit  F  vertauschen,  das  Integral  nach  I  nehmen,  und  selbstverst&nd* 
lieh  wird  dann  den  obigen  Bedingungen  genügt  sein.    Bs  ergibt  sich: 

""^^aj  _,J  S^'^  ~^  cosm(,>6)dmrf6, 
und  der  allgemeine  Werth  von  w  ist  also: 

1    /»+°°    /»+«>  ^ 
u=^  I  I      f(p).C0B amtcoBm(x—b)dmdb 

+_-  /  /      ^(6)  —  —  coam{X''b)dmdb. 

Da  wir  bereits  früher  ein  Integral  dieser  Gleichung  ohne  Quadraturen  gefunden 
haben,  so  muss  dies  hier  gegebene  damit  übereinstimmen,  was  leicht  su  veri- 
fidren  ist. 

V)  Die  schon  betrachtete  Gleichung: 

welche  ein  völlig  bestimmtes  Integral  hat,  wenn  man  für: 

lz=0,        u=F(x) 
setzt,  wollen  wir  nach  derselben  Methode  behandeln. 
Ein  particnl&res  Integral  ist: 

«2:  e         C08m(*— 6), 

und  durch  Veriflcation  findet  man,  dass  die  Gonstanten  der  Bedingung  genügen 
müssen : 

ein  allgemeines  Integral  also  ist: 
und  dies  gibt  für  f=0: 

-t      /«  +  0O      ^+00 

ti=2^/  /    F(6)cosm(a?-6)rfm<tt=F(»), 

nach  dem  Fourrier'schen  Satze,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist    £d  fragt  sich  noch, 
in  wiefern  dieser  Ausdruck  sich  vereinfachen  lässt. 
Es  ist: 


/ 
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+  00  p* 

e  cob2p  u  au  =:- — e 

-00  • 


f» 


und  somit: 


/_• 


also: 


+00  (jC-A)« 

e  coswfas  — A)dii»=ir-  e       *»   «  , 

.00  «V 

+oo_/y-6\« 


-00 

Früher  hatten  wir  gefunden: 

,  +  00 
OO 

Anf  diesen   Ausdruck    lisst  sich  das  ohige  Besultat  leiöht  xuruckAhren,    wenn 
man  setzt: 

also: 

Kimmt  man  das  obere  oder  untere  Zeichen,  so  erhUt  man : 

1     /•+«>-«i 
«  =  |~  /        e    "  F{x±2aaYi)da, 

und  die  halbe  Summe  beider  Werthe  kann  also  tti  u  gesetst  werden,   was  mit 
der  angeführten  Formel  übereinstimmt. 

VI)  In  gleicher  Weise  l&sst  sich  auch  die  Gleichung: 


behandeln,   sie  drückt  die  Fortpflanzung  der  W&rme  in  einem  homogenen  KOiper 
aus.    Die  vorhin  behandelte  Gleichung  entspricht  dem  Falle,  wo    der  Körper  in 
allen  der  (y»)  Ebene  parallelen  Richtungen  gleichmftssig  erwärmt  ist. 
Sei  für: 

f=:0,        i#=F(«,  y,  z). 

Nehmen  wir  zunächst  das  particuläre  Integral: 

«=«  cosa(x— |)cos/9(y— i7)cosy(<— C)» 

so  erhält  man  durch  Einsetzen  in  die  Differenzialgleichung : 

Es  ist  nun  nach  dem  Fourrier'schen  Satze: 

1        /•+00 

F(«,  y,  »)  =  gj^   /    F(|,  ti,  C)coaa{x-^)coaß(y-fi)isoByii-^Odttdfldyd(dnd(, 

wo  das  Integralzeichen  eine  sechsfache  Integration,  jede  in  den  (Frenzen  — oo  und 
+  00  anzeigt.  Man  erhält  diese  Formel,  wenn  man  erst  y,  t  constant  denkt  und 
^(^»  y«  0  durch  ein  doppeltes  Integral  nach  dem  Fourrier'schen  Satze  ausdrückt, 
in  diesem  Resultate  y  variabel  denkt,  das  Verfahren  wiederholt,  und  endlich  mit 
z  ebenso  verfährt. 

Somit  wird  der  Ausdruck: 


coBy(h—()(Utdßiiyd^diidC 
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der  Orensbedinc^iig  genfigen  und  das  allgemeine  Besnltat  sein.  —  Durch  dieselben 
*Betrachtnngen,  welche  wir  in  dem  vorigen  speciellen  Falle  angewendet  haben, 
rednciren  wir  dies  sechsfache  Integral  aaf  ein  dreifaches.    Es  ergibt  sich: 

Y^  •^  —CO 
Vn)  Die  Gleichung: 

drfickt  die  Fortpflanzung  des  Tones  in  einem  elaftischen  Stabe  ans. 
Sei  f&r: 

Ein  particullres  Integral  ist: 

M=co8  o*  ai  cos  ir(jp->{), 
und  durch  gans  dieselben  Betrachtungen,  wie  bei  der  schwingenden  Seite,  erh&lt  man: 

n  =  5—  /  /    cos  a*  al  cos  a  (*—{)  f(f)  dl  da, 

einen  Ausdruck,  welcher  der  ersten  Bedingung  genflgt,  und  dessen  Differenzial  für 
1=0  Terschwindet.  Das  Integral  dieses  Ausdruckes  nach  I  in  den  Grenzen  0  und 
I,  in  welchem  man  F  statt  f  schreibt,  wird  für  1^0  verschwinden,  und  derDiffe- 
renzialquotient  davon  den  Werth  F(x)  geben.  Man  hat  also  das  allgemeine  In- 
tegral: 


1    /*+«   /»+<» 
1=5— .  /  /cos  «•  at  cos  a  (x—{)f(f)dlda 

»+»    ^+00  .in„«  ^1 


•00*^    —00 
Nun  hat  man  bekanntlich: 

/_CM  a«  «I  CO.  «  (*-{)  A.=  [  CO.  Qtgj)*  +.m  ^j)*  ]  y^. 

Setzt  man  also: 

•o  nimmt  der  erste  Theil  unseres  Integrals  die  Form  an: 

^y[si?[;i>)+cos(A«Mx+2Jiy^)  dL 

Es  ist  dies  der  Ausdruck  iUr  w  in  dem  Falle,  wo  die  Anfangsgeschwindigkeit 

dtf 

•TT  der  Kall  gleich  ist. 
ot  ' 

YIII)  Einem  ganz  ähnlichen  Verfahren  können  wir  auch  die  Gleichung  unter- 
werfen : 

deren  Granabedingungen  seien: 

1=0,      u=f(x,  y),      jj=0. 

Es  kommt  also  hier  nur  auf  ein  particnlares  Integral  mit   einer  willkürlichen 
Function  an. 

Man  erhält  als  particuläres  Integral  zunächst: 

27 
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tf —cotm'  mt  co8«(«— I)  cosfiCff—fj), 
nnd  durch  Kinsetsen: 

also: 

1      /•+°° 

Es  ist  aber: 

.+  00 


co8(«»  +/J*)«<cosa(*— ^)co8^(y— i|)rfßrf/l 

—00 

/+a> 
[co8a*fllcos/8*  a<— sin  a*  Ol  sin  ^*  «I],  GOsa(j:— ;)cos/9  (y — iy)  dadß. 


Integrirt  man  zunächst  nach  a,  was  mittels  der  Ausdrücke  für  diejenigen  in  den 
Grenzen  —  oo  und  +00  genommenen  bestimmten  Integprale,  welche  den  Oosinns 
oder  Sinus  eines  Quadrates  der  Variablen  enthalten,  leicht  geschehen  kann,  so 
erhält  man: 


(cos  a^  at  cos  ß*  at — sin  a  *  at  sin  ^  *  ai)  cos  «  (« — |)  da 

—00 

zzJ±[cosß*at  Bin/^+ Jl«)-8in/?««lsin^-2—  lA\ 


wo  man  wie  in  der  vorigen  Aufgabe  setzt: 

Das  Doppelintegral  erhält  also  den  Werth: 

j;  sin(~+i«)yjMiJ«a«C08/9(af-9)rf/J 


i. 


■00 


^\7i^'^  (^+A«)y  sin/J^«lco8i5(y-i7)rf/l. 


Man  verrichtet  die  Integrationen  in  Bezug  auf  ß  ganz  in  der  obigen  Weise ;  setzt 
man  also: 

so  hat  man  den  Werth: 

^^  [.„  ( J  +  ,.)  ein  ( J  +  ^.) -Sin  (^-r )  Sin  (^ 

und  also  f&r  den  Werth  von  ti : 

^  •/   —00*/    —00 
Ist: 

J^,=i^(*,  y)      för      «*=o, 

so  kann  man  ähnlich  wie  im  vorigen  Beispiele  verfahren.  Es  findet  aber  eine 
Beduction  des  zu  11  hinzukommenden  Theiles  nicht  in  der  Weise  wie  die  des  ersten 
Theiles  statt. 

IX)  Sei  noch  gegeben  die  Gleichung: 
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nad  Ar: 

8etst  man: 

bi 
11=:  e     «r, 

so  nimmt  diese  Gleichung  die  Gestalt  an: 

nnd  die  Grenzbodingnng  wird: 

Man  hat  also  ganz  ein  bereits  angestelltes  Verfahren  sn  wiederholen,  nnd  ist  das 
Besultat: 

mit  e      zu  mnltipliciren,  wodurch  «  gegeben  ist. 
X)  Sei  zu  integriren  die  Gleichung: 

TT"*  \S?"  W* 

Wir  setzen  als  particuläres  Integral: 

WO  P  nicht  von  i  abhängig  sein  soll,  sonst  indess  unbestimmt  ist.    Durch  Ein- 
setzen ergibt  sich: 


a> 


Dies  ist  eine  totale  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Integral  also 
swei  Constanten  enthält,  lAast  man  diese  nach  irgend  einem  Gesetze  yariiren, 
so  ist: 

auch  ein  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichung. 

Man  sieht,  dass  diese  Methode  der  Zurückfahrung  partieller  Differenzialglei- 
chnngen  mit  zwei  unabhängigen  Variablen  auf  totale,  ebenfalls  von  grosser  All- 
gemeinheit ist.  Es  fragt  sich  aber,  in  wiefern  man  hierdurch  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  gelangen  kann. 

Die  Gleichung: 

welehe  mit  unserer  übereinstimmt,  lässt  sich  leicht  auf  die  Biccatische  bringen, 
denn  setzt  man  P=zx  «,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

welche  durch  die  Substitution  t  ^       =x  gibt: 


wenn  man  setzt: 


»«=-5^.       *=      •* 


»+2* 


J^ 
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Die  letite  Differensialgleichang  ist  aber  diejenige,  anf  welche  man  gewöhnlich  die 
Biccatische  zurückführt.  Wendet  man  die  Integrationsmethode  der  letxteren  durch 
bestimmte  Integrale  an  (vergleiche  die  yorige  Abhandlang,  Abschnitt  30),  so 
ergibt  sich: 

Es  ist  nan  za  nehmen: 
Man  hat  aber  bekanntlich: 

also: 

.+Q0  _ 


QO 
und  diesen  Werth  in  den  von  u  einsetzend,  erhalten  wir: 

r'»       J  —00  J  0 

r  ^         ./  —00  '^  0 

Setzt  man: 


y.(ar)  =  —---,      VW  = 


wo  wegen  der  willkürlichen  Coe£ficientea  A  und  B^  auch  ^  und  ^  willkürliche 
Functionen  sind,  so  hat  man: 

uzzj^  f  f    y(j:cosA  +  2a>aV0e^^*sin-"*""*JlrfwrfA 

4/      _oO  ^     0 

Dieses  Integral  enthält  zwei  willkürliche  gegebene    Grenzen    nicht   Über- 

Functionen.      In  der  That  ist  die  par-  überschreiten, 
tielle  Differenzialgleichung  in  Bezog  auf 

X  Yon  zweiter   Ordnung.     Da   sie  aber  Wir  haben  in  Abschnitt  12)  gezeigt, 

in  Bezug  auf  i  ron  der  ersten  ist,  muss  dass  jede  partielle  Differenzialgleichung 

es  auch  möglich   sein ,    ein  allgemeines  pter  Ordnung  auch  ein  allgemeines  Inte- 

Integral  mit  einer  einzigen  willkürlichen  gral  untp  willkürlichen  Functionen  habe, 

Function  zu  bestimmen.    Wir  unterlassen  ^eren    jede   eine  Variable   weniger  ent- 

dies,    und    die  Anpassung  der  Willkür-  b&lt,   als  unabhängige  Variablen  vorhan- 

lichen  Functionen  an  die  Anfangszustände,  den  sind. 
Es  mag   dies  der  Wärmetheorie,  worin 

unsere  Qleichnng  vorkommt,  überlassen  Es  liindert  nicht,  dass  eine  Gleichung 

bleiben.  in  Bezug  auf  die  Variablen  yerschiede- 

ner  Ordnung  sein  kann,  ihr  Integral  ent- 

21)   Behandlung  der  partiellen  hält  dann  eben  mehr  oder  weniger will- 

Differenzialgleichungen,      wel-  kürliche  Functionen,  je    nach  Auswahl 

che  der  Beschränkung  unterlie-  derjenigen  Variablen,  nach  welcher  man 

gen,  nur  so  lange  zu  gelten,  als  die  Anfangssnstände  bestimmt 
ein    Theil    der   Variablen    oder 

gewisse    Functionen     derselben  Die  Gleichung: 
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z.  B.  beslimmt  die  Bewegung  der  Wärme  ^                           d3t<^ 

in   einem  Stabe,  den  wir  uns  unendlich  "a -■•'i+('a"~'i)Ä* -x-^ 
lang  denken  wollen.     (   ist  die  Zeit,   x 

die  Entfernung   eines  Punktes   des  Sta-  ' 

bes  vom  Anfangspunkte.  •             •             • 

Bestimmt  man  den  Anfangszustand  so,  •             •             • 

dass  der  Wärmezustand  zu  einer  gewissen  d'^u 

Zeit,  für  die  man  doch  immer  1  =  0  nch-  11=11         4.(1—^        )ai        ^""^^ 

men  kann,   in  jedem  Punkte  des  Stabes  *      *»~*       »     n— r          d«« 

gegeben  sei,  also  dass  dann  14  =  </(x)  sei,  Kennt    man    alle    Werthe    von    11. 

so    reicht    dfese   Bedingung    yoUständig  du^    d*u^ 

ans,    um   den    Wärmezustand    zu   jeder  -g^»  "g^  •  •  •   welche  hierin  enthalten 

Zeit  zu    bestimmen,   da   die    Gleichung  «ind,  für  jedes  :i:,  so  bleibt  allerdings  nur 

in  Bezug  auf  «  erster  Ordnung  ist    In-  willkürlich,   und  ist  also  dafür  eine 

dess  kann  man  die  Sache  auch  so  be-  willkürliche  Function  von  x   zu  setzen, 

trachten,  dass  der  Wärmezustand  in  einem  jj^^men  wir  indess  an,  x  sei  gleich  «, 

behebigen  Punkte   des  Stabes,   also   wo  g^  jg^.                                           e            » 
etwa  j:  =  0  ist,  zu  jeder  Zeit  gegeben 

sei,  also  dass  in  diesem  Punkte  «  =  /'(«)  ^'"5       **/,^  «+*')"'^''(»i  «)^ **('»«— *') 

sei.    Diese  Bedingung  reicht  nicht  hin,     ^  ,    =  -^ -^ — " *  > 

um   die  Aufgabe   vollständig  zu  bestim-  ^                                 ^ 

men,   da  die  Gleichung  in  Bezug  auf  x  wo   man    sich  y   ins  Unendliche  abneh* 

2ter  Ordnung  ist.    Es  wird  noch  nOthig,  mend  denkt,  11,     s  aber  den  Werth  von 

eine   zweite  willkürliche  Function  einzu-  für  «  =  «  Vorstellt.     Von    den  drei 

fhhren,  z.  B,  diejenige  F  (/),  welche  den  « 

,„                du                            ^         ..  ^^^  vorkommenden  Werthen  von  ti    lie- 

Werth  von  t-  im  Punkte  ^  =  0  angibt  * 

ox                     *  gen  aber  nur  die  zwei  ersten,  Uf       ,    v. 

Aber  selbst  dies  ist  nur  so  lange  der  •     1      .     .       «            ^.  ^'**Iv*'^ 

Fall,  als  man  sich  x  bis  ins  Unendliche  »(,,  „)  ™  «demjenigen  Baume,  für  welchen 

gehend  denkt,  also  diese  Variable  belie-  die  Differenzialgleichnng  gilt,  nicht  aber 

bige  reelle  Werthe  —  denn  um  solche  u,      __  x.    Diese  Grösse  ist  also   völlig 

handelt  es  sich  doch  nur  bei  dergleichen  \'l ",.''/,     .,, 

Aufgaben  -  geben  kann.    In  der  An-  unbestimmt.    Ebenso  ist,  wenn  man  «=^ 

Wendung  aber  ist  es  nicht  der  Fall.    Un-  *®^*^- 

tersucht   man    z.  B.  die  Bewegung  der  d«ii       u.    iBj„A"~2M/    -n+M/,  *      > 

Wärme  in  einem  Stabe  von  einer  belie-     ^=  JMIH )iLEl LfL£ri2, 

bigen  Länge,    also  von  «=0  bis  a?  =  «,  ^**                             ^ 

so    reicht  die  Grenzbediugnng ,  dass  für  nnd  u,    0i\  i^QSserhalb  des  gegebenen 

1  =  0,  tt=y.  («)  sei,  nicht  mehr  aus.    Es  „        V.'ip+*';                              a  n     1 

wird    nJlich  die  Gleichung  dann  nur  ^'^^'^   «^^  unbestimmt    ---   Soll  also 

für  die   Punkte   des    Stabes  gelten.    In  ^le  lunction  1*  vöUig  definirt   sem,   so 

der   That   haben  wir.  in  Abschnitt  12)  «^^«««^  "^^^^  ^""^  beUebiges  t  die  Werthe 

dergleichen  Betrachtungen  nicht  angestellt.  *'(*, /9+v)'  %,a-y)  fi?^««^en  sein,  d.  ü. 

Gehen    wir   also   von    den    recurrenten  da  v  unendlich  klein  ist,  es  müssen  zu 

Gleichungen,  in  welche  sich  eine  partielle  der  Bedingung : 

Differenzialgleichnng  zerlegen  lässt,   in  I_.q  ^_.^/^\ 

Betug  auf  unser   Beispiel  wieder   aus,  '         \\       .  ,       . 

nehmen  aber  an,  dass  unsere  Gleichung  ^^^  hinzutreten  die  beiden  folgenden : 

nur  so  lange  gelte,  als  w  zwischen  den  xz=za^  uz=f(C)y       jp=/9,  ii  =  F(0* 

Grenzwerthen  x=«  und  x=:ß  liegt,  wo  p.^  Function  muss  an  beiden  Endpunk- 

"  R  •  ****  •  d     •  ^^^  bestimmt  sein. 

Offenbar  sind  diese  Schlüsse  nicht  von 

^0»  **!'  **>   •  •  ■•  **!!  der  besondern  Gestalt  unserer  Differen- 

^.     .  ,.  u    1X7^.^1.                     1  V     j  zialgleichung  abhängig,  sondern  nur  von 

conünniriche  Werthe  von  «,  welche  den  jer  Ordnung,  die  sie   in  Bezug  auT  x 

contmiiirlichen  Werthen:  ^^     ^„^^  ^\^  j„  ^^^^  ^  ^'g^  y^ 

1  =  0,    '  =  '1^  '==*2>  '='3  .  .  .  '=L  riable    erster   Ordnung,    so    würde   der 

.          -^        ,  ^  Werth  «/    o  I    \  nicht  vorkommen,  also 

entipreehen.    Dann  ist:  ('>/'+''} 
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diejenige    willkürliche    Fanction    von    I  diung  sich  über  einen  begrenzten  Slit^en- 

ausreichen,  welche  «=a  entspricht   Wäre  theil  erstreckt,   die  Linie ,   welche  diese 

sie  von  dritter  Ordnung,  so  reichten  selbst  Grenze   bildet,   an   die  Stelle   der  eben 

diese  beiden  Grenzwerthe  nicht  hin,   es  betrachteten  Oberfläche  zn  setzen, 

müsste     noch     etwa    der    Werth     Ton  Aber  die  Schwierigkeiten»  welche  die 

^**        /,\    1.*                   j             «  i_.  Anwendung    der  partiellen  DifferenKial- 

^=^0)   für   x=:a  oder  x=ß  hinzu-  gieichungen    auf  Physik    und  Mediaoik 

treten.  darbieten,  sind  hiermit  noch  nicht  gpans 

Kehmen   wir  an,    dass   es   sich   statt  erschöpft.    Es  kommt  nämlich  oft,  z.  B. 

einer  Stange,  die  wir  uns  unendlich  dünn  in  der  Wärmelehre,  wenn  man  die  Aua- 

dachten,  um  einen  sich  nach  allen  Bich-  Strahlung  der  Körper  berficksichtigt,  Tor, 

tungen    gleichmässig   ausdehnenden    ho-  dass  die  der  Gleichung  genügende  Func- 

mogenen  Körper  handelte,  und  etwa  die  *Jon,  welche  auf  der  Oberfl&che  gegeben 

Gleichung:  sein  muss,    nicht  direct   eingeführt   ist, 

d            /d^        d*        6*  \  sondern  durch  eine   andere   totale    oder 

-!lt—a*l — -  A -\ ^1,  partielle    Differenzialgleichung    bestimmt 

d«x         \dx*      dy^      di*J  jgt^  ^ie  nur  eben  auf  dieser  Oberfläche 

gegeben  sei,  welche  ebenfalls  den  Wftnne-  stattfindet 

zustand  gibt  Diese    der    eigentlichen    Theorie    der 

Da   man  sich  den  Körper,   wie  auch  partiellen   Differenzialgleichnngcn    «llcr- 

seine   Gestalt  sei,    in    unendlich  dünne  dings   nicht  direct    angehörigen    Bedin- 

Prismen   getheilt  denken  kann,   weldie  gnngen  machen  die  Aufgabe,  selbst  wenn 

von   einem   beliebigen  Punkte   der  Be-  ««  »»ch  um   lineare  und  einfache    Glei- 

grenzung   bis    zu   einem  andern  gehen,  chungen  handelt,  zu  einer  der  complicir- 

von  denen  der  erste  dem  Werthe  von  «  testen    der   Analysis.     Dennoch   ist    es 

im    vorigen    Beispiel,    der   zweite   dem  Mathematike»    wie   Fourrier,   Poisson, 

Werthe  8  entspricht,  so  muss  u  für  alle  Lam^   und  Andern  gelungen ,   selbst  in 

diese  a  und  ß,   d.  h.  für  die  ganze  Be-  »Hgemeinen  Füllen  Lösungen  zu  finden, 

grenzung  gegeben  sein,   und  wir  haben  Die    Theoiie    des    Schalles    und    der 

also   einen  Satz ,   den  wir  gleich  in  sei-  Wärme    gibt     hiervon    reiche    Anwen- 

ner  Allgemeinheit  hinstellten,  da  nur  die  düng.      Hier    wollen    wir,     ohne    uns 

Ordnung  der  Gleichung  in  Bezug  auf  x,  bei  Speciellem  zu  verweilen,   eine  sUge- 

y,  i  eine  Rolle  spielt:  meine,  vonPoisson  herrührende  Betrach- 

„Ist  eine  partielle  Differenzialgleichung  tu»?  «eben ,  welche  das  Verfahren  ent- 
von  vier  unabhängigen  Variablen  abhün-  wickelt ,  dessen  man  sich  namentlich  in 
gig,  die  wir  mit  «,  x,  y,  z  bezeichnen,  aUen  Fällen,  welche  der  Wärmelehre  an- 
und  denken  wir  uns  der  Veranschau-  gehören,  ausaerdem  aber  in  vielen  an- 
lichung  wegen  unter  x,  y,  z  rechtwinklige  ^«ra  mit  Glück  bedient  hat,  da  es  an- 
oder andere  Coordinaten,  nehmen  wir  gemessen  soheint,  diese  rein  analytische 
ferner  an ,  die  Gleichung  sei  nur  inner-  Betrachtung  dieser  Abhandlung,  welcher 
halb  eines  völlig  oder  theilweise  begrenz-  die  Theorie  der  partiellen  Diiferenzialglei- 
ten  Raumes  gültig,  so  ist  die  Function  chungen  bis  zn  einem  gewissen  Grade 
u,  welche  durch  die  Differenzialgleichung  vollständig  geben  soll,  einzuverleiben, 
ausgedrückt  wird,  nur  dann  völlig  defl-  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  be- 
nirt,  wenn  man:  merken  wir  noch,   dass   die  hier  ange- 

1)  die  Function  u  von  x,  y,  z  kennt,  stellten  Untersuchungen  recht  geeignet 
welche  dem  Anfangswerthe  von  <,  also  sind,  zu  zeigen,  weldie  wichtige  Rolle 
z.  B.  t=0  entspricht;  die  Begrenzungen  und  Anfangszustände 

2)  die  Function  u  von  x,  y,  z  und  I  in  der  Theorie  der  partiellen  Diflferen- 
kennt,  welche  auf  der  ganzen  Begren-  zialgleichungen  spielen.  Es  wird  na- 
zung  stattfindet,  falls  die  Gleichung  in  mentlich  die  Natur  der  Function,  welche 
Bezug  auf  x,  y,  s  zweiter  Ordnung  ist.  eine  solche  definirt,  ganz  verändert,  wenn 
Ist  sie  nur  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  man  den  Raum,  über  den  sie  sich  er- 
diese  Variablen,  so  reicht  ein  Theil  der  streckt,  sich  in  seiner  Begrenzung  In- 
Begrenzung hin,  ist  sie  von  höherer  Ord-  dem  lässt.  —  Diese  Betrachtungen  er- 
nung,  so  sind  noch  mehr  Bedingungen  strecken  sich  übrigens  nicht  bloss  auf 
nöthig.  Diese  Function  u  enthält  übri-  lineare  Dififerenzialgleiehungen ,  jedoch 
gens  nur  drei  Variablen ,  da  zwischen  sind  die  übrigen  sehr  sdiwiOTig  sdbst  in 
X,  y,  s  eine  Gleichung,  die  der  Oberfläche,  besondern  Fällen  zu  lösen,  wenn  sie  von 
stattfindet.  höherer  Ordnung  sind.    Dicraehandlang 

Selbstverständlich  ist,  wenn  die  Glci-  eines  besonderu  Falles  der  hydrodyna- 
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Gleichungen,    welche  von   Di-  Allgemeinen  (  eine  Function   von  x^  y, 

richlel  gefunden,  und  aus  seinen  hinter-  z  und  f,  wo  die  Coordinaten  wieder  durch 

lassenen  Papieren  tou  Dedekind   mitge-  die  Gleichung  4)  verbunden  sind. 

theHt  ist  (Grelle,  Band  68),  gehört  daher  Es  lässt  sich  aber  in  den  Anwendun- 

zu  den  sdiönsten  und  widitigsten  Besul-  gen  die  allgemeine  LOsung  auf  den  Fall 

taten  dieser  Art  zurückfuhren,  wo 

22)   Verfahren  bei  der   AnJlö-  igt,  was  wir  hier  i^ehmen.    <r,^.ysind 

sung  einer  partiellen  Differen-  ^.^  ^j^^^j     ^^^^^^  ^.^  j^ormale  an  die 

zialglcichuiig,  die  den   im  von-  Oberfläche  mit  den  Axen  macht, 

gen  Abschnitt  untersuchten  Be-  ^^    ^ier   zu  gebende    Verfahren   ist 

schrankungen      unterliegt,      in  ^,,^jg^„,    „j^^   ^^^   dem  Umstände  ab- 

einem  besondern  Falle.  hängig,    dass   die  Gleichung    in  Bezug 

Die  von  Foisson   behandelte  Aufgabe  auf  I  erster  Ordnung  ist,   und  schliesst 

ist   rein  analytisch    dargestellt   die   fol-  sich,   wie   man  leicht  sehen  wird,   auch 

gende :  dem  Falle  an,  wo  statt  der  linken  Seite 

Es  sei  gegeben  die  partielle  Differen-  der  Gleichung  1)  gesetzt  wird : 

z  ialgleichung :  s  =  n      ^ 

1)  *r:= — ■g^ r — 5""^ — I 5 >  wo  "«  Grössen  e    nur  von  x,  y,  t  »b- 

c,  t„  Jk„  *,  sind  Functionen  Ton  z,  y.  •*?£«'••"  ""*"."     ni  •  u        •  .    v 

..    Die   Gleichnng  ist  sehr  allgemeinfr  .  ^•'  ^'•"5^*«'  derGlejchnng  ist  eben 

Art.  Sie  drüAt  die  Bewegung  de?  warme  hanp"»«*»'«*  der    dess  sie  in  Be>ag  «nf 

in  einem  nicht  homogenen  Körper  ans.  *  >'"««.•   "»j" '»  »«".8  ""^  *>  9'  »  'O" 

Wenn  ik„  *.,  *,   nicht  gleich  rind,   so  ^•'"  •'**"«°  Ordnung  ist 
ist  anzunehmen,   dass  der  Körper  nach       Um  lunäcbst  ein  particulBres  Integral 

den  Terschiedenen  Richtungen   sich  nn-  der  Gleichnng  1)   zu  haben,  setzen  wir: 

gleich    gegen   die  Erw&rmnhg  Terhalte,  g\  Pe~^*  * 

Wie  dies  in  den  Crystallen  der  Fall  ist,  ^^  j^  eine  willkürliche  Coistante,  P  eine 
welche  mcht  dem  glcichaxigen  System  y„„^^^  von  *,  y.  z  ist.  Durch  Ein- 
angehören. *,  y,  .  sind  rcchtwmkhge  3^^^^  .„  ^„3^^^'  gleichnng  1)  erhalten 
iyoordinaten.  ^.j.  ^g^j^. 

Der  Anfangszustand  ist  gegeben  durch  /     ^p\        /     dP\ 

die  Gleichung:  d[k,  —j     d[k,  g-j 

2)  1=0,     vzrJP'Cx,  y,  t),  6)    -A«Fc  =  — 5^^+— ^ 

wo  F  eine  willkürliche  Function  ist.  —  ^/     dPv 

Es  mflsste  jetzt  noch  der  W&rmeznstand  ^y^t  ^^  I 

des  Korpers   auf  der  ganzen  Oberflftche  + ^    ■  ■  • 

gegeben  sein,  um  die  Function  1«  für  den  ru— «  /it^s^v«,«»   «.«1..1.«  «..-  a  ^'  l«-u 

Körper  rOllig  zu  deiiniren.     In  der  Na-  ?J!L^?'*Ä5-. ''Ä  "".  f"'  "."f ! 

tur  aber  tritt  in  der  Regel  statt  dieser  Ä«.!  J'"w!,„„  .t*?!*  ni"-  T""*^- 
-D^j;«..«.»  Ai^  -:«  <!...  «««  A^^  -R-A^«.*  aufzulösen.  Wenn  diese  Gleichung  m 
Beaingung  die  ein,  dass  von  dem  JLörper  -d ^  ^«r  ^  i.-..^ «-x  1  

aus   Ausstrahlung  in   eine  Gasart,   also  ?!f "L,l"^! Jl°!,u.  v^^^ 

z.  B.  in  die  At^sphÄre,  deren  Tempt^  ^!?p  *^^''/ Ä'*^  Verfahren  w.eder- 

ratur  man  sich  gegeben  denkt,    stattfin-  ''^*®"»  ^'  ^'  ■®*'*^^    . 

det.     Diese    Ausstrahlung   ist   bestimmt  P=e    ^      Q, 

durch  die  Differenzialgleichnng :  wo  Q  nur  von  y  und  t  abh&ngt.     Die 

du                 du                 du  resnltirende    Gleichung  würde    also   nur 

3)  Iti  ^cosa+^a  ^cos/f+Aj  T- eos/  noch  zwei  unabhängige  Variable  enthal- 

*  y  ten.    Ist   diese  auch  in  Bezug  auf  y  li- 

-{-p  (11— 0=0,  near,  so   ist  das  Verfahren  abermals  zu 

eine  Gleichung,    die   sich    nur   auf  die  wiederholen    und  man  hat  eine  nur  von 

Oberflftche  ertreckt,  deren  Gleichung:  «abhängige  Function,  die  einer  totalen 

Differenzialgleidinng      genügt,      welche 

*)  y(*iy»»)-0  schliesslich  aufzulösen  ist.    DiesVerfah- 

sei.      In   den    Anwendungen    ist   sogar  ren  findet  immer  Anwendung,  wenn  k^, 

Ai=4r,  =ik:i.    t  \Mt  die  Temperatur  der  A,,  ib,  Constante  sind,   ausserdem  aber 

Funkte,  welche  mit   der   Oberfl&che  in  in  vielen  FiUlen,  wo  man  durch  Trans- 

Wärmewechsel  stehen.     Es  ist  also  im  formation  der  Coordinaten  o:,  y,  z  zu  li- 
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nearen  Gleichungen  gelangt.  Wie  dem  aber  auch  sei,  denken  wir  nns  die  Grösse 
P  durch  diese  Gleichung  bestimmt,  und  es  wird  dann  P  eine  Function  der  will- 
kürlichen Constante  Jl  sein,  also  =^j|^*    Damit  der  Werth   Ton  «  aber    andi  der 

Gleichung  3)  genüge,  erhalten  wir  durch  Einsetzen,  und  indem  wir  (  =  0  nehmen: 

dp  ^    dp  ,    dp 

7)  fc,  g^co8a+lr,g--cosiJ+*,g^cosy+pP  =  0. 

Ein  Integral  unserer  Gleichung  ist  offenbar  auch  der  Ausdruck: 

8)  «=^^^P^.-^**, 

WO  die  Grössen  A*  beliebige  Coeifidenten  sind,  und  diese,  sowie  X  selbst»  den 
Grensbedingungen  2)  und  7)  gemäss  zu  bestimmen  sind.  Sei  jetzt  P  ein  ande- 
rer  Werth  von  P,  welcher  also  die  Gleichung: 

^>  .,   4'^'^)  4'^)  4*^) 

erföllt. 

Wir  multiplidren  diese  Gleichung  mit  P,,  nnd  integriren  beide  Seiten  dersel- 
ben, indem  wir  Au  Integral  aber  den  ganzen  KOrper  anadebnen,  tut  welchen  die 
Gleichung  1)  gilt.    Es  ergibt  sich : 

dp 
dp  dP 


^fff''x-^'^'^''+fff''i^  '^''** 


Es  ist  nun: 

dP 


'('•T^) 


Die  Klammem  I     j  sollen  anzeigen,  dass  in   dem  darin  enthaltenen  Ausdruck 

diejenigen  Werthe  zu  setzen  sind,  die   der  obem  Grenze  Ton  x  entsprechen,  die 

Klammem  |      1  gehen  auf  die  untere  Grenze. 

Der  letrischen  Veranschaulichung  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die  Aze 

der  X  vertivul  und  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  sei;  denken  wir  uns  einen 
verticalen  Cy linder,  welcher  die  Oberfläche  unseres  Körpers  berührt,  so  theilt 
derselbe  den  Körper  in  zwei  Theile,  von  denen  wir  den  obem  mit  Ä,  den  untern 

mit  B  bezeichnen  wollen.    Alle  Funkte,  die  den  Klammern  I      1  angehören,  lie- 
gen dann  in  Ä,  und  alle  den  Klammem  1      1  angehörigen  in  B. 
Es  ist  nun  ferner: 

J     ^   dx    dx        ""  \     '    /4   dx  J      L    '    ^   da?  J    J      fi       dx 

Diese  Ausdrücke  sind  noch  nach  den  Variablen  dy  und  d%  zu  integriren.  Stellen  wir 
uns  aber  unter  d»  das  Element  der  Oberfläche  vor,  so  ist  dfjf  d%  die  Projection 
desselben  auf  die  Ebene  der  yz,  und  mithin: 

d!y<fz  =  +  (fl0COS«, 
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WO  das  obere  Zeichen  auf  alle  den  Theile  A  des  KArperi  angehörigen  Blemente, 
das  untere  aof  die  dem  Theile  B  angehörigen  gebt,  und  er,  wie  schon  angenommen 
wurde,  der  Winkel  der  Normale  in  dw  mit  der  Axe  der  x  ist.  Diese  Werthe  in 
die  eben  gefundenen  Formeln  einsetzend,  und  nach  dy  d%  integrirend ,  erh&lt  man 
also: 

rrr    K*'l^)  r       *''«  r       "''>. 

Die  beiden  ersten  Integrale  rechts  vom  Gleichheitszeichen  erstrecken  sich  über 
die  ganze  Oberflftche. 

Ganz  ähnliche  Formeln  erhalten  wir  fttr:  ^ 

und  dnrch  Addition  dieser  Ansdrftcke  in  Verbindung  mit  Gleidhung  10): 

rrr  r        ^^m  ^^s*  ^^u 

r        ^^i         ^''i         ^^i 

Wegen  der  Gleichung  7),  welche  für  P.  und  P    gilt,  yerschwinden  beide  über 

die  Oberflftche  erstreckten  Integrale,  und  wegen  Gleichung  6}  nimmt  das  letite 
Integral  rechts  die  Gestalt  an: 

so  dass  man  hat: 

Diese  Gleichung  kann  nur  erfüllt  werden,  wenn  mAn  hat: 

oder: 

11)  fffP^PedxdydzzzO, 

und  die  letztere  Gleichung  findet  fElr  alle  Werthe  ron  l  und  ^  statt,  die  nicht 
unter  einander  gleich  sind. 

Aus  diesem  höchst  wichtigen  Resultat  ziehen  wir  folgende  Schlüsse: 
Wir  dachten  uns  die  Grössen    P  durch  Gleidiung  6)  bestimmt  bis  auf  die 
Gonstaate  A,  die  Glefohung  7)  ist  dann  eine  im  Allgemeinen  transoendente  Glei- 
chung,  welche  zur  Bestimmung  Ton  Jl  dient.     Sie  wird  unendlich  viel  Wurzeln 
haben. 

Setzen  wir  nun  gernüss  der  Gleichung: 

wo  wir  unter  iL  alle  reellen  Wurzeln  der  transeendenten  Gleichung  7)  versteheui 
so  ist  noch  Gleichung  2)  zu  erfüllen.    Es  mnss  also  sein : 
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In   der  That    lassen   sich  die  Cocfiicienten  A.  immer  so  bestimmen,  dasa  dieser 

Gleichung  genügt  wird. 

Mnltipliciren  wir  n&mlich  beide  Seiten  derselben  mit  c'P    and  integriren  über 

den  ganzen  Körper,  so  kommt: 

fff^P^Fi'*  y,  »)  dx  dy  d^-^\fff^^i  P^dxdifdi. 

Anf  der  rechten  Seite  aber  fallen  gem&ss  der  Gleichung  11)  alle  Glieder  ans,  wo 
A  und  f4  ungleich  sind.    Man  hat  daher: 


fff^'^^^i''^  y>  z)dxdyd%^2A^JJJeF^^d»dyd%, 


also: 


fff^^i^i»^  y. »)  dxd^d* 


'     TF^v*^ 


Es  ist  somit  die  Gleicliung  1)  derart  gelöst,  dass  angleich  den  Bedingungen  2)  und 
3)  genfigt  wird. 

Gleichung  6)  gibt  n&mlich  die  Werthe  von  F  Als  Funoüomen  von  1,  Gleichung 

7)  die  l  selbst,  Gleichung  12)  die  Coeffidenten  A.^  und  8)  enth&lt  dann  den  all- 
gemeinen Werth  von  u. 

Wir  sagten  vorhin,  dass  nur  die  reellen  Wutteeln  der  Gleichung  7)  su  neh- 
men sind.  In  der  That  l&sst  sich  seigen,  dass  diese  Gleichung  entweder  keine 
imagin&ren  WuYteln  enthalt,  oder  dass  dieselben  doeh  in  der  Rdhenentwickelnng 

8)  nicht  vorkommen» 

Denn  da  diese  Gleichung  7)  nur  reelle  Grössen  enth&k,  so  muss  jedem  ima- 
ginären Werthe: 

A=«+^t, 

ein  «weiter: 

entsprechen.    Mögen  hiersu  gehören  die  Werthe: 

setzt  man  dieselben  in  die  Gleichung  11)  ein,  so  konunt: 


/// 


c(ö»+Ä*)d»rfyrfi=0. 


Da  aber  alle  Elemente  Q^-^-K^   positiv  dieser  Theorie  allerdings  noch  den  Stem- 

sind,   und   dasselbe  von  c  gilt,  welcher  pel  der  Unlertigkeit  aufdrückt. 

Ausdruck   die  Dichtigkeit  des  betracbt»-  aox   «        t.    -     i_           j        i-i 

ten  Körpers  vorstellt,  und  daher  nicht  23)   Beschrankung  der  Grenz- 

negativ   wird,   so  kann  diese  Gleichung  bestimmungen     durch     Binffth- 

nicht erfilUt  werden,  wenn  nicht  e  =  Ä=0  '^'*°8       ^^"       Stetigkeitsbedin- 

wird.    Es  , sind   also    imagin&re  Werthe  gni^S<»n* 

von  l  von  vom  herein  auszoschliessen.  Durch  Beschrftukung  des  Umfonges, 
Eine  Schwierigkeit  bei  diesen  Betrach-  über  den  sich  eine  gegebene  partielle 
tnngen  macht  eben  nur  der  umstand,  Dififerensialgleichnng  erstreckt,  wird  die 
dass  die  Convergenz  der  Beihenentwick-  Anzahl  der  Grenzbestimmnngen  oder  der 
lung  8)  im  Allgemeinen  fraglich  ist.  willkürlichen  Functionen  vermehrt. 
Wenn  der  Beweis  dieser  Convergenz  Es  kann  dieselbe  aber  auch  vermindert 
auch  in  einzelnen  sehr  wichtigen  Fallen  werden,  wenn  man  gewisse  Voraussetsnn- 
gelungen  ist ,  so  ist  dies  doch  im  All-  gen ,  z.  B.  über  die  Stetigkeit  der  ge- 
gemeinen bis  jetzt  nicht  der  Fall,  eine  suchten  Function  macht.  —  Wir  geben 
Lücke,  welche  den  so  roichen  Resultaten  von  diesem  Falle  ein  Beispiel,  welches 
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einen   nicht  allein  in  den  Anwendungen  ebenfalls  anf  der  Oberfläche,  wo  f  eben- 

der  Mathematik  auf  Physik  höchst  wich-  falls     eine   willkfirliche   Function,     und 

tigen  8atz  enth&lt,  sondern  auch  in  der  du  ... 

neuesten  Zeit  für  die  Analysis  eine  Be-  ^I   ^^^  Differcnzialquotient    von   u  ist, 

deutung  erhalten  hat,  welche  es  zu  einem  genommen  in  der  Richtung  der  an  irgend 

Fundamenuhatze    für    die  Theone  der  ^inen  Punkt  der  Oberflftche   gezogenen 

Functionen  macht.  Normale. 

Es   bezieht  sich  dies  Beispiel  auf  die       Nim^t  man  aber  zu  der  Differenzial- 

partiellc     Dififerenzialgleichung     zweiter  gieichung  die  Bedingung  hinzu,    das«  ti 

Ordnung:  jg   ^^m   ganzen  EOrperranme   continuir- 

d*u      o^u      ^'w_/x  lieh  «ei,  so  fUlt  die  zweite  Orenzbedin- 

5^   •   gTt  +  JJi  ~  ^'  .  gnng  weg ,    und  es  bleibt  nur  die  erste 

.     .        ,       .       ,     ,.  , ,    .^  übrig,  d.  h.  es  findet  folgender  wichtige 

wo  wir   uns  der  Anschaulichkeit  wegen  gatz;  statt: 
unier  «,  y,  s  rechtwinklige  Coordmaten 

denken.     Es   mßge  sich  die   Gleichung       „Eine  Function  u   ist    völlig   definirt 

über   einen    geechloasenen   körperlichen  Air   einen  gegebenen   begrenzten  Raum, 

Raum    erstrecken.     Es   drflckt   dieselbe  wenn  sie:  1)  auf  der  ganzen  Begrenzung 

z.  B.  den  W&rmezustand  eines  homogenen  einen   gegebenen    continnirlichen  Werth 

Körpers  ans,    welcher   sich   in  Warme-  u=if{x,  y,  z)  bat,  2)  innerhalb  des  gan- 

gleichgewicht    befindet,    wo    also    kein  zen  Raumes  continuirlich  ist,  und  3)  da- 

Punkt  dem  andern  Wärme  abgibt;  ausser-  selbst  der  Differenzialgleichung: 
dem    aber  ist  durch   sie  die  Anziehung  f^t^      ^ay      ^»^ 

bestimmt,   welche   ein  Körper  auf  einen  3«»  "^  5«' "^  dl*  ~^ 

nicht  in  ihm  liegenden  Funkt  nach  dem  ^ 

Newton*6chen  Gesetze  ausfibt.     Endlich,  genügt.*' 

wenn    wir    z   constant   annehmen,  eine       Wir  geben   den  Beweis  dieses  Satzes 

Annahme,    wodurch   sich    unsere    Glei-  nach  seinem  Erfinder  Dirichlet. 

drang  in:  Es  ist  nachzuweisen,  dass  es  fär  jede 

o*«      d*tf  beliebige  Function  f(x,  y,  «),    die    auf 

j^  +  jTt^^  der  Begrenzung  gegeben  ist,  eine  allge-. 

^  .    «    .  meine  ti  gebe,  welche  den  Bedingungen 

verwandelt,    so  gibt  dieselbe  die  Bedin-  2)  und  3)  genügt,  und  ausserdem,   dass 

gung  dafür,  dass  u  derreelleTheil  einer  ^r  eine  solche  Function  existiro. 

Function  ^  der  complexen  Grösse  «  + yt       Zuvörderst  ist    klar,    dass    man    die 

sei,  so  dass :  Function  f{x,  y,  z)  auf  der  Grenze  be- 

/'(x+yi)=i«  +  vi  liebig  annehmen  kann,  dann,  indem  man 

gesetzt  werden  kann,  während  der  mit  i  ?«  ^^^ssen  x    jf,  z  derart  continuirlich 

multipUcirteTheü  durch  die  Gleichungen  »ndert     dass  die  entsprechenden  Punkte 

bestimmt  ist :  ^  ^®?  ^^^^  hineinfallen,  dass  man  die 

.  Function  u  auch  nach   einem  beliebigen 
I^_-_f!f  Gesetze    continuirlich    ändern   kann,    so 
dx        dy*  dass   sie  im  ganzen  Räume  continuirlich 
^9        ^11  bleibt.    Man  erhält  auf  diese  Weise  also 
T-"— g-.  unendlich  viele  Functionen,  welche  con- 
y          ^  tinuirlich  aus  einander  entstehen  und  den 
In   allen   diesen  Bestimmungen  ist  also  Bedingungen    1)  und  2)    gentigen.     Es 
nothwendig,  dass  u,  x,  y,  z  reell  seien,  fragt  sich,  welche  von  denselben   auch 
Die  in  Rede  stehende  partielle  Differen-  die   Bedingung  3)    erfüllen.       Zu   dem 
zialgleichnng  ist  in  Bezug  auf  alle  drei  Ende    betrachten  wir   das  dreifache  In- 
unabhängigen Variablen  zweiter  Ordnung ;  tegral : 
also    zur  völligen  Definition  von  ti  sind 

zwei     willkürliche     Functionen    nöthig.  f  \ (^V  x  (^*  ^  (^^VIa^j  ,j      v 

Dieselben  können  «.  B.   durch  die  Be-  J  l\dx/  "^  \dy/  "*"  \dj  J«««y«=  ^> 
dingungen   bestimmt  sein,    dass  auf  der 

ganzen  Oberfläche  welches    sich  über  den   ganzen   Körper 

_-^  V  erstrecken  soll.    Jeder  der  unendlich  vie- 

*-rv*»  y»  «;  len  Functionen  u  entspricht  ein  F,   alle 

sei,    wo    f   völlig   willkürlich   ist,   und  diese   V  entstehen  continuirlich  ans  ein- 

ansserdem :  ander.    Da  aber  das  jedenfalls  reelle  und 

du  ,    /du\ * 

--  =  y  (ä,  y,  z)  conti nuirliche  Argument  von    F,    It-J 
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T-f  4-  I T- 1     wesentlich   positiv   ist,   so  kann  die  Grösse   V  nicht  nnter  ein 

gewisses  Minimum  sinken.  Es  ist  hierbei  indess  zunächst  der  FaH  nicht  ansg^e- 
schlossen,  dass  mehr  und  selbst  unendlich  viele  aus  einander  entstehende  Fanctio- 
nen  von  u  dem  entsprechenden  V  diesen  kleinsten  Werth  geben  Sochen  wir 
jetst  die  Bedingung}  der  ein  solcher  dem  kleinsten  V  entsprechende  Werth  ron  u 
genügt 

Zu  dem  Ende  mögen  sich  V  nnd  ti  auf  das  Minimum,  V^  und  u-hatc  auf 
•inen  beliebigen  anderen  Werth  dieser  Grössen  beziehen,  a  ist  hier  eino  belie- 
bige Constante,  lo  eine  Function  von  x,  y,  z.    Man  hat  dann  offenbar: 

+-/[fö)'^(^)'<-)']'-*- 

Es  ist  nun  aber: 

In  das  erste  Integral  kann  man  einsetzen: 

dy  dz  =  cos  a  dta,    dx  dz  =  cos  ß  dat^    dy  dz  =  cos  y  dto, 

wo  dto  das  Element  der  Oberfläche^  a,  ß,  y  die  Winkel  der  Kormale  an  dieselbe 
mit  den  Azen  vorstellen;  das  erste  Integral  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 


y  «.d=u(^co.«+gc<,»/»+5j  co.y) 


und  erstreckt  sich  tkber  |die  ganze  Oberfl&che.    Der  Definition  von  u  und  ir  wegen 
ist  aber  auf  derselben: 

•»  =  ^(«1  If.  «)    ind    ii+aii>  =  ^(4r,  y,  »), 
also  ir=0.    Es  verschwindet  somit  dieses  Oberflachenintcgrali  und  man  hat: 

Da  y  ein  Minimumswerth  war,  so  müssen  wenigstens  ilir  die  u  benachbarten 
Functionen  ii-|-aio  das  zweite  und  dritte  Glied  rechts  nicht  negativ  sein.  Indess 
kann  man  a  beliebig  klein  machen,  und  es  fUlt  somit  das  letzte  Glied  ausser  Be- 
tracht.   Es  mtlsste  also  das  zweite  Glied  für  sehr  kleine  ä  positiv  sein.    Es  kann 

indess  «  stets  positiv  gedacht  und  ir  so  genommen  werden,  dass,  falls  3— ^  +  j-^ 

+  7-^  positiv   sein  sollte,  w  negativ,    im  entgegengesetzten  Falle  w  positiv  ist. 

Dann  ist  dieses  Glied  aber  stets  negativ,  wenn  nicht: 

d^u      d'ti       d*u 
-—  4-  — -  4-  —- — 0 
dx«^dy«  ^dz* 

ist  Da  es  nun  immer  ein  dem  kleinsten  V  entsprechendes  u  gibt,  so  muss  we- 
nigstens eine  der  Functionen  «  der  Bedingung  8)  genügen.  Es  würde  dies  auch 
selbst  dann  stattfinden,  wenn  unendlich  viele  auf  einander  continuirlich  folgende 
Werthe  von  u  dem  kleinsten  V  entsprächen.  Es  würde  dann  beim  Uebergtng 
von  u  zu  einem  solchen  nächsten  Werthe  der  Zuwachs  von  V  verschwinden,  und 
somit  auch  die  Bedingung  3)  erfüllt  sein.  Wir  beweisen  aber  jetzt,  dass  es  nur 
ein  Minimum  von  V  gebe,  und  mithin  nur  eine  Function  u  den  Bedingungen  1), 
2)  und  d)  gentigt.  In  der  That  seien  jetzt  u  und  u  +  ato  dergleichen  Minimoms- 
werihe,  so  ist: 
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da  das  erste  Integral  verschwindet.  Es  kann  nun  entweder  F=  K,  sein,  oder 
einer  dieser  beiden  Minimomswerthe  V  oder  Vg  ist  grösser  als  der  andere.  Wäre 
letzteres  der  Fall,  und  hatte  man  V^>V^  so  müsste,  da  auch  u^:su+aw  einem 
Minimum  entspricht,  nnd: 


«  =  •1^— Ä» 


gesetct  werden  kann,  in  unserer  Formel  sich  vertauschen  lassen: 

a  mit  — o,  V  mit  F|, 
also: 

was  unmöglich  ist,  wenn  nicht  das  Inte-  Flftchenstücke,  so   ist  ihnen  von  beiden 

gral  verschwindet,  also  F=  K|  ist«    Fin-  Seiten  eine  flache  Bedeckung  au  geben, 

det  letzteres  aber  statt,  so  ist:  Diese  Begrenzungen   kommen  dann  aar 

dio      d%o      di0  Oberfläche  hinan,  nnd  die  Function  u 

^  =  j—  =  ^=0^  ist  also  nach  dem  Obigen  vOlUg  gege- 

öx       oy        üz  I^^Q^  yirtw^i   man  ansser  den  drei  Bedin- 

denn  nnter  andern  Umständen  kann  das  gnngen  noch  die  vierte  hinsnfl&gt,  daas 

wesentlich  positive  Integral    nicht    ver-  sie  auch  an  diesen  nenen  Orenastacken 

schwinden.    Es  wäre  also  %o  eine  Oon-  bekannt  sei,  d.  h.  dass  man  weiss,  wei- 

stante.    w  aber   war,  wie  wir  gesehen  chen  Werthen  sich  die  Function   beim 

haben,   auf  der  Oberfläche  gleich  17 all,  Uebergange    an  die  Unstetigiceitsstellen 

so  dass  w  überhaupt  verschwindet,  und  von  allen  Seiten  nähern  soll.    An  allen 

es  mithin   nur  einen  Werth  von  ti  gibt,  übrigen  Stellen  ist  die  Function  nämlich 

welcher  unsern  drei  Bedingungen  genügt,  nun  stetig.    Unser  Sata  heisst  also  in 

Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen.     Um  seiner  ganzen  Allgemeinheit: 

demselben    eine     physikalische  Deutung  „Eine    Function   ist    innerhalb  eines 

zu  geben,   so   enthält  er  z.  B.  das  Be-  begrenzten  Baumes  bestimmt,  wenn  sie 

sultat,  dass  ein  Körper,  welcher  sich  im  innerhalb    desselben    unserer   partiellen 

Wärmegleichgewicht     befindet,    seinem  Differenzialgleichung    genügt,     auf   der 

Wärmezustande  nach  völlig  gegeben  ist,  ganzen  Begrenzung    gegeben    ist,    und 

wenn  derselbe    auf  der  Oberfläche  be-  wenn  man  die  Werthe  kennt,  denen  sie 

kannt  ist.  sich  in  denjenigen  Stellen  nähert,  wo 

Allgemein   bemerken  wir  noch,  dass  sie  aufhört  stetig  zu  sein.** 

diese  Betrachtungen  nicht  voraussetzen.  Dieser  Satz  gilt  natürlich  unverändert 

dass  der  Körper  nur  eine  einfache  Be-  für  die  Gleichung: 

grenzung  habe.    Es  könnte  derselbe  z.  B.  ^%^      dsn 

auch   eine  Hohlkugel  sein,    oder  sonst  t-^  +  T~3=0t 

sich  beliebig  begrenzen.    Diese  Bemer-  ^          ^ 

kung  gibt   eine   höchst  wichtige  Erwei-  nur    sind  unter  den  Begrenzungen  ge- 

terung  unseres  Satzes,  die  von  Biemann  schlossene  Linien   zu   verstehen.     Qeht 

herrührt  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  man    nun  von   der  analytischen  Bedeu- 

Theorie  der  Functionen,  Göttingen,  1851),  tung  dieser  Gleichung  au»^  wie  wir  sie 

und   welche  sich  auf  die  Fälle  erstreckt,  oben  hingestellt  haben,  dass  sie  also  den 

wo  die  Functionen  «  in  gewissen  Funk-  reellen  Theil   einer  Function  von  einer 

ten  oder  selbst  Strecken  oder  Flächen-  complexen  Variablen  darstelle,  und  ver- 

stücken  innerhalb   des  gegebenen  Bau-  binden  wir  damit  die  Gleichungen: 

mes    unstetig   wird.     Man  kann  dann  ^          du 

nämlich    diese   Unstetigkeitsstellen    sich  dx  ^ "  9v' 

von  beliebig  wenig  von   ihnen  entfern-  ^ 

ten,  aber  vöUig  gesdilossenen  Oberflächen  ^  ^  ^ 

umgeben,   und   so  aus  dem  Körper  her-  dy      6x^ 

ausgenommen  denken.    Sind  die  Unste-  ^^^^y^^    ^^„   imaginären   Theil   definirt, 

tigkeitsstellen  Punkte,  so  werden  diese  5^^^^  ^j,  ^.^  Bemerkung  machen,  dass 

Umgebungen  kleme    Kngelschalen    sem  gQiQ}^. 
können,  sind  es  Strecken,  so  kann  man 

dieselben  mit  geschlossenen  Bohren  oder  ^^~^£^ifjp4.£üi(i« 

Kanälen  umgeben  denken,  und  sind  es  dy      *dx  ^ 
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ist,    nnd   v    durch  Quadratur  gefunden  nrang  derselben  mflisen  die  Ghnenz-  und 
werden  kann,  wenn  u  bekannt  ist,    also   Unstetigkeitsbedingungen  alao   audb.    fär 
nur  eine  willkürliche  Consunte  enthUt,   alle  2  Blätter,  die   hier  betrautet  wer- 
welche  bestimmt  wird,  wenn  man  v  in   den,  gegeben    sein.     (Vergleiche    aach: 
irgend    einem    Punkte     des    begrenzten   Theorie  der  Aberschen  FnnctioDen,  tob 
Ebnentheils  kennt,    wo  Discontinuitftten  B.  Riemann,  besonders  abgedruckt  ans 
jedoch  ausgeschlossen  sind,  so  kommen   Crelle*s  Journal,  Berlin  1857;  sowie  hier 
wir   auf  den  von  Bicmann  in  der  ange-   die  folgende  Abhandlung, 
führten  Abhandlung  gegebenen  Satz,  wel-       nA\  n        i.  •    i.  * , .  v     n  ^ 

eher  in  der  Functionentheorie  von  der  24)  Geschichtliche  Bemerknn. 
grössten  Wichtigkeit  geworden  ist :  «^^    *^«r   ?*«  partiellen   Diffc- 

„Stellt  man  sich  unter  x  und  y  recht-   renzialgleichungen  höhererOrd- 
winklige  Coordinaten  vor,  und  will  man   "^"?* 

eine  beliebige  Function  fix-^yi)  für  Wir  haben  oben  einige  Worte  über 
ein  gewisses  Gebiet  untersuchen,  welches  die  Geschichte  der  partiellen  Differen- 
wir  uns  als  v611ig  (einfach  oder  mehr-  lialgleichnngen  gesagt.  Es  soll  dies  hier 
£Mh)  begrenzt  denken,  so  braucht  des-  noch  in  Bezug  auf  die  höherer  Ordnnag 
halb  nicht  die  Function  f  für  dies  gfanze   ergänzt  werden. 

!!!r'.r^™  ÄÜ'™*^".^'  Bedmgan-  „^«igieiehung^n  überhaupt wiUMrliche 

S^  noth^^iir^^        *  «««reioheiid  j„^ti»„e„  en&alten,  h«t  >n.r.t  d'Alem- 

1)  Der  reeUeTheü  der  Fni>cti<m  iii«m  »»«f  >«  ^'l'^^'^*  ^'^  Gleichung  der 

fttr  jeden  Punkt  der  g»asen  Begreusung  «»»""»««»den  Saite: 
gegeben  sein,  und  es  kann  dies  auf  eine  ^*'*_   ,  ^** 

gami   willkltrlicbe ,  jedoch  oontinnirliche  d(>~      dx* 

^r<J« 'Äire  Theil  »u..  «r  ir-  ^^  ^'^'^  I"»««^«!  "^  »"«  '««^«-^ 
gend  einen  Funkt  des  betrachteten  Bau-  u=^(«+«l)-hy(*— «I). 

mes  oder  seiner  Begrenzung  gegeben  Früher  kannte  man  nur  specielle  Anf- 
sein,  nnd  kann  hier  einen  willkürlichen  lösungen  dieser  Gleichung.  So  einfach 
Werth  haben.  dies  Resultat  auch  ist,  so  machte  dessen 

8)  Es  mnss  angezeigt  sein,  in  welchen  Behandlung  doch  wegen  der  Grenzbe- 
Funkten  die  Function  aufhöre  stetig  an  Stimmungen  grosse  Schwierigkeiten.  Da 
sein,  nnd  welchen  Werthen  sie  sich  in  aio  Saite  nämlich  begrenzt  ist,  sogeben 
diesen  Punkten  annähere.^  die  Anfangszustftnde  derselben   nur  ge- 

Eine  Schwierigkeit  in  der  Anwendung  wisse  Theile  der  Functionen  /  und  ^ 
dieses  Satzes  könnte  entstehen  aus  der  als  willkürlich,  im  üebrigen  sind  diese 
Betrachtung,  dass  ja  Functionen  auch  Functionen  bestimmt,  und  man  kann 
mehrdeutig  sein  können ;  fraglich  daher  nicht  in  Bezug  auf  diese  Aufgabe 
werden  dann  die  Werthe  sein,  welche  annehmen,  dass  ^  und 'y.  für  jeden  Werth 
man  in  jedem  Punkte  zn  nehmen  hat.  der  Variable  irgend  einem  vorgeschrie- 
Diese  Schwierigkeit  vermeidet  Riemann,  benen  Gesetze  folgen  sollen.  Bisher 
indem  er  sich  bei  mehrdeutigen  Functio-  hatte  man  angenommen,  dass  swei  Func- 
nen  statt  einer  Ebene  deren  eben  so  tionen,  weldie  in  einem  gewissen  Baume 
viel  Übereinandergelegte  denkt,  als  die  übereinstimmen,  überhaupt  identisch  sein 
Function  HArdeutigkeiten  hat.  Diese  müssten.  Spftter  hat  man  bewiesen,  dass 
Ebenen  oder  Blätter  werden  als  von  sich  durch  bestimmte  Integrale,  Reihen- 
einander  getrennt  gedacht  in  allen  Punk-  entwicklungen  u.  s.  w.  leidit  2  Functio- 
ten,  wo  die  entsprechenden  Werthe  der  neu  herstellen  lassen,  die  in  gewissen 
Function  ungleich  sind,  da  wo  dieselben  R&nmen  übereinstimmen,  sonst  aber  ver- 
gleich sind,  aber  als  zusammenhftngend.  schieden  sind.  So  z.  B.  ist  der  Ans- 
Ein  solcher  Znsammenhang  f&nde   also  druck: 

"  1     rfU)dl 

bei  der  n  deutigen  Function  V(«-|-yi)für  =-—:  I  '-^-^ — , 

den  Werth  ar=:y=0,   also  im  Anfangs-  ^"*^      ^~* 

punkt  der  Coordinaten  statt.    Die  mehr-  wo  das  Integral  sich  auf  «ine  b^ebige 

deutige  Function  ist  bei  dieser  Betrach-  geschlossene  Linie   erstreckt,  A=:ii4-vs 

tungsweise  gewissermaassen  zu  einer  ein-  s=ra;-f-yi,  unter  «iv,  ap^  rechtwinklige  Co- 

deutigen    geworden,  da  jedem   Werthe  ordinaten  verstanden  werden,  innerhalb 

derselben   für  gegebenes    x  und  y  ein  des  gansen  von  dieser  Linie  begrenzten 

anderes  Blatt  entspricht.     Zur  Bestim-  Banmes  =^(s},  ausserhalb  desselben  aber 
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gleich  Null.  d'Alembertf  Ltenng  ist  ron  der  sweiten  Ordnung  mit  t  Varia- 
enthalten in  der  Schrift:  Reehetck^  sur  blen,  hat  Monge  aus  geometrischen  Be- 
ie§  cordei  vibranieM,    (1748.)  trachtnngen    geschöpft     (AppHcaiion    de 

Diese    Schwierigkeiten    sdieinen    La-  Panaljfte   d   la  geometrie).     Wir  haben 

grange  reranlasst  zu  haben,   eine  zweite  seine  Methode,  die  Erweiterung   dersel- 

LOsang     durch    Beihenentwickelung    zu  ben  durch  Ampere  und  die  Anwendung 

suchen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  eine  derselben  auf  Gleichungen  mit  mehr  Va- 

allgemeine  Form  ron  ti  fOr  jeden  Werth  riablen  und  von  höherer  Ordnung  hier 

der  Variablen  zu   geben.    Es  ist  indess  aus  einer  Theorie  abgeleitet,  die  an  die 

zweifelhaft,   ob   Lagrange   diese  Eigen-  Behandlung    der   partiellen  Differenzial- 

schaft  seiner  Beihenentwickelung  bereits  gleichungen    erster    Ordnung    sich    an- 

TÖlIig  gekannt  habe.    Die  Principien,  auf  schliesst.    Auf  die  Lücken  der  Theorie 

welche  sie  sich  stützt,    sind  die  in  Ab-  der     partiellen     Differenzialgleichungen 

schnitt  22)  gegebenen.    Es  warFourrier  haben    wir    bereits    hingewiesen.      Für 

Torbehalten,  in  seinem  Werke:   Theorie  nicht    lineare  Gleichungen   ron  höherer 

analylique  de  ekaUur  die  Eigenschaften  als    der    ersten  Ordnung  ist  fast   noch 

und   die  ungemein   weit  reichende   An-  g^r  nichts  gethan.    Eben  so  erliegt  der 

wendbarkeit  dieser  und    ähnlicher   Ent-  üebergang  rom  voUst&ndigen   zum  all- 

wicklungen  zu  zeigen.    Es  werden    da-  gemeinen  Integral,    den   allerdings   La- 

her  die  ron  Lagrange  benutzten  Beihen,  grange  angedeutet  hat,  und  welcher  bei 

die  übrigens    schon   Euler    bei   anderer  den  Gleichungen  erster  Ordnung  so  wich- 

Gelegenheit  anwandte,  gewöhnlich  nach  tig  ist,  hier  den  grössten  Schwierigkei- 

Fourrier  genannt.    Die  Besultate  Fonr-  ten.    Einen  Theil  derselben  iür  ^»ecielle 

rier*s   in  Bezug    auf    die    Gleichungen,  F&Ue   zu    fiberwinden,    ist   nadi   einem 

welche  die  Verbreitung  der  Warme  an-  Berichte    der    französischen    Akademie 

zeigen,  sind  noch  vermehrt  worden  durch  Edmond  Bonr  in  einer  Preisschrift  ge- 

Poisson  {Tkeone  maihimatiqite  de  Cha^  lungen.    Jedoch  ist  gerade  dieser  Theil 

leur),  Lam^  und  wenige  Andere.  der  Bonr'schen  Abhandlung  noch  nicht 

Allgemeinere   Betrachtungen  über  li-  Teröffentlicht. 
neare  partielle  Gleichnngen,  namentlich 


IV.    Functionenlehre  mit  Eücksicht  auf 

complexe  Zahlen. 


Einleitung.      Theorie    des    Imagi-  «=— «±V(«*— *), 

*  und  es  ist  leicht  ersichtlich,  dass,    wenn 

1)  Entstehung  der  imaginären    6  positiv  und  grösser  als  a*,   also  ctw» 
Zahlen.  ai—fc^^^—Af«  5g^  m^n  immer  einen  Ans- 

Um  in    der  Zahlenlehre  zu  dem  Be-   ^^^<^^  erhält: 
griffe  und  den  Eigenschaften  s&mmtlicher         x=— a  +  aV— 1=— a-|-V(— a*), 
Zahlen  zu  gelangen,  gibt  es  zwei  Wefre.        i  v      •     7"   m  •  i.  T~  , 

Der  eine  geht  von  der  Einheit  aus,  un-  '^'^f  !5  '"  die  Gleichung  empeet.^  und 
terwirft  dieselbe  den  verschiedenen  Rech.  "^"'^  den  gewöhnlichen  Regeln  des  Äjch. 
nungs- Operationen,  und  gelangt  nach  "«ns  mit  der  Maassgabe  behandeltj^  dass 
und^ach  zu  allen  Zahlen.^  EifNach.  ^^T^^r^T-^  ms  Quadrat  erhoben 
weis  ihrer  Realität,  dass  sie  also  -«'  «»^t'  diese  Gleichung  identisch 
wirklich   zur   Erscheinung  kommen,    ist   "•^'' 

darum  unnöthig,  weil  alle  diese  Zahlen  ^'^^  definiren  daher  eine  imaginäre 
sich  dem  gänzlich  bestimmnngslosen  Be-  Grosse  als  die  Wnrzel  einer  negativen 
griffe  der  Einheit  selbst  jedenfalls  un-  Zahl.  Eine  solche  lässt  sich  immer  zu- 
terordnen  lassen.  Auf  diesem  Wege  rückfuhren  auf  den  Ausdruck  «y— 1, 
fortschreitend,  wird  hier  das  Imaginäre  ^orin  a  positiv  oder  negativ  ist.  Eine 
entwickelt.  solche  Grösse  nennen    wir  jetzt  im   Ge- 

Auf  dem  zweiten  Wege  muss  man  gensatz  zu  den  imaginären  reelle  Grossen. 
aber,  statt  bloss  die  Einheit  vor-  Den  Ausdruck  a  +  rc  V— 1,  der  sich  beim 
auszusetzen,  von  continuirlichen  Grössen  Auflösen  der  allgemeinen  quadratischen 
ausgehen.  Dann  sind  Bruche  und  Gleichungen  ergibt,  nennen  wir  complexe 
Irrationalzahlen ,  wenn  man  die  Con-  Grösse.  Er  besteht  aus  einer  reellen  und 
tinuität  sich  nach  beiden  Richtungen  imaginären  Grösse,  die  durch  das  Addi- 
ins  Unendliche  fortgesetzt  denkt,  auch  tions-  (oder  Subtractions-)  Zeichen  ver- 
die  negativen  Zahlen  gegeben.  Wie  bnnden  sind.  Bezeichnen  wir  noch  den 
durch  Erweiterung  dieser  Betrachtung  Ausdruck  f— 1  durch  t,  so  ist  ai  der 
zu  dem  Imaginären  ebenfalls  gelangt  Ausdruck  fOr  eine  imaginäre,  a-^ßi  für 
werden  kann,  soll  der  Verfolg  dieses  Ar-  om^  complexe  Grösse,  und  der  Defini- 
tikels  zeigen.  tion  gemäss  ist  t*  =  —  1. 

Das  Imaginäre  verdankt  seine  Ein-  Di©  Nothwendigkeit ,  mit  Imaginärem 
fuhrung  m  die  Analysis  zunächst  der  ^u  rechnen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
Auflosung  der  Gleichungen,  und  zwar  schiebt,  sieht  man  ohne  Weiteres  ein. 
kann  es  auf  die  quidratischen  Gleichun-  igt  z.  B.  eine  quadratische  Gleichung 
gen  allein  zurttckgeföhrt  werden.  Schon  mit  Buchstaben-Coefficienten,  über  deren 
die  Auflösung  der  Gleichung:  numerische  Werthe  und  Vorzeichen  man 

«'+a*=0  mithin  keine  weitere  Kenntniss  hat,  ge- 

führt auf  die  Form:  geben,  so  kann  die  Nothwendigkeit  vor- 

^  '  banden   sein,  dieselbe   aufzulösen,    und 

«■  =  r(-«")»   oder:  a:=aV-l,  ,^^   j^   j^rer   Allgemeinheit,    während 

und   man   sieht  leicht,  wenn  man  einen  die  Werthe  erst  gelegentlich  specialisirt 

dieser  Ausdrücke  in  die  gegebene  Glei-  werden   sollen.    Man  verfährt  dann   so, 

chung  einführt,  die  darin  vorkommenden  dass  man  nur  diejenigen  Sätze  anwen- 

Quadratwurzel  gemäss  der  Definition  so  det,  welche  sowohl  für  positiv  als  nega- 

behandelt,  dass  (V^^^ä^*  =  — a",     und  *^^  ^^^^  oder  gArochene  Zahlen  gleich- 

(^-1)«=  «i   gesetzt  wird,    die    Glei-  »««"8   gelten;  also  z.  B.  dass  man  die 

chung  identisch  wird.   Eben  so  führt  die  Factoren     eines    Products     vertauschen 

Auflösung  der  quadratischen  Gieichung:  ^*°"»  ^^^^  einen  gleichen  Factor  in  Zäh- 

,jj       iA_A  1er  und  Nenner  wechselt 
X  -f-^aaj+ft-ü  ^ue  diese  Sätze  kann  man  anwenden 

zu  der  Wunel:  und  hat    sie  bereits    angewandt,    wenn 
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eine  SpeeiaUlirong    der  Aufgabe   Migt«       Es    scheint   sonach,   wenn    man   nur 

dasB    deren   Auflftsnng     eine   imagin&re  daa    eben    Gesagte    berflcksichtigt,    das 

Zahl  gibt    Hieraas  folgt:  Bechnen   mit   dem   Inaginaren   nar   die 

...  j  Bedeutung    su    haben,    dass    wenn   ein 

I.  „Das  Bechnen  mit  imaginÄren  und  Resultat   einer  Aufgabe  auf  solche  oder 

complexen  Zahlen  geschieht  derart,  dass  complexe  Zahlen  fuhrt,  damit  angedeutet 

man  in  dem  Ausdrucke  a  +  ß%  %  behau-  j,^^  ^^^  ^j^  Aufgabe  des  Besultates  ent- 

delt   wie    eine   reelle    und    unbestimmte  y^^^^^^  ^^^^  derselben  aber  an  sich  nichts 

Buchstabcngrösse,    aber    der   Definition  Widersinniges  zu  Grande  liege,  sondern 

und  der  Bechnungsregel  gem&ss :  ^^s,   „„f   die  gewählten   Grössenverhält- 

t^=V(— 1)*  =  — 1  nisse    so   getro£fen  sind,  dass  sie  keine 

•«*.*    -1-«  ;,»«.«*    «/»  «s,.!.  ,1«.  nn«iir*t  Lösung  sulassen.    Z.  B.  sollte  man  den 

•etat,  also  immer,  wo  sicn  aas  <4uaarat  -pix^u^:  u^i*   ^:        tx    •    i      u       i ^ 

-^«  2   ^:«<.»^iu     -1:^-   «•:*  a^^  »iX^ff«««  Flächeninhalt  eines  Dreiecks   berechnen, 

TO«hl%^tlin«ht «  "^  0«"«»  Seiten  9,  6  und  2  Fub.  sind,  so 

Kinheit  Tert.n«*t.  ^^^^  ^.^  j^^^^^  ^^,  ^.^^^  imaginären 

Es  ist  also  sonach  z.  B. ,  indem  man  Ausdruck  führen,  welcher  andeutet,  dass 

i   sich   als    willkürlich  denkt   und  einen  swar   ans    drei    Seiten    eines    Dreieckes 

Satz  vom  Multipliciren  anwendet:  sich  der  Flächeninhalt  desselben  ergebe, 

(a+/Ji)(y4.cfi)  =  «y+(Äy+««f)i+Äc;i«  d«»  aber  ein  solches  Dreieck  unmöglich 

KTPJKr-r     )  7,  ,  t\'  '«>    ^«'    dö»    gewählten    Maassverhält- 

=  a  y  -  ^cf  -f  (^y  +  «cF;  t.  niggen,  da  in  keinem  Dreiecke  die  Summe 

Aus    den  Elementen   der  Algebra    aber  sweier  Seiten   kleiner  als  die  dritte  sein 

erhellt,  dass   eine  negative  Zahl   weder  kann. 

eine  positive  noch  eine  negative  Qua-  Aber  schon  diese  beschränkte  Auf- 
dratwnrzel  haben  kann.  Da  nun  alle  fassnng  des  Bechnons  mit  imaginären 
Zahlen,  welche  durch  Vermehren  oder  Grössen  als  blosser  Nachweis,  dass  eine 
Vermindern  aus  der  Einheit  entstehen,  Aufgabe  unmögb'ch  sei,  zeigt  die  Noth- 
entweder  negativ  oder  positiv  (ganz  wendigkeit,  sich  mit  diesen  Grössen  zu 
oder  gebrochen)  sind,  so  steht  der  Aus-  beschäftigen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
druck  V(— 1)  oder  V(— «')  '^  keiner  schehen  moss,  nämlich  der  gegebenen 
Grössenbeziehung  zur  Einheit :  er  kann  Begel  I.  gemäss.  Namentlich  aber  rauss 
nicht  im  eigentlichen  Sinne  als  Grösse  man  wissen,  wann  durch  Verbindung 
oder  Quantität  bezeichnet  werden.  We-  imaginärer  Ausdrücke  sich  ein  reelles 
sentlich  unterscheidet  sich  hierdurch  das  Besultat  ei^bt,  wie  dies  ja  geschehen 
Imaginäre  von  allen  den  Ausdrücken,  kann,  in  welchem  Falle  dann  die  Auf- 
negativen Zahlen,  Brüchen,  Irrational-  gäbe  einer  Lösung  zugänglich  ist.  Es 
zahlen,  welche  sich  beim  indirecten  Ope-  kommt  daher  darauf  an ,  mit  Benutzung 
riren  ergeben.  Während  nämlich  bei  der  Begel  I.  die  Besnltate  der  Bech- 
gewissen  Anwendungen  diesen  Grössen  nung  mit  complexen  und  imaginären 
möglicherweise  die  Bealität  nicht  zukommt,  Zahlen  auf  ihre  einfachsten  Formen  zn- 
so  ist  dies  doch  bei  gewissen  andern  An-  rückzuführen,  und  ist  dabei  ein  Erwägen 
Wendungen  jedesmal  der  Fall ,  und  na-  der  Bedeutung  der  einzelnen  Operationen 
mentlich  in  der  allgemeinen  Grössen-  in  Bezug  auf  das  Imaginäre  nöthig. 
oder  Zahlenlehre  kommt  ihnen  diese  Das  Besultat  dieser  Erwägung  ist  dann 
Bealität  zu,  indem  sie  immer  eine  an  in  dem  sogleich  zu  begründenden,  höchst 
sich  einen  Sinn  habende  Operation  an-  wichtigen  Satze  enthalten: 
zeigen,  z.  B.  die  negative  Zahl  die  des  II.  „Alles  Bechnen  mit  complexen 
Abziehens,  der  Bruch  die  des  Theilens.  Zahlen  von  der  Form  a-^-ßt  führt  immer 
Beim  Imaginären  ist  dies  nie  der  Fall,  auf  eine  ähnliche  Form  zurück.** 
Es  kann  keine  Grösse  geben ,  welche  Aber  noch  von  einem  andern  Gesichts- 
durch  Ausziehen  der  Wurzel  aus  —1  punkte  aus  zeigt  sich  die  Nothwendig- 
entstände.  Sprechen  wir  daher  von  ima-  keit  des  Operirens  mit  complexen  Zah- 
ginären  Grössen  oder  Quantitäten ,  so  len,  wonngleich  dieser  Gesichtspunkt  sich 
ist  dies  ein  nneigentlicher  Ausdruck,  den  nicht  a  priori  ergibt,  sondern  erst  mit 
wir  eben  nur  des  Gebrauchs  wegen  an-  dem  Fortschreiten  der  mathematischen 
nehmen.  Der  Ausdruck  imaginäre  Zahl  Wissenschaften  gefunden  werden  konnte, 
ist  richtiger,  weil  wir  bei  dem  Worte  Es  finden  nämlich  zwischen  verschiede- 
Zahl  in  seiner  allgemeinen  Bedeutung  nen  Functionen  und  Grössen,  auf  die 
eben  nur  an  die  Besnltate  von  Bech-  man  ron  ganz  verschiedenen  Betrachtnn- 
nungsoperationen ,  gleichviel ,  ob  diesel-  gen  ans  gekommen  ist ,  Beziehungen 
heil  auf  reelle  Ghrössen  führen  oder  nicht,  statt,  welche  erst  durch  den  Gebrauch 
zu  denken  veranlasst  sind.  des  Imaginären  vermittelt  und  anfgefnn- 
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d«n  werden  kann.     AU  Beispiel    diene  der  gewöhnlichen  Rechmuigigetfetae  dieM 

die  Beziehung   Bwischen  den   Bxponen-  Gleiehnng  die  Form  annehmen: 
tial-Gh-ÖBsen   und  den  trigonometrischen,  ar=— /ft, 

welche  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung:  ^^^    ^^^^   ^^^  ^^^  ^.^^  ^^^    ^ 

e'**  =  cos«+isini».  Quadrat  erhebt: 

Femer    lassen    sich    gewisse   Sätze   erst  a'=^*i«=— ^'. 

bequem  aussprechen,  wenn  man  das  Ima-  £s  wörde  also,  da  er*  und  ß^   nicht  ne- 

ginäre  einfuhrt,  z.  B   der  Satz,  dass  jede  gativ  sind,  diese  Gleichung  auf  den  Wi- 

Gleichung    nten  Grades  auch  n  Wurzeln  dersinn  f&hren,  dass  eine  positire  Zahl 

habe,   die   Beziehung   zwischen    quadra-  einer  negativen  identisch  ist,  und  diesem 

tischen  Factoren    eines    Polynoms   und  ist  nur  zu  entgehen,  wenn  man  a  =  ß—Q 

den  Wurzeln  einer  Gleichung  (siehe  den  setzt. 

Artikel :  quadratischer  Factor)  würde  aber  „Wir  kOnnen  also  jede  Gleichimg  Ton 
ganz  wegfallen,  wenn  das  Imaginäre  nicht  der  Form  a-^ßi=0  ledigUch  als  ein 
in  Betracht  käme.  Dass  dieser  Gesichts-  Symbol  fassen,  welches  unter  einer  ge- 
punkt  von  Wichtigkeit  ist,  zeigt  der  um-  meinschaftlichen  Form  die  beiden  Glei- 
stand, dass  er  auch  in  anderer  Weise  sich  chungen  : 
bewährt  hat.  Ganz  ähnlichen  Betrachtnn-  a=0^  /?=0 
gen,  auf  Congmenzen  angewendet,  ver-  iQ^fuggt** 

danken  das  Galois'sche  Imaginäre  in  der  j^.^  Anwendung    der  Additions-   und 

Zablcnlehre  und  die  Kummer  sehen  idea-  Subtractionsregel    auf  complexe   Zahlen 

len  Zahlen  ihre  Entstehung,  von  denen  ^^^^  ^^j^^  Schwierigkeit.    Denken  wir 

namentlich   die   letzteren  so  wichtig  ge-  ^^^  ^^^  g^^,  j    ^^^  vorigen  Abschnitte« 

worden  smd.  —  Endlich,  und  dieser  Ge-  zunächst  i  als  eine  wiUkürüche  Grösse, 

Sichtspunkt  ist  namentlich  in  der  neuesten  ^^  ^^^ . 

Zeit   eröffnet  worden,   sind  gewisse  Ge-  '•   .  /     •  j-\ _l_     i/ä-l>y: 

setze  der  Functionen  nur  zu  finden,  wenn  «4-^»±{y  +  öV— «±y+CP± ^/^ 

man  neben  dem  Beeilen  auch  das  Ima-  und    somit    hat   man   immer    folgenden 

ginäre  berücksichtigt.     Die  Mehrdeutig-  Satz,   der   die  Summen  und  Differenzen 

keit   der  Integrale    hat  nur   bei   dessen  complexer  Zahlen  so  finden  lehrt,   dass 

Gebrauch  einen  Sinn.    Die  Grenzen  der  sich   Satz    II.    des    vorigen   Abschnittes 

Convergenz  einer  Potenzreihe  kann  nur  dabei  bestätigt. 

gefunden  werden ,   wenn  man  neben  den  II.    „  Zwei   complexe   Zahlen   werden 

reellen  Werthen   der  Variablen  auch  die  addirt    und   subtrahirt,   wenn    man    im 

complexen  in  Betracht  sieht  u.  s.  f.  ersten  Falle  die  Summe,  im  zweiten  Falle 

Es    ist    somit    nothwendig,    die  Zahl  die  Differenz   des  reellen  und  des  mit  t 

t  =  V-1  als  neues  Element  in  die  Rech-  multiplicirten  Theils  einzeln  bildet." 

nung  einzuführen,  ohne  sich  um  dieBe-  ®8    'olg*   hieraus  auch,  dass  man  die 

deutung  dieses  Ausdruckes  zu  kümmern.  Gleichung: 

Der  mit  I.  bezeichnete  Satz  gewährt  die  o-f-^t=^+ Ji 

MögUchkeit  de.  Bechneng  mit  i  ^  j.,  j.^^. 

Es   bleibt  noch  übng,   den  Sinn  und  \«.^a 

die    Bedeutung  der  yerschiedenen   Ope-  («— y)+(^— <f)*— 0 

rationen   mit  Bezug  auf  complexe  Zah-  bringen  kann,  woraus  sich  nach  Sats  L 

len  zu  prüfen,  und  den  mit  II.  bezeich-  ergibt: 

neten  Satz  zu  beweisen.  «  =  /»    /'=<f> 

2)   Die   Operationen  mitcom-*^'^«'  ,         _,,       , 

plexen  Zahlen.  »»Zwei    complexe   Zahlen  können  nur 

rr-^.v         1.         .j       j-i-11-     dann  gleich  sein,  wenn  die  reellen  und 
Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Glei-  ^j,^^^^  Theile   einzeln   gleich  sind.« 

«"'*"«•  Seien  jetzt  die  Ausdrücke   a+ßi  und 

a-^ßi^O  y-\-di  zu  multiplidren. 

nur   die  Bedeutung   haben    kann,    dass  ^«?^*  man  wieder  zunächst  i  allge- 

sowoW  a  als  ß  einzeln  gleich  Null  sind,  ««°^^'°'  ««^  '^**  «"*" 

oder :  {«  +  i^)  •  (y  -h  <^»)  =  «y +•  (ßy  +  *«') 

I.    „Eine    complexe    Zahl    kann    nur  ^ii 

dann   der  Null  gleich  sein,    wenn   dies  , 

mit    dem   reellen   und   dem   imaginären  ^^^  ^««^^  °»*°- 

Theile  einzeln  stattfindet.'*  %*  =  —1 

In  der   That  würde  bei  Anwendung  setzt: 
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Dies  gibt  folgenden  Sats,  der  allerdings  besser  dnrcb  die  eben  hingescbriebene 
Formel  als  darch  Worte  aosgedrfickt  wird: 

IIL  ^tVsM  Frodnct  zweier  complezen  Zablen  ist  gleich  einer  andern  com- 
plezen  Zahl ,  deren  reeller  Theil  aus  der  Differens  der  Prodacte  der  reellen  nnd 
imaginären  Theile,  und  dessen  imagin&rer  Theil  aas  der  Summe  der  Prodncte  der 
imaginären  Theile  jedes  Factors  in  die  reellen  des  andern  Factors  besteht.** 

Namentlich  ist  hiemach: 

i«  =  -i,    ••  =  +!,    t»  =  i,    t«=:-l... 
Auch  hier  findet  also  Sats  II,  des  vorigen  Abschnittes  statt    Ebenso  bei  -der  Bi- 

Vision.    Denn  es  kann  — ^,   wenn  wir  t  allgemein  denken    nnd  den  Saita  an- 

wenden,  dass  Zähler  und  Nenner  eines  Bfnches  beide  mit  derselben,  aber  gans 
beliebigen  Zahl  multiplicirt  werden  können,  auf  die  Form  gebracht  werden : 

r-^^i "  (y+crt)(y-cfi)' 

nnd  dies  gibt  nach  vorigem  Batse: 

y«  +  <f »  • 

d.  h.: 

tt-h^_gy4-«cf      ßy-a^. 

y+ift""y«+<f"  "^yt  +  d* 

Durch  diese  Formel  ist  das  Dividiren  mit  complezen  Zahlen  völlig  deflnirt. 

Grössere  Schwierigkeiten  macht  die  Definition  des  Fotenzirens,  des  Wnrzel- 
ausziehens  und  des  Berechnens  der  Logswithmen  von  imaginären  Zahlen.  Da^ 
gegen  führen  aber  auch  diese  Rechnungen  lu  den  wichtigsten  Resultaten. 

Wir  werden  zunächst  mit  Zuhülfenahme  des  Sattes  L  des  vorigen  Abschnittes 
diese  Operationen  definiren. 

Es  sind  data  jedoch  einige  Hfllfsbetrachtnngen  nöthig. 

2)  üeber  Exponentialgrössen  mit  reellen  und  imaginären 
Exponenten. 

Entwickeln  wir  die  Gkösse  (  iH — )  nach  dem  Binomialsatze ,  indem  wir 
voranssetsen,  n  sei  eine  positive  ganze  Zahl,    Es  ergibt  sich: 


(>4)  ('4)  ■  •  •  ('-'-i^) , 


.        — ^^2.  .  .s  ar  +    .  .  .    +«. 

Mit  wachsendem  n  wächst  die  Gliederanzahl  dieser  Reihe.  Es  wird  behauptet, 
dass  sie  sich  trotzdem  einer  gewissen,  von  n  unabhängigen  Grenze  nähert,  mit 
andern  Worten,  dass  die  Reihe  convergire,  wenn  ii=qo  wird. 

Eine  bekannte  Regel  lUr  die  Convergenz  ist  die,  dass  der  Quotient  eines  Glie- 
des dividirt  durch  das  Vorhergehende  siä  einer  Grenze  nähert,  die  kleiner  als  1 
ist,  wenn  die  Ordnung  dieses  Gliedes  wächst. 

Es  ist  nun,  wenn  wir  mit  Ä    das  s te  Glied  bezeichnen : 


d.  h.: 


^    ,.,....(,^„(,4)(..i)...(t--^).- 
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4      r  m  tf        1 

A    ,  ^        1 —  =  »t    — =— > 

s+ 1  n  a:  m        « 

A^  s-fl  wo  jT  positiv  aber  beliebig  und  s  nnead- 

lich  gross  ist.    Also: 
In   diesem  Ausdrucke  ist  immer  s  Uei-  /        ^x^^  /        l\«jp 

ner  als  n,  also  1 — ^  ein  echter  Bruch,    *     \       mJ    ""  '     \        «  / 

»+1  wichst  über  jede  Qrenze,    so  dass  ^Tlim  (  1-H— VI'. 

jich   — ^j —  der  Null  nfthert,  was  auch  ^j^  getien  nun: 

X  sei.  lim(lH )'=«, 

Man  hat  also: 

wo  e  eine  bestimmte  Irratioiuklsahl  ist 

TM'    /^i_L*^^*-i_L         g'   ,      ^^  deren  Werth   sich   aus  Gleichan^  I)  er- 

i;iim^l+-^  *"'^"*"*+lT2     1-2-5  «:>*>*»    ^«»n  man  daselbst   x  =  l    setft 


und  man  hat: 

■^1.2  '  1.2.3 
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indem  man  die  GrOssen  — ,  —  .  .  .  ver-  »»v        *_ij_i_i_*_l     ^ 

n'  n  li)       *~-^"*''*^^"iT2"*'iT2~i 
nachl&ssigt,    da  dieselben   gegen  1  ver- 
schwinden, so  lange  $  gegen  n  unendlich  . 1^ . 

klein  ist,  die  Glieder  aber,  wo  dies  nicht  1.2.3.4 

der  Fall  ist,  na<^   dem  pben  Gesagten  ^^^  ^„^  numerische  Berechnong: 
auf  die  Summe   der  Beihe   keinen  Bin-  «»^orto^ortojcft 

fluss     ausüben.      Da    der    Werth    von  «  =  2,718281828409  .  .  . 

lim  (  l-{ — j    unabhängig  ist  von  n,  vor-  HI)  lim  (  1 +—)*=«*, 

ausgesetzt,  dass  m»i  diese  Grösse  posi-  ^,^^  ^.^  Benutzung  von  Formel  L: 
tiv  gans  und  ms  Unendliche  wachsend  ^ 


.3  ^S 


sich  vorstellt,   so  ist  unter  dieser  Bedin-  tt»  .      -^  ~  i  i.  *  j«  *      a      ^      j. 
gung  offenbar:  ^"•-    *    '"^'^'T  "^rS '*T2^"*"  "" 

(2  \ n  /        x\m  ^^^  J*^^  *  ®^°®  beliebige  negative  Zahl, 

1+— I   =limll+ — I     .        so  ist,  wenn  man  «=—j  setzt: 

(i_y)-(i+i)"=(i_y!)- 

Ist  jetzt  «  =  —  ein  beliebiger  positi«  ^  n/  \  n/  \  »"/ 
tiver  Bruch,  .o  ^bt  es  immer  «uendlich  Rf'  ^«r"»  «'''*!»  ^Mdruck  recht,  er- 
Tiel  Zahlen  m,  die  so  beschaifeii  sind,  »»»»  "«^  "«'  ^»™*^  ^•'  '«""  "»*»  "■ 
dM,  ÜL  =  ÜLf  einer  gan^nZahl  glekh  derselben  x  mit  -^  rertanscht,  we- 
ist, man  bracht  eben  nur  m  als  theü-  <»»J^'  '^"  Ü.IÜf^''*'. '?*,?^!?"  w 
ba;  durch   «  anxunehmen.     Lüsst  man  "1^  •»»•  »erschwmden,  und  man  hat 

daher: 
nun  in  x=  — Z&hler  und  Nenner  wachsen,  /       vX«  /       «fX« 

•  limll-*)  (i+*-r=i, 

so    kann  man   sich  diesen  Bruch  immer  \       n/    \       »/ 

als    bis    auf  eine  beliebige  Grenze  mit  ^^  ]|^. 
einer  gegebenen  Irrationalzahl  zusammen- 
fallend denken,  da  eine  solche  ja  immer  ]jm 
die  Form  eines  Bruches  mit  wachsendem 
Zähler    und   Nenner    annimmt.     Immer 
dann  aber  kann  m  so  gewählt  werden,  ^       ix.yn 

dass  der  Ausdruck  '—  sich  nur  um  eine  "       \       n  /        * 

u 

beliebig  kleine  GrOsse  von  einer  ganzen  oder: 

Zahl    unterscheidet,    jedoch    muss    die  i      /i     y\**—  "V 

ganze  Zahl  m,  welche  den  Factor  u  ent^  "■*  \       n/   ""* 

h&lt,    aus  diösem  Grande  im  Waohlen 

sein.     Wie  dem  auch  sei ,   es  l&sst  skh  Datoit  sind  die  Formehi  HI.  und  III  s. 

also  setzen :  auch  erwiesen,  wann  x  negativ  ist,  Pi^ 


im/l-3!-Vs=lim   ,'    -^  . 
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selben  gelten  also  fftr  jeden  reellen  Weiih  III  a.  gegeben  sein  soll/*     Da  die  For- 

Yon  X.    Ueber  die  Formel  Illa.  ist  aber  mel  Illa.  nur  Potenzen  von  «enthalt,  so 

eine    wichtige    Bemerkung    zn   machen,  gibt   sie  nach  dem  Obigen  wieder  eine 

Bruchpotenzen  sind,  wie  wir  im  vorigen  complexe   GrOsse.     Die  Identität  beider 

Artikel    gesehen     haben ,     mehrdeutige  Definitionen  ergibt  sich  daraus,  dass  die 

Grössen,  und  Potenzen  mit  irrationalen  _,       .  , ,  A      «\»      ^  ,      «. 

Exponenten    sogar  unendlich  vieldeutig,  Entwicklung  von  ^l+-j  nach  dem  Bi- 

da  der  Nenner  des  Exponenten   unend-  nomischen  Satee  richtig  bleibt,  wenn  auch 

lieh  gross  zu   denken  ist.    Definirt  man  ^  imaginär  ist    Denn  wenn  man  n  als 

dagegen  die  GrOsse  e' immer  durch  For-  ganze  Zahl   denkt,  so  drückt  ja  der  Bi- 

.  _,.  X    ,   .      .      .  nomische  Satz  nur  die  Regel  für  ein  wie- 

mel  ni.,  so  ist  6     eindeutig,  da  n  eine  ^^ 

ganze  Zahl  ist  and  daher  nur  einen  Werth  derholtes   MulUpliciren   von    l-\ —  mit 

gibt.    Gleiches  folgt,  wenn  man  e    durch  sich  selbst  aus ,  welche  Begel  ihre  volle 

Reihe  Illa.  definirt.  Anwendung  auch  für  imaginäres  x  nach 

„Der  Ausdruck  e*  wird   also  immer  dem  Obigen  findet.  ,  .  ,       .. 

als  eine  eindeutige  Function  von  *  auf-       ^  "'  J^^^^  "^'^^^  «'^  *'^'««°»  d*"  ^« 

gefasst,    welchen    reellen  Werth  auch  x  Entwicklung  von  e'  in  lUa.  noch  einen 

habe,  und  ist  durch  Formel  HI  a.  völlig  bestimmten  Werth  gebe,  also  convergire, 

bestimmt.    Dieser  Werth  von  e*  ist  aber  JJ^^f  f  ^"^ff  '^''^'    ^**'*'  ®*^*^ 

immer  positiv,  so  lange  *  reell  bleibt."  *""*  "^  "^  ^'^^^'''' 

,^        .  ^      ,.     /^  .  x\n        ^       Setzt  man  in  Illa.   für  x  a-^bi.  so 

In    der  That  sind:    hm^l+-j      und  ergibt  sich: 

,.     /-      *\»  u  -j         •*•  a+6i    ,  .  a+6i  ,  (a+bi)* 

lim  I  1 I     beide  positiv,  wenn  man  a  =lH — ^ h----«:- 

\        n/  1  1 «2 

n  wachsend  und  positiv  denkt.    Da  nun  fa+6i)* 

jede  Wurzel  nur  höchstens  einen  reellen  -j-  Ij — ^— ^^  -^  .  .  , 

und  positiven  Werth  hat,   so  ist,  falls  x  1  •  ^  •  d 

ein  Bruch  ist,   leicht  aus  der  Reihe  der  Uaben  a  und    b  die  absoluten   Werthe 

Werthß  von   «*     welche  man   bei   einer  «*»*/»,    so    dass    a   und   ß  positive 

«n^r«.  n^finirin;  Ztll^r  Orft«a  «UXn  ötösseu  siud,  SO  ist  offcubar  sowohl  der 

andern  Definition  dieser  Grösse  erhalten      ^        j      '^        i^^ginftre    Theil    von 

würde,  der   zu  bestimmen,  welcher   der  "  ii«»5  u»i^»    j.uoii    twu 

jetzigen  Definition  entspricht.  (a-]-bt)  ,    abgesehen   vom    Vorzeichen, 

um  nun  die  Definition   von   e     auf  kleiner  als  («+/})  .   Denn  die  einzelnen 

imagin&res    x   auszudehnen ,    bemerken  Glieder  des  erstem  Ausdruckes ,   wie  sie 

wir,  d..s  zaii&cb.tder  Ati.dnick  («+/»•)'  ^*'  Binomi.che  Säte  ergibt,  nntergchei- 

innrer  eine  Bedeutung  hat,  wenn  ,  eine  f«°,  »"*    T  t'ü   *""Pr^''«"l<'«"  ^^ 

poiitiye  ganze  Zuhl  iit,  denn  in  diesem  ''""«™  nur  durch  da.  Zeichen  oder  dnrdi 

FaUe  hat  man  es  ja  mit  einem  wieder-  f .«".  Fjf»*?"/ •  ^^*  "*  °f^  '""i,?°"^ 

holten  MultipUdren  tu  thun ,   und  kann  *'PV5"^  »"«*•     ^'«••_,}«^""°   ®'«^« 

die  Begel  UI.   des  Torigen  Abschnittes  ""t?    ™    '^^^f  -f-   **"    "**• 

anwenden.    Auch  kann  «  eine  negative  ^'"*'   '"'"  "*   «Iw  PO"»'»  genommen 

«-«-*  «T-vi  »«:«.  «,««  .A*.*  ^-««  *ö  demselben  hinzugefügt,  so  wird  der- 

ganze  Zahl  sein;  man  setzt  dann:  ,.  ^       j  j       ii v  l^ 

^  *  telbe  vergrossert,  und  dasselbe  geschieht, 

/    I  jn^*z=       ^  wenn    man   die    negativen   Glieder  mit 


(«+^)' 


verändertem  Zeichen  nimmt.  Im  ima- 
ginären Theil  dagegen,  wo  die  nicht  mit 
und  die  Sätze  III.  und  IV.  des  vorigen  i  multiplidrten  Glieder  wegbleiben,  wer- 
Absehnittes  geben  das  Nöthige,  so  dass  den  diese  hinzugefügt  und  ebenfalls  alle 
in  diesen  FUlen  Glieder  positiv  genommen.    Setzen  wir 

-  -  also ; 

(«+^i)' oder  («+^)  .f_  . 

sich  immer  wieder  auf  complexe  Grössen  (*+^)    =P  +  ^*j 

a-^-bi  zurückführen  lassen.  so  ist: 

Diese  Betrachtungen  machen  es  mög-  ,        ^5  ,       ,< 

VI,    ^-     Px         « %■  I  p<(«+/J)'undy<(a.h/?)', 

lieh,  die  Grösse  e     für  complexes  x  zu     , 

^  ic         ^^  wenn  man  setzt : 

deflniren,  indem  wir  sagen:  „dass  e    für  a-i-At 

beliebiges  x  durch  die  Formel  in.  oder  e         =P+(^, 

29^ 
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•0  i«t  «och: 

P<l+«+/94-y72-  +  i72  .  S"^  •  •  •' 
und: 

Da  nun  die  Beihen  rechts  conTergiren ,  so  massen  auch  die  f&r  P 
und  Q  conver^ren.  Denn  die  Convergenz  einer  Reihe  besteht  ja  darin, 
dass  die  Summe  aller  Glieder  von  einem,  dem  sten,  an  mit  wachsendem  t 
verschwindet,    und  dies  wird  natürlich  noch  der  Fall  sein,  wenn  der  absolute 

Werth  aller  dieser  Glieder  verringert  wird.  Kachdem  also  der  Ausdruck  e'  Ar 
complexes  x  vollständig  definirt  ist,  bleibt  es  noch  übrig,  die  Kegeln  des  Po- 
tenzirens  für  diesen  Ausdruck  zu  beweisen;  denn  da  die  Entstehung  desselben  eine 
andere  als  bei  reellen  Zahlen  ist,  fragt  es  sich,  welche  Sätze  von  Potenzen  für 
solche  Ausdrücke  noch  gelten.  Während  bei  den  vier  ersten  Operationen  die  Gül- 
tigkeit der  allgemeinen  Gesetze  für  reelle  Zahlen  auch  für  die  complexen  einfach 
aus  der  Definition  folgt.  Die  Gleichungen,  welche  diese  Sätze  ausdrücken,  sind 
immer  richtig,  wenn  man  t  als  beliebige  reelle  Zahl  denkt;  es  findet  also  auch 
Gleichheit  zwischen  den  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  i  statt,  nnd  diese 
wird  nicht  aufgehoben,  wenn  man  i^  mit  —1,  also  i'  mit  —t,  i«  mit  +1  u.  s.  w. 
vertauscht. 

Für  die  Potenzen  beweisen  wir  zunächst  die  Sätze: 

für  complexe  x  nnd  y.    Man  hat: 

x^        \  »» 

«(fi-f-x+y)/  • 

Diese  Gleichung  gilt  für  complexes  x  und  y  auch.    Man   sieht  aber  leicht ,  wenn 
man  den  ilusdruck: 

xy 


/^i  I     ^    Y = s"+*+y 


»(n-|-a?+y> 

nach  dem  Satze  Illa.  entwickelt,   alle  Glieder,   bis  auf  das  erste,  welches  gleich 
der  Einheit  ist,  für  wachsendes  n  verschwinden.    Es  ist  somit : 

X 

Was  den  Ausdruck  —  anbetrifft,  so  bemerken  wir,  dass  die  Betrachtungen,  welche 

die  Formel   11—^)  =7 r-  oder  «~^=:  —  ergaben,  auch  für  imaginäres 

y  gültig  sind,  nnd  somit  hat  man: 

nach  dem  vorigen  Satze: 

e   e    ^  =  s      ^, 
so  dass  beide  Formeln  erwiesen  sind. 
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Wenden  wir  nns  jetit  %u  den  Fonneln : 


.  XxS     jx    "y  x__  s 


wo  t  zan&chst  eine  reelle  ganze  Zahl,  x  beliebig  sein  soll. 
£b  iflt: 


Da  fi  anch  eine  ganze  Zahl  ist,  so  stellt  die  Formel,  was  auch  x  sei,  nur  ein  wie- 
derholtes Mnltipliciren  vor,  nnd  ,da  die  Sätze  Hber  diese  Bechnung  allgemein 
gelten : 

j 
Was  den  Ausdruck  f  ^  anbetrifft,  so  ist  er  definirt  durch  die  Gleichung : 

«'/   nach    dem  Obigen   =:e' =e',  also: 

s  X 

X 

Es  ist  aber  wohl  zu  bemerken,  dass  e'   eine  eindeutige  Function  ist,  und  daher 


s 


Ton  den  s  Wurzeln,  welche  y  e'  haben  kann ,  nur  eine  ganz  bestimmt   durch 
diese  Gleichung  gegeben  ist. 

Sei  jetzt  s  =  -  ein  positiver  reeller  Bruch,    für  den  auch  eine  Irrationalzahl 

gesetzt  werden  kann,  wenn  man  Zfthler  und  Kenner  gleichzeitig  zunehmen  Iftsst. 

Immer  ist  der  Ausdruck:  (e**)  ^  zu  definiren  durch  die  Gleichung: 

P 

px 
nnd  da  auch:  (e^)^=«^*  ist,  so  hat  man: 

also  den  obigen  Satz  auch  ftx  diesen  Fall  bewiesen« 

Da   wir  den  Begriff  der  Wurzln  mit  gebrochenen  Exponenten  nicht  einge- 
führt haben  und  derselbe  mittels  der  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  immer 

s  X 

umgangen  werden  kann,  so  ist  der  Formel:  V e^=:e'    keine  AllgemeingfÜtigkeit 
beizulegen. 

Sei  nun  —$  immer  eine  beliebige  negative  Zahl,  so  ist  noch  immer  (^')  " ' 
zu  definiren  dnrch  die  allgemein  gültige  Gleichung: 

(«  )       = 


(e*)' 
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und  da: 


—xt 
=  e 


ist,  so  ist  unsere  Formel  für  jeden  reellen  Werth  von  t  bewiesen. 

Sei  jetzt  t  imagintlr,  so  verlieren  alle  diese  Definitionen  von  (e  )  ihre  Be- 
deutung. Es  steht  uns  daher  frei,  diesen  Ausdruck  neu  zu  definiren  durch  dio 
Gleichung: 

Die  völlig  bestimmte,  in  convergirender  Beihe  zu  entwickelnde  Grosse  rechts  be- 
stätigt dann  die  Gleichung  (e^)*=e'^  auch  für  diesen  Fall. 

Wir  haben  bisher  nur  solche  Potenzen  betrachtet,  wo  entweder  der  Exponent 
reell,  oder  der  Exponent  eine  beliebige  complexe  Zahl,  die  Basis  aber  gleich  der 
gegebenen  Zahl  e  ist.    Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  tlen  üebergang  auf  eine  belle- 

bige  Potenz  a  zu  machen,  wo  a  und  x  complexe  Zahlen  sind.  Ehe  wir  dies  je- 
doch thnn,  sind  die  Potenzen  von  e  etwtis  genauer  zu  untersuchen.  —  Sei  zu- 
nächst in: 

X  X*  ** 

X  reell  und  positiv,  so  sind  alle  Glieder  der  Beihe  rechts  ebenfalls  positiv,  und  neh- 
men mit  wachsendem  x  zu.    e"^  wird  also  immer  grösser  werden,  wenn  x  wächst: 

für  «SS 0    ist    e*=l,    für  a?=a),     e*  =  oo. 
Also: 

„Fär  positives  x  wächst  der  Aasdruck  e^  gleichzeitig  mit  x,  und  zwar  von 
Null  bis  unendlich.*^ 

Sei  jetzt  x=— y  negativ,  so  ist: 

e-y=i=_J . 

Da  der  Nenner  positiv  ist,  wird  auch  e~~^  positiv  sein,  für  y=:0  den  Werth  1, 
f&r  y  =  oo  den  Werth  Null  haben,  und  je  grösser  der  absolute  Werth  von  y  wird, 

desto  kleiner  wird  6*"^  werden,  also: 

„Für  negatives  x  fällt  e^  von  1  bis  0,  bleibt  somit  immer  positiv.** 
Und  allgemein: 

„Durchschreitet  x  alle  Wertho  von  —oo  bis  +Q0,  so  wird  e  alle  positiven 
Werthe  von  0  bis  oo  annehmen,  jeden  nur  einmal,  und  immer  im  Wachsen 
bleiben,  wenn  x  algebraisch  genommen  zunimmt." 

4)  EiDführung  der  trigonometrischen  Functionen  in  die 
Analjsis. 

Sei  jetzt  x=(iti  eine  rein  imaginäre  Zahl,  so  hat  man: 


e    =l+«i--i — 5  —  .,    o   0+-I    ci  o    A  + 


1-2      1.2.3  •  1-2.3.4  '  1.2. 3-4-5      •" 

Die  Beihe  rechts  zerfällt  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil.  Den  erste- 
ren  bezeichnet  man  mit  dem  Ausdrucke  Cosinus  von  a  (cos«),  den  letztem  mit 
dem  Ausdrucke  Sinus  von  a  (sin  a).  Diese  Bezeichnungen  sind  mit  denen,  welche 
in  der  Trigonometrie  vorkommen,  identisch.  Jedoch  ist  diese  Identität  in  letzterer 
Wissenschaft  zu  beweisen,  nicht  hier,  wo  es  uns  auf  die  geometrische  Bedentang 
der  definirten  Functionen  nicht  ankommt.    Es  ist  nun: 

IV.  e"  * = cos  « +t  sin  a, 
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IVa.  ^•«=-l-"iT2'*'l-2-3.4""l-2.3.4.6-6'*'  *  '  ' 

IV*-  ""''=«--1;:^  +  1.2.V4.5""  •  •  • 

Die  Aasdrücke  fdr  cos«   und  sina  convergiren  immer.    Sie  selbst  gentigen  Ter- 

scbiedenen  Gleichungen.  Zunächst  wird  sich  der  Werth  Ton  e""*  nur  von  c"  da- 
durch unterscheiden,  dass  die  mit  i  muUiplidrten  Glieder  negativ  sipd.  Bs  ist 
also: 

V.  e'^"*^  cos«— »sina. 
Multiplicirt  man  diesen  Ausdmck  mit  dem  in  IV.,  so  kommt: 

^a  t  ^— o  f  _.  ^^^  ^_^ .  g.jj  ^^  ^^g  « — i  sin a), 

oder : 

VI.  1  =  cos  «*  +  sin  «' . 

Es  ist  ferner: 

e«%^*=:c("+'^^*=cos(«+/9)+»sin(«+^), 

und  gleichzeitig: 

«"•/•=(cos«  +  »sin«)(coB/!+iBin/9)  =  cos«cos/J— sinffsin^  +  i(sin«cos/l 

•fco«  er  sin /9), 
woraus  sich  die  beiden  Grandformeln  der  Trigonometrie  ergeben : 

VII.  cos  («+/?)  =  cos  «  cos  /} — sin  a  sin  /J, 
VUa.  8in(a  +  /J)  =  sin«cosjJ-hcos«sin/?. 
Da  man  ferner  der  Definition  gemäss  auch  setaen  kann: 

e~"*=cos(— a)+»sin(— «), 

so  hat  man  wegen  Formel  V. : 

VTTT.  COS  (— «)  =  cos  IC,    sin  (—ff)  =  —  sin  a. 

Die  Formel  VI.  gibt  uns  zonftchst  das  Besultat,  dass  von  den  Grössen  cos«  und 
sin«,  so  lange  a  reell  bleibt^  keine  grösser  als  +1  werden  kann,  und  keine  un- 
ter —1  sinken  wird.    D.  h.: 

„Cosinus   und  Sinus   reeller  Zahlen  sind  immer  echte  positive  oder  negative 

Brti<£e/' 

Kennt  man  von  beiden  Functionen  die  eine,  so  ist  die  andere  bis  auf  das 

Yorseieben  gegeben  durch  die  Formel  VI. 

Was  nun  die  Aenderung  dieser  Functionen,  wenn  a  seinen  Werth  ändert,  an* 
betrifft,  so  bemerken  wir  zunächst,  dass  nach  den  Formeln  IVa.  und  IV b.: 

cos(0)  =  l,    sin(0)=0 
sich  ergibt,  und  man  für  kleine  Werthe  von  «sv  setzen  kann:        ' 

cos(i')=l,    sin(K)=i', 
indem  man  alle  Potenzen,  die  höher  als  die  erste  sind,  gegen  1,  bezüglich  y^  ver- 
nachlässigt. .  ,    «  ..^ 
Bekannt  ist  ferner  der  Satz,  dass  jede  Reihe : 

deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  und  wo  immer  das  nächste 
Glied  kleiner  ist  als  das  vorhergehende,  den  Bedingungen  genügt : 

S>i4|— i4,+  .  .  .  —-^211*    S<'^i~^2+  •  •  •  +-^211+1' 

denn  offenbar  ist  der  ersten  Reihe  rechts  noch  zuzuzählen,  um  S  ^  erhalten: 

wovon  alle  GKöder  in  den  Klammern  positiv  sind,  während  von  der  zweiten  Reihe 
rechts  abzuziehen  ist  die  Reihe  mit  ebenfalls  positiven  Gliedern: 
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Dies  angewandt  auf  die  Beihe  IV  b.  zeigt,    dass  deren  Werth  wenigstens  ao  lan^ 
positiv  ist,  als  a  positiv  und  kleiner  als  2  ist.    Offenbar  n&mlich  kann  man  setaen : 

, .   .  ©•  &    6)'  , 

Die  Nenner  dieser  Glieder  sind  alle  grösser  als  1,  die  Z&hler  bilden  die  Beihe : 

\2/'  Va)  '  d/  '  \2/  ' 

wo  ^  kleiner  als  1  ist;  sie  nehmen  also  ab,  und  somit  ist,   wenn  man  in  den 
Gremswerthen  iUr  S,  5=|sina,  $zz\  setzt: 

|sina<=r  und  {sina>^ —, 

d«  h.: 

«• 

siniv««  und'sin«>a— ; — ^-r, 

und  da  «'nach  der  Annahme  positiv  ist,  so  wird  dies  auch  mit  sina  der  FaU 
sein.    Es  ist  nämlich  für  «=2,  a^z — cr~s  =  2~t  ^o^  positiv. 

1  •  J"  o 

untersuchen  wir  jetzt  den  Cosinus  von  o,  und  vergleidien  wir  zwei  Wertfae 
cosa  und  cos  («+»'))  wo  «  und  y  positiv,  also  a-f-r>a,  keiner  dieser  Werüie 
aber  grosser  als  2  ist. 

Man  hat: 

cos  («+ y)  =  cos  «  CO«  V— sin  a  sin  v. 

Der  Ausdruck  sina  sin  v  ist  nach  dem  Obigen  immer  positiv,  also: 

cos  (a-|-i')<cos  a  cos  y. 

coBv  wird  nie  grOsser  als  1  sein,  und  sich  übrigens  mit  abnehmendem  y  bis  auf 
jede  Grenze  der  Einheit  nähern,  woraus  dann  folgt,  dass  man  hat,  wenn  y  eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreitet: 

cos  («+>')  <cos  IT,  cos(a+2i')<cosa  +  i'  .  .  ., 

es  wird  also  mit  zunehmendem  a  der  Ausdruck  cos  a  immer  kleiner  im  analy- 
tischen Sinne,  und  dies  wird  wenigstens  so  lange  dauern,  als  a  den  Werth  2 
nicht  überschreitet. 

Es  ist  nun,  wie  wir  gesehen  haben: 

co«(0)=l, 

also  für  et =0  ist  der  Cosinus  positiv.  Dies  findet  für  jeden  Werth  iwischen  Null 
und  Eins  statt,  da  die  Glieder  der  Beihe  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind 
und  abnehmen.    Somit  hat  man: 

co8a>l< 


1.2' 
was  für  a=l  noch  gibt: 

cos  a>^. 

Setzt  man  nun  aber  o=2,  so  ist: 

1     2»   ,        2*  2* 

cos«=l-^+j-^^^-^  2  3^^5  g+  .  .  . 

2*  2*  2^ 

""  "'^■^1-2-3.4^^''ö:6  +  1.2.3.4+  •  •  •^• 

Die  Beihe   in  der  Klammer  besteht  offenbar  aus   abnehmenden  Gliedern;  es  ist 
also: 
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Der  An8dnick  rechts  ist  aber  gleich  —  ^,  also  negativ.  Da  nun  cosa  zwischen 
a=l  and  a=:2  mit  snnehmendem  a  immer  abnimmt,  an  der  einen  Grenze  aber 
positiv,  an  der  andern  negativ  ist,  so  folgt  hieraus: 

„Es  mnss  einen .Werä  von  «r,  nnd  zwar  nnr  einen  geben,  welcher  iwisehen 
1  nnd  2  liegt,  ftr  den  der  Cosinns  gleich  0  isf 

Wir  bezeichnen  diesen  Werth  von  a  dem  einmal  eingeführten  Gebrauche  ge- 
mäss mit  r*.    Wir  haben  also : 

IX.  CO8^  =  0. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  wegen  Gleichung  IV.: 

.in(5)'=l. 

nnd  da  der  Sinus  von  sr  positiv  sein  muss,  da  =r  <S  ist : 

IZa.  *>^|=1* 

femer: 

ni 

IXb.  e^=t. 

Ist  nun  i  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  hat  man : 


.2  )     =a«*»*=i**=l, 


.2*)  =e*'«*e^*=i, 

(n  .v4s  +  3  /  n  .v3 

?•)    .Mr)  =-, 

oder  allgemein: 

|i(4f+«) 

X.  «*  =1,  s  -1»  -»I 

wo  der  erste^  zweite,  dritte  oder  vierte  Werth  gilt,  je  nachdem  a=0,  1|  2  oder 
8  ist. 

Durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  hat  man  noch : 

Xa.  cos|(4i+«)=l,  0,  -1,  0, 

Xb.  sinJ(4f+«)=0,  1,0,  -1, 

wo  ebenfalls  ar=0»  1,  2,  3  su  setzen  ist.    Hieraus  folgen  aber  auch  die  höchst 
wichtigen  Formeln,  die  sich  ans  Gleichung: 

e*+y=e*ey 
ergeben,  wenn  man  fttr  y  ein  Vielfaches  von  ^  setzt: 
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und  wenn  man  in  diesen  Formel  x  mit  xi  vertauscht,  und  das  Beeile  vom  Ima- 
giniiren  trennt: 

XII.  cos («+2« ff) ^ cos«,  cos («+ (2« + !)»)  =  — cos r, 

cos  (« + (4* + l)ö-)  =  —  Bio  X,  cos  (a? + (4» + S)^-)  =  sin  x, 

Xlla.  8in(«-f2s7r)  =  sinx,  8in(x  +  (25+l)7t)  =  ^8ittx, 

sin  (x  +(4#+l)^)=cos<  8in(a:  +  (4s+3)^)=-cosar. 

In    diesen  Formeln    stecken  wichtige  wo  x  reell  ist,  oder  was  dasselbe  ist  in 

Eigenschaften     der  -  ExponendalgrOssen  Bezng  auf  die  beiden  Functionen  cos  x 

und  der  trigonometrischen  Functionen.  und  sin  x,  und  swar  ohne  diejenigen  geo- 

Unter  einer  periodischen  Function  f{x)  metrischen  Betrachtungen ,  welche  man 

versteht   man  eine   solche,    welche  die  in    der    Trigonometrie    anfangt.      Wir 

Eigenschaft  hat,  dass  sie  für  jeden  Werth  wissen  bereits,  dass  beide  Ausdrücke  im- 

▼on  X  die  Gleichung:  mer  zwischen  —1  und  +1  liegen. 

/  \^       ^  cos(o)war  =+1,    cos^=0. 

ernult,  wo   a  eme  gegebene  Constante  ^ 

ist.    Ans  dieser  Formel  folgt  leicht,  dass   Zwischen  diesen  beiden  Werthen  0  und 

jede  periodische  Function  auch  die  Glei-   „ 

chnng:  x*    war  der  Cosinus   immer  im   Fallen. 

f(x-{-ta)=f(x)  n 

Ist  nun  X  grösser  als  ^  aber  kleiner  als 

yerifidrt,   wo  $  eine  beliebige  ganze  po-  ^ 

sitiye  oder  negative  Zahl  ist.    Die  Zahl  ^    ^^   x=n-y,  wo  y  kleiner  als    ^ 

a  heisst  „Periode  der  Function.''  —  Die  2 

erste  Formel  XI.  zeigt  nun,  dass  die  Ex-  ist,  so  gibt  die  zweite  Formel  XII.,  wenn 

ponentialgrösse  a%ine  periodische  Func  "^*^  '=^  ^"^  *=-?  "f  *^ 

tion  ist  und  die  Periode  27ii  hat.    Die         cos(;i-y)= -co8(-y)=: -cosy, 

letztere  ist  also  imagin&r.    Dagegen  zei-  da  nach  Formel  Vm. : 
gen  die  ersten  Formeln  XII.  und  XII  a.,  cos^— v^=C08fr 

dass  die  Functionen  cosa:  und  sino;  die  \    vJ^       9  ^ 

reelle  Periode  2n  haben.  war-     Es   wird  also,    wenn  x  zwischen 

Führt  mus   nodi  analog  den  trigono-  »  ^^^  ^  j.    ,    ^^^  Cosinus  immer  noch 

metrischen  Betrachtungen  ein  die  Fnnc-  2 

tion  Tangens    von    x    (tg  x)   durch   die  abnehmen,  also  negativ  werden ;  Parx  =  n 

Gleichung:  also  y  =  0,  erh&lt  man: 

^   ,  .     sino;  cos«=— 1. 

tg(a:)=: , 

cosx  Liegt  X   zwischen   n  und  2;r,   ist   also 

so  hat  man,  wenn  man  in  der  zweiten  ^=n+y,  und  y  kleiner  als  w,   so  gibt 
Formel  XII.  und  XII  a.  «=0  setzt:  die  zweite  Formel  XI.,  wenn  man  «=0 

.    /    .    V  setzt: 

,    ,    .     sin(ff+n)      sm«  ^        ^ 

*«(*+">=^(i+;ö=^^'  co.(«+y)=-co.y. 

glgQ.  Der  Cosinus    durchl&uft    also   die  oben 

,        \  — ♦  r  \  durchschriebene   Werthreihe   mit  umge- 

tg{x-f-n)  —  tg^^ar;.  kehrtem  Vorzeichen,  er  wird  also  wachsen 

Die  Function  tg(ar)   hat  also  ti  zur  Pe-  von  cos^ir— 1  bis    zu    cos  2/r  =  —  cos  ti 

riode,  d.  h.  die  Hälfte  der  Periode  von  =  +  1.     Hier  ist  die  Periode  2»  einge- 

sino?  und  cos:r.  treten,  und  die  Werthe  des  Cosinus  wer- 

Im  vorigen  Abschnitte  hatten  wir  den  den  sich  also  einfach  wiederholen. 

Gang  der  Function  «*  untersucht  für  je-       Ist  x  negativ,  so  hat  man  die  Formel: 

den  reellen  Werth  von  x.    Diese  Betrach-  cos  ( ~ x)  =:  cos  or, 

tongen  setzen  uns  in  den  Stand,  Gleiches   ^^^^  ^.^  (.^^.„^^  ^^„  negativen  Varia- 

in  Bezug  aof  die  Function  e^  *  zu  thun,  blen    haben    dieselben  Werthe    als  die 
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entoprechenden  positiTen.    Wa«  den  Bi-  1  «ein.  Sei  jetet  »  =  »— y,  nnd  y  klei- 

nuß  anbeteifft,   so   gibt   i.  B.  die  dritte  n  ^ 

Formel  XII.,  wenn  man  »=0  setzt,  das  "      "  2'  *  i«*»  «  i  «      , 

I^Ötbige*,  es  ist:  man: 

(,  n\          .                                       ,        .     sin(tf— «)        sin« 
af  +  o  )  =  —«»*>  tg(7f— «)  = 7 (= , 

2/  -Bv        /    co8{?r— jf)        cos« 

also :  also : 

sin«  s— cos  I«  4- gl»  ^ 

Die  Tangente  wird  von  5-  bis    —«    ne- 


d.  h.:   Der  Sinns  wächst  von  0  bis  ^   ^^^  ^^.^^   ^^^  ^^^  _^   ^^  ^  ^^^, 

«,  >vx    ^      .   ^     •     *®o>  wobei: 

von   den   Werthen   8in(0)=0,   sm5-=l,  « 

sinkt  von  jr  bis  n  bis  auf  0,  von  w  bis  ^ 

^                                     j,  wird.    D^  n  die  Periode  ist,  wiederholen 

^  sinkt  er  weiter  bis  -1,  von  $  bis  «ch  diese  Werthe.   -   Es  folgt  hierans 

2                                                       2  Folgendes: 

27^  steigt  er  bis  "SviW ,  und  wegen  der  „Jede  reelle  Zahl  kann  einem  Werthe 

eingetretenen  Periode  wiederholen   sich  nnd  nur  einem  von   tg(«)  gleichgesetzt 

diese  Werthe,   wenn  «  grösser  als   2n  werden,   wo  «  swisohen  0  nnd  n  liegt 

ist     F&r    negative    Variablen    gibt   die  igt  die  gegebene  Zahl  positiv ,  so  liegt 

^""*  '         .   ,      V  .  X  swischen  0  und  ^,  ist  sie  kleiner  als 

sm(— «)  =  — sm«  2 

das  NOthige.  1  zwischen  0  nnd  j,    sonst  «wischen  ^ 

Untersuchen   wir   noch    die  Function  „  ,         „  ,.,         ^1 

Bin  X  «nd  ^r.    Ist   die  gegebene  Zahl  negativ, 

Ur«= in  derselben  Weise.  di 

cos«  .    ,        »        ,  j 

Man  hat:  «0  ^»«8^  ^   zwischen  g-  und  tt,  und  zwar 

tg(0)=0,  71       ,  371      ,  .   ,       3« 

zwischen  ^  und  -j    oder  zwischen  -j- 

da  zwischen  0  und  g-    der    Zähler    von  ^^^  ^^  j^  nachdem  die  Zahl  zwischen  0 

tg(«)  immer  grösser,   der  Nenner    aber  und    -1    und   zwischen   -1  und    -00 

kleiner  wird,  so  wird  in  diesen  Grenzen  liegt." 

tg(«)  immer  wachsen,  und  wenn  «  sich  ^^  die  Grösse   e**    folgt,   dass  die- 

A^^  r^An«A  ^    nähert     da   dann  cos  (x)   8«^^«     immer    gleich    einem    Ausdruck 
der  Grenze  ^   nähert,    da  dann  cosw   ^^^^   .^^^  ^^f  ^  „^^  ß  zwischen  +1 

zieh   der  Null  nähert,  positiv  anendlich   und  —1  liegen,  und  die  Gleichung: 

werden.    Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn  il*  +  £*  =  l 

man    in    die  dritte  Formel  Xu.  setzt,  ,.    .  .    .    ,."1 

^  erfflUen.    Es  ist  nämbch: 

«=-J.  •  =  <>;  m»»  erhält:  ^  =  cosir,  JB  =  8in« 

G^\  .   /     7*\  Leicht  einzusehen  ist  auch,   dass,  wenn 

—  tJ  =  ~w^\~  tI»  zwei  Zahlen  A  und  B  diese  beiden  Be- 

dingungen erfüllen,   man  immer  setzen 
also :  kann : 

cosj  =  sinj,  il+Ä»=e    , 

wo  0?  einen  ganz  bestimmten ,  zwischen 
und  daher :  0  und  2  ti  liegenden  Werth  hat,  und  nur 

.    ^„1  einen  solchen  haben  kann. 

5)  Von  denLogari thmen  reel- 


also  unterhalb?  wird  die  Tangente  klei-  1er  und  complexer  Gross 

4  Sei  creflreben  die  Gleichnne: 


en. 


n       ,  n 


ner,  zwischen  3-  und  jr  aber  grösser  als  x_ 

4  j  B  —  y. 
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80  kann   man  sich«  als  abhängig  ron  „-^i-i,   ^— /»»_  ^(«»-Ä*     „„^    „«„u 

y,  also  als  Function  dieser  Grösse  den-  »»fl><:\«  .  ^  =*        f    »  w'^^.v.  T 

ken.    Man  nennt  x  den  naturUchen  Lc  «pteP"<^l^J  Jedem  negativen  Werthe  des 

garithmus  Yon  y  oder   kurz  den  Loga-  Exponenten,    der    .wischen  0  nnd   ^n 

rithmus  dieser  Äösse.    Es  ist  also:  ^*^«''  ^^°«^  zwischen  n  nnd  2;i.) 

1  •  Man  hat  nftmlich : 

*=lgy  oder^e  ^y  =y.  «+Äi       «  iSi      a 

In  der  Analysis  kommen  nämlich  in  der  *      ^  =e   eP  =e  (cos/?+»sin^), 

Begel   keine   andern  als  die  natürlichen    ._  .  ^.  _i„^   «^„^  «»«„  «^«u  -«— -.  .««•*. 

T r^^*\.^^^  «.««     »ak..«»^   k«;«,   «•«v  ®^  *"  *"0>  ^^""^  ''**'*  ^*><*  «  =r  seist: 
Jbogantnmen  vor,   wanrend   beim  prak- 
tischen Rechnen  die   künstlichen  Loga-  i4  =  rcos^,     i?srsin/9, 
rithmen  herrschend  sind.  *)  wo  r   positiv  ist  nnd  jeden  Werth  von 

Ueber    die    Logarithmen   lassen   sich  Q  bis  «  annehmen  kann,  und  ß  immer 

nun  folgende  Betrachtungen  anstellen:  als  zwischen  0  nnd  ^n  liegend  betrach- 

„Ist  y  reell  und  positiv,  8ohat«  =  lgy  tet  werden  kann, 

immer    einen   und  nur  einen  reellen  Erhebt    man    beide    Gleichungen   ins 

Werth,  welcher  positiv  ist,  wenn y  grösser  Quadrat  und  addirt  sie,  so  erhalt  man: 

als  1,  negativ,  wenn  y  kleiner  als  1  ist.  >«a  j.»i— «.« 

Wir  haben  nämlich  zu  Schluss  des  Ab-  -a  +ä  -r  . 

Schnittes  3)  gezeigt,   dass  der  Ausdruck  Durch  diese  Formel  ist  r  völlig  bestimmt, 

X                 rt  V      .           Vi.       .V      j  ^^^  WAS  ft^ch  A  und  B  seien,  immer 

6  =y  von  0  bis   -hoo   geht,   wahrend  ^^^  ^^^^  ^j^  „^^  „ur  ein  entsprechen- 

«  von   -00    bis   +00   sich  ändert,  und  ^^^  positiver  Werth   von   r  finden,   so 

jeder  dieser  Werthe  von  y    nur  einmal  '^ 

berührt  wird."  dass  mittels  der  Gleichung  e  =:r,    sich 

Sei  jetst  x—a-{-ß%  eine  beliebige  reelle  ein  reeller  Werth  von  a,  und  zwar  eben- 

(positive  oder  negative),  imagin&re  oder  falls  nur  ein  einziger,  ergibt.    Was  nun 

complexe  Zahl,    Fälle,   welche  alle  in  ß  anbetrifft,  so  hat  man: 

diesem  Werthe  enthalten  sind,  wenn  man  j^                  ß 

die,  wo  a  oder  ^  gleich  Null  sind,  mit  8in/S  =  -— i     co8/J  =  -—. 
einschliesst.     Man    kann    dann    immer 

setzen :  Diese  Ausdrücke  sind  immer  echte  Brüche, 

,  ^ .  da  r  grösser  als  Ä  und  ß  ist.     Das  Zei- 

e  "^P  :zA-{-Bi,  chen  der  Ausdrücke  rechts  kann  belie- 

und  es  ist  dann :  ^ig   sein ,  da  A  und  B  positiv  und  ne- 

_j_A'— 1    /A     »•^  ^^^  ■®*'^  können,  r  immer  positiv  ist. 

a-+-/9t_Jg(il+/ff).  Ferner    realisiren   die  Ausdrücke  rechts 

Wir  behaupten  nun:  „dass  jedem  reellen  die  Gleichung: 

Werthe  von  A   und  B  ein    Werthpaar,  A*+B* 

und  zwar  nur   eins  a  und  ß  entspricht,  sin^*  +  cos/S'  = —  =  1. 

welche  beide  reell  sind,  und  wo  ß  zwi-  ** 

sehen  0  und  2n,   oder  wenn  man  will  Die  Bedingungen,  dass  sich  ein  zwischen 

zwischen  — n  und    •{•n  liegt."     (Es  ist  0   nnd  2n  (oder  zwischen   —n  und  n) 

liegender  Werth  von  ß  ergebe,  wie  sie 

am    Schlüsse    des    vorigen   Abschnittes 

*)  Die  Formeln  •  gegeben  wurden,  sind  also  eriuUt. 
^                       '  „Für  jede  Zahl  y  l&sst  sich  also  ein 


e   e^=  e  ^%         — =  e      ^ 


^        ^  complexer  Werth  von: 


finden,    und    zwar    ist  ,m    demselben: 

* *  A)  /J=0,  wenn  y  reell  und  positiv  ist, 

/  apN» 9X     yJi^*  B)  a=0,   wenn  y  =  il+Äi  ist   und  A 

V»  ;   — «     .    r  «  -  «  .  und  Ä   beide  echte  Bruche  sind,  welche 

gestaltet  man  dann  leicht  in  die  bekann-  die  Gleichung  i4»+fi«  =  l   erfüllen.     In 

ten  Formeln  um:  jedem  Falle  sind  «  und  ß  völlig  bestimmt, 

u  wenn  man  die  Bedingung  hinzufugt,  dass 

lg(tt«)=:lgt*+lgi>,     lg-  =  IgM-lgD,  p  nicht  kleiner  als  -nund  nichtgrösser 

(als  +  TT  sein  soll." 
*    1  =:-lflrt«  Nur  wenn   — y   eine  reelle  und  nega- 

^,    ,        ^  .     ^   y^l     9   ^   *        tive  Zahl  ist,  hat  man,  wegen  der  Formel: 

wenn  man  /'s«,  €^=1»  setzt.  e*"*"(^*+^)''*=- c* 
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also  wenn  e  =y  ist:  a  _   t-.  # 

also  wenn  «  =  0  nnd  «  =  —1  gesetzt  wird :  /^»n JP-_ // Ig^jP-- ^V lg« 

of+n«      x—ni  also« 

a.  h.:  (a')P  =  aPr 

P 


lg(-y)  =  ar+7if,  1 

^j^^,  und  wenn  man  für;?   -  setzt: 

te(-y)=*-^»;  1     j 

es  sind  also  hier  zwei  Logarithmen  von  /  '\p_    p 

— y  gegeben,  welche  an  dem  Endpunkte     ^  \a  )    ^a  , 

des   bezeichneten  Gebietes   liegen.     Um  ferner: 

diesen  Fall  aber  nicht   ausznschliessen,  -      ,  li?«  leAvS       s  H? a-4-lfl-A'^ 

sagen  wir:   C)  «  und /J  sind  immer  vöUig       W  =(«*    «*   )    =«    ^^    ^^  ^ 

bestimmt,  wenn  man  annimmt,  dass  beide  also : 

reell,   und  ß    grosser  als  —  tt  und  nicht  .  jl\' _   'jl* 

grösser  als  -{-n  sei.  {aö)   -a  b  , 

Nach    diesen    Betrachtungen    können  "^^^  ebenso: 

wir  jetzt  dem  Ausdruck:  a',   wo  ö  und         /j«\   _  /_f_\    _   «Iga— slg6 

5  beliebige  reelle,   imaginäre  oder  com-         \6/''\lgA/"~*  * 

plexe  Zahlen  sind,  immer  einen  ganzbe-  ^  ^ 

stimmten  Sinn  unterlegen.     Wir  haben  ^^^* 

nämlich  immer:  /<'\'     «' 

und  Iga  hat  in  jedem  Ealle  wenigstens  Indess  ist  die  Theorie  der  Exponential- 

einen    genau   zu   bestimmenden  Werth.  grossen   und   der   Logarithmen    hiermit 

Also:  aus    dom  Grunde  noeh  nicht  erschöpft, 

8        leost      slea  ^^^^  ^^  ^^^  Bedingung,  dass  der  imagi- 

«=(«;=«•  n&re   Theil   von    }g{A+Bi)    innerhalb 

-  .       ,      ,      ,     X  .  gewisser  Grenzen  liegen  solle,  eine  nicht 

Da  nun   der  Ausdruck  e    immer  emen  nothwendige  Beschränkung  gegeben  ist. 

Sinn  hat,  so  hat  auch  a'  =z  e^^^  einen  In  <ler  That  hat  der  Logarithmus  einer 

solchen,  und  zwar  ist:  Zahl  unendlich  viel  Werthe,  und  somit 

/        \g  \  wenigstens  im  Allgemeinen  auch  die  £x- 

o  zzlimll+UL?!**,  ponentialgrösse: 

X xlga 

oder:  .  a  —  e         , 

s  s^Oga)*     s*(lga)*  ^^'    kommen    hierauf  sogleich   zurück, 

«  =l  +  *lga  +  — ^72~+  "1.21^  +  •  •  •  bemerken  jedoch  noch  Folgendes. 

y^.^   jj^jj^jj^    gesehen,  dass  sich  jede 

nnd  somit  sind  die  Potenzen  mit  belle-  complexe  Grösse -4  und  Bi  auf  die  Form 

biger  Basis  und  beliebigem  Exponenten  ^"Dgen  liess : 

immer  auf  die  Grösse  e    zuriickgefQhrt.  il-f-Af  =  re^\ 

Alle  darüber  ausgesagten  Sätze   gelten  ,  „  ....  *  - 

auch  hier.     Namentiich  ist:  ^^^  *"  «^»^  y  reell,  r  positiv  ist,  y. grösser 

als    —n   nnd  nicht  grösser   als  n  wßr. 

$  |_  slga  llga_   (s+t)\ga  Diese  Verwandlung  kommt  oft  vor,  man 

^  ^  ~  ^        ^         ~  ^  *  nennt  r  den  Modul  der  imaginären  Grösse, 

also:  (f.  das  Argument  derselben. 

I  I       j^  I  r  und  (p  sind  gegeben  durch  die  Glei- 

a  a  =:a       .  chungen: 

1  AB 

a' _tr^_   (t--t)\ga  r»  =  il«+Ä«,  cosy=--,  siü^c:-— . 

A      ^  Die    letzteren  beiden  lasten  eich  toich 

also:  ersetzen  durch  die  eine: 
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_J^  gen  mittels  einer  trigonometriscfaen  Tafel 

tg^'-.^.  geschehen,  und  bedient  man  sich  in  die- 
sem Falle  lieber  der  Formeln: 

In  dieser  Formel  ist  aber  nicht  angege-  B            A           E 

ben,    ob  y.  negativ  oder  positiv  sei;   da  tgy.  =  — ,    r= sb 

tg ( - «)  =  tg (/i - «)  ist,  also  sich  für  je-  ^           «<>» V      w»  H* 

des  negative  Argument,  welches  hier  »n  _    .      .   ,      _        .  .      , 

Betracht   kommt,    ein    positives    finden  ^IL'?"®]-     ®*  *«'  '"  ^e''  "«egebe- 

lässt,    welches    dieselbe    Tangente    hat.  nen  Weise  darzustellen: 

Indess  weiss  man,  dass   in   sin  y=—  «= 7,491236 +t 5,123847, 

zu  negativem  B  auch  negatives  y  gehört.  ""  , 

„Es    wird    sich  also  das  Vorzeichen  *= 5,210099 -3,277161. 

von  if»  immer  nach  dem  von  B  richten."  Indem  wir   beide  Rechnungen  vereinen. 

Das  Auffinden  von  f'  kann  imUebri-  ist: 

im  ersten:  zweiten  Falle: 

lg  1^ = 0,7095961  0,5154977 

lg  ^  =  0,8745535  0,7168460 


lg  tg  «.  =  9.8350426  - 10  9,7986517  - 10 

y=34«22'16",68  -32*10' 11",  84 

cos  ff.  zz  9,9176956  - 10  9,9276129  - 10 


lg  r = 0,9568579  0,7892331 

r=:  9,054363  6,155071. 

Da  die  Werthe  von  9.   in  Winkeln  gegeben  sind,  so  müMen   sie  auf  Theile  von 
n  redneirt  werden.    Man  hat: 

34*  =  0,5934119  32*  =  0,5585054 

22'  =  0,0063995  lO'  =  0,0029069 

16" = 0,0000776  11" = 0,0000588 

0",  68 = 0,0000033  0",  84 = 0,0000041 


7=0,5998923  -0,5614717, 

also  im  ersten  Falle: 

«= 9,054368  e^»^^®^^*, 


nnd  im  zweiten: 


=6,156071e-0.6«14717i. 


6)  Mehrdeutigkeit  der  Wurzeln. 

8ei    zonichst  «    eine  reelle  und  positive   Zahl,  so    hat  immer  die   GrOsse 
n 
ya  auch   einen  positiven  Werth,  den  wir  mit  a  bezeichnen  wollen.    Es  ist  dann 

a  z=a.     Da  nun  e        =  1  ist,  welchen  ganzen  Werth  auch  s  habe,  so  ist  auch : 


«re         /    =11   e         =. 


n 

und  mithin  jeder  Ausdruck  ein  Werth  von  ya^  welcher  die  Form  hat: 

ae 

Obgleich  hierin  t  jeden  beliebigen  ganzen  Werth  annehmen  kann,  so  ist  doch 

n 
leicht  ersichtlich,   dass  sich  nur  n  verschiedene  Werthe  von  ya    hieraus    ergeben, 
welche  den  Werthen   von  s  =  0,  1  .  •  •  n— 1   entsprechen,    denn  w&re  s>fi— 1 
odar  s  negativ,  so  könnte  man  immer  setzen:  «=«!(+<'»  wo  s  einen  der  gegebenen 
Werthe  hat  und  A  eine  negatiie  oder  positive  ganze  Zahl  ist    Es  ist  dann: 


485 

e         =c  =e  •=:€  , 

Also    nur  n  Werthe  von  %   geben   ein   was  unmöglich  ist,  wenn  £  nicht  gleich 
verschiedenes  Besultat.  Knll  wird. 

Sei  jetzt  a  eine  negative,  imagin&re       Es  kann  aber  ein  Ansdmck  ntenGra» 

oder  complexe  ZahL  so  kann  man  immer    ,        .      n  •«..1.1        •  «   1. 

setsen'  ^*®  «  —  ä  nicht  mehr  als  n  einfache 

Factoren   haben.    Es  ist    somit  in  dem 
—  re^^  Gesagten    die  Theorie    der  Wurselans- 


a  =  re 


» 


.           .                  ,  Ziehung  aus  reellen  und  complexen  Zah- 

wo  r   positiv,    <^   grösser  als    -n  und  ^^  erschöpft, 

nicht  grösser    als  n  ist.    Man  hat  also  „           ^ 

jedenfalfs:  ^^    y^^^   an    dieser  Stelle  noch  der 

^  Beweis   zu  fuhren,   dass  jede  Gleichung 

^        J.  ?J  nten   Grades  auch  n  complexe  Wurzeln 

\  Wegen  dieses  Beweises  verweisen  wir 

—  auf  den  Verfolg  dieses  Artikels, 

wo   r*   immer  al.  positir  gedacht  wer-  ^„^  „^  nochmal.   auf  die  Wonda 

den  kann,  und  das  Argument  -^  stets  znrtkckzukommen ,    die  Darstellung  der- 

M  selben  anbetrifft,   so  ist,  wenn  a  =  l  ist, 

grösser  als  —    und    nicht  grösser   als  .    «.  ^,           1/       v     *  n         ^        1 

^                     M                      ^  ein  Werth  von  ya  ebenfalU    :=1,    also 

-  ist.  Ganz  wie  vorhin  ergibt  sich  dann  ^er   aUgemeine  Ausdruck  von  y\  wirf 

,1  sein : 

der  allgemeine  Werth  von  y«:  i%n% 

M  ■  ■       ■  ■ 

^     ^                 1  und  aus  diesem  Ausdruck,   multiplieiit 

d.  h. :  mit  einem  Werthe  der  nten  Wurzel  ans 

„Jede  Zahl  hat  n  verschiedene  Wur-  ?•  besteht  der  aUgemeine  Werth  dieser 

zeln  «ter  Ordnung,    welche    die  Form  Wurzel. 

a+6f  haben.*'  Der  Ausdruck: 

Es  können  aber  auch  nicht  mehr  als  imi          itn            2sn 

n  Wurzeln    vorhanden   sein.     Denn  sei - —            — 

X   eine   derselben,    so   realisirt   sie  die  e   **    =cos   '^  +isin  ** 

Gleichung : 

ist    offenbar  gegeben,    wenn   man  den 

dß  —11=0.  ganzen  Kreis  in  n  Theile  iheilty  und  die 

Darstellung  der  nten  Wurzeln  und  die 

Ist  nun  a   ein  Werth  von  «,  so  muss  Theilung   des  Kreises  bilden  daher  das- 

«"— «  durch  «— «  theilbar  sein,  —  Der  »«^be   Problem.      Namentlich    wird    die 
,1  nte  Wurzel  der  Einheit  immer  durch  Auf- 
Quotient  ^-^  hat  n&mlich  jedenfalls  ^ö!«°«   ^<>'^    qm^ratischen   Gleichungen 
x—a  erfolgen,   wenn  der  Kreis  auf  geometn- 
die  Form :  schem  Wege ,   d.  h.  mittels  der  graden 
ii.l          11^2          n—}  Linie  und  des  Kreises  in   n  Theile  ge- 
X        +ÄX        '^Bx        -f..«  theilt  werden  kann,  und  umgekehrt    Für 

jg  die  Darstellung  der  nten  Wurzeln  der  Ein- 

-f-Car-f />+-—,  heit  in   den  einfacheren  Fällen  bedient 

man  sich  derjenigen  Formeln,  welche  aus 

wo  die  Coefficienten  auch  complex  sein  VII.  und  VII  a.   des  Abschnitts  4)  wie 

können.    Es  ist  also:  in  der  Trigonometrie  abgeleitet  werden, 

«          /         \/-.«— i  I  ^-.«—2,  z.B.: 

cos2a=cosa"  — sina*=2cosa*— 1 

+Cx+D)+£,  =l_2.iB.., 

und  es  muss  itx  xzm  auch  J^zia  sein,  sin  2a »  2  sin  a  cot «, 
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.   «      -/l— co»o  a     ,/l+eoi« 

""2=y— 2— '      «'•2=y-2— 

A)  Sei  «=2»  80  18t  eoBnzz—lf  sinnriO,  aUo  6^*=—!, 

yi=l  und  =—1,        ya  =  a  oder  =— «, 

wo  unter  a  diejenig;e  Wunel  Terstanden  ist,  welche  der  Bedentong  genfigt,  dass 
ihr  imaginärer  Theil  swtechen  —n  und  +7f  liegt  (also  aach  NnU  sein  lumn,  was 
eintritt,  wenn  a  positiv  ist). 

B)  Sei  «=8,  so  ist  nach  Formel  VII,  Abschnitt  4): 

sin  2n = sin  I  TT  cos  }7r —cos  }  »  sin  |  n. 
Setst  man  also  }ii=x,  so  ergibt  sich: 

0 = sin  X  cos  2« + cos  je  sin  2x, 

oder: 

sin  X  (1 —2  sin  «*)  -h  2  sin  dr  cos  x*  =  0, 

l~2sin*»+2(l-sin««)=0, 

3=4sinx*, 

also: 

sin}ff=rj^y8, 

COS}»^:— ^, 

(nach  der  Formel  coBX*+Bm»*z:l  ist  das  negative  Zeichen  zu  nehmen,  weil  )9v 
■wischen  s  ^^  ^  ^^)« 

«*"*=-*(!-•  V3), 

e*"*=  (e*"V  =  *(-2-2iV3)=-i(l+iy3). 
also: 


C)  Sei  fi  =  4. 


V«=-f  (l-iy3),     ~^(l  +  iV3),    a. 


cos-g-=0,  sm-^=l, 

e       =•,  e       =—1,  e       =— ». 


D)  Sei  fi=:5. 


sin  n  =  0= sin  }  n  cos  f  ti -|-cos}»  sinf  »r, 

also  wenn  man  x^^n  setst: 

0  =  sin  2«  cos  3«+ cos  2x  sin  3«, 

sin  3r  =  sin  2«  cos  «+ cos  2«  sin«, 

0= sin  2«  cos  3»  +  sin2«  cos  2xco8  «+ (l*'>iD^*)Bin  d?, 

cos  3x = cos  2x  cos  x-^sin  2«  sin  «, 

0 = 2  sin  2»  cos  2  X  cos  JT —2  sin  2«  '  sin  9 + sin  c^' 

sin  2«  =:  2  sin«  cos  jT, 

also  wenn  man  mit  sin«  hebt: 

0=4  cos«*  cos  2«— 8  sin«*  008«' 4-1, 

oder  da: 

cos2«=2oo8«**l 
ist: 
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4coB«*  (2coB4r"-l)-8co8««  (1— cog«»)-fl=0, 
IGcoar«— 12co8««  +  l  =  0. 
Es  ergibt  sich  hieraas: 

4co8««=|ÜV5. 

Was  das  Zeichen   anbetrifift,  so  merke  man,  dass  co8--7-=  ^4,  also  co8^>V4, 

4  5 

4  COS -7-  >2  ist,  mithin  das  obere  Zeichen  genommen  werden  mass.    Es  ist  also: 

«>«3-=iV(*+*V6), 


n 
sin 


5  =y  i-^««5-' 


woraus  sich  ergibt: 
yasssor,    a  I  cos  x+*  ®*"  "5  /  »  **  y^  "K""*"*  ®^"  T/  '  "  v^*  ■&■  +  •"'*  -^1  , 

CO.  3.+  .  am  3.)  , 

Aasdrücke,  deren  Berechnung  wir  hier  sparen.    Zugleich  ergibt  sich: 

ya-or,  o^cos-y+isin-g-j', 

wo  «  die  Werthe  1  bis  9  annimmt. 
E)  Sei  fi  =  15|  so  hat  man: 

cos  ^= cos  [^-  yj = 00«  3-  cos  -g-  +..n  -g-  sm  -g-, 

und  da: 

n       -/l  +  cos|rf 

bekannt  sind,  ebenso  wie  cos  -=-  und  8in-=-,  so  sind  auch  die  15ten  Wurzeln  der 

o  o 

Einheit  durch  blosses  Ausziehen  von  Quadratwurzeln  zu  finden.     Wegen  der  Eor- 

mein,  welche  cos  -^  und   sin  -7-  geben,  wenn  cos  a  und  sin  a  bekannt  sind,  kann 

man  jede  2a te  Wurzel  auf  diese  Weise  bestimmen,  wenn  die  nte  bekannt  ist.  Zu 
merken  ist  noch,  dass  auch  die  17  te  Wurzel  der  Einheit  durch  Ausziehen  von 
Quadratwurzeln  gefunden  werden  kann.  (Siehe  den  Artikel:  „Kreistheilung".) 
Bei  wirklicher  numerischer  Berechnung  von  Wurzeln  bedient  man  sich  jedoch 
immer  der  trigonometrischen  Tafeln. 

7)  Mehrdeutigkeit  der  Logarithmen. 

Wir  wollen  mit  l{a)  denjenigen  Logarithmus  von  a  bezeichnen,  von  dessen 
Vorhandensein  wir  uns  in  jedem  Falle  überzeugt  haben,  und  dessen  imaginärer 
Theil  grösser  als  —71  und  nicht  grosser  als  n  ist,   w&hrend  Iga  jeden  Ausdruck 

X  bezeichnen  soll,  welcher  die  Gleichung  e  =a  verifidrt.    Offenbar  ist  dann: 

e'W=a, 
und   da  e''^*=l  ist: 

und  folglich: 

30 
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wo  s  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganse  Zahl,  Nali  inbegriffen,  vors  teilt. 
„Jede   complexe  Grösse  hat  also   unendlich  viel  Logarithmen,  welche  sich  aas 
einem  derselben  ergeben,  wenn  man  ein  beliebiges  Vielfaches  von  2nt  hinzazähU. 
Namentlich  ist: 

e*  =  l,        /(1)=0, 

also: 

femer: 
also: 


lgl=2snt; 


«"•=-1,  «t=/(-l), 


!g(-l)  =  (2s-M)7ii; 
n 


also: 


lgi=(4.+l)|-ij 

_  JL  • 

lg(-i)  =  (4*-l)|.i=(4s+3)-Ji. 

„Alle  positiven  Zahlen  haben  Logarithmfn,  derei)  imaginärer  Theil  stets  ein 
grades  Yielfachea  von  f^i  sein  «nss  '* 

und  wegen  der  Formel  lg(— a)=]ga-|-lg(— 1): 

„Alle  negativen  Zahlen  haben  lol^hf  Logaqthmen,  deren   imaginärer  Theil 
ein  nngrades  Vielfaches  von  n  ist." 

„Alle  rein   imagin&ren  Zahlen  haben   solche  Logarithmen,  deren  imagin&rer 
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Theil  ein  nngrades  Vielfaches  von  -^  ist,   iiad  «war  wenn  sie  mit  4-i  mnltipU- 

cirt  sind,  ein  Vielfaches  von  der  Form  4f+l,    wenn  sie  mit  — t  mnltiplicirt  sind, 
von  der  Form  4s +3.^ 

Ans  der  )iehrdeuti^keit  der  Logarithmen  ergibt  sich  die   dfit  Exponential- 
grossen.    Welchen  Werth  des  Logarithmus  man  auch  nimmt,  immer  ist: 


I  =«    *     =  i,m  1 1-j.— i-jl  , 


d.  h. : 


X 

a 


-1  J—to-J-^fl?")*  4.  **  <•»«)** 


also: 

eine  Beihe,  die  faa  Allgemeinen  anendlich  viel  Werthe  hat.  D«  jedoch  a  ein- 
deutig ist,  wenn  9  eine  gana^  Zahl  ist  uud  nur  i  Werthe  hat,  wenn  x  ein  Bruch 
mit  dem  Nenner  k  ist,  so  wird  sich  anci\  der  AusdrudL  rechts  im  ersten  Falle 
auf  einen,  im  letztem  auf  k  Werthe  redncirea,  und  diese  Reihe  nur  dann  unend- 
lich  viel  Werthe  behalten,  wenn  x  eine  irrationale  oder  eine  imaginäre  Zahl  ist. 

8)  Berechnung  der  Logarithmen  reoller  und  complexer  Zahlen* 

Wir  haben  bisher  nur  die  Möglichkeit  der  Berechnung  der  Logarithmen  be- 
wiesen, und  wollen  jetst  dieselben  wirklich  darsteUen. 


m 

Gehen  wir  yon  der  Formel  ans: 


=.'"'=llm( 


'+'■?)"• 


SO  erhalten  wir: 

lim  [*  (*"-!)]  =  lg«. 

1 

Wir  fetzen  xzl+y,  nnd  berechnen  den  Ansdrack  (1+y)  nach  dem  Binomi- 
schen Satze  lUr  gebrochene  Zahlen.  Da  derselbe  aber  nnr  dann  eine  convergente 
Reihenentwickelang  gibt,  wenn  der  Modal  von  ff  Icleiner  als  1  ist  (vergleiche  den 
Artikel:  ,,Reihen**),  so  ist  von  yom  herein  ersichtlich,  dass  unsere  Entwickelang 
höchstens  in  diesem  Umfange  gültig  sein  wird.    Es  ist: 


^        l(l_i)         l(i_l)(2-i) 


I 
fl 


•    •    •, 


worans  sich  ergibt: 

1 


'4 ..  ('4)  («4) 


*(*   -i)=y-x:T»*+ 1T2T3 »'-  •  •  • 

Um  die  Greinen  der  GoBTergenz  dieser  Reihe  za  bestimmen,  nntersnchen  wir  den 
Qaotienten  des  s -fiten  darcä  das  tte  Glied: 

(.-■i)(.-i)...(.4)..».,. .../+■ 

('4)(ä4)-- (-'4)''-ä-»-('+i)»'        ■^' 

_   iy  y 

nnd  es  ist  klar,  dass  mit  wachsendem  f  das  letztere  Glied  verschwindet,  das 
erstere  sich  der  Grenze  y  nähert  Diese  Reihe  convergirt  also  in  der  That,  wenn 
y    kleiner    als   1   ist,   falls  y  reell  ist;    sollte  y  imaginftr   sein,    so  setzt  man 

«=:re^*,  nnd  der  Modal  r  wird  dann  kleiner  als  1  sein  müssen.  Denn  da  alle 
Potenzen  von  y,  also  y  Grössen  yon  der  Gestalt  r  e  ^*  ergeben,  nnd  diese  in 
einen  reellen  und  imaginären  Theil  zerfallen,  r  cosJr//,  ir  sinAy,  die  beide  klei- 
ner als  r  sind,  so  werden  die  entsprechenden  Reihen  convergiren,  wenn  die- 
jenige conrergirt,  welche  entsteht,  wenn  man  y=r  setzt,  was  der  Fall  ist,  wenn 
r  kleiner  als  1  ist.  L&sst  man  nnn  in  unserer  Entwiekelang  11  wachsen,  so  ver- 
schwinden die  Aasdrücke  — ,  nnd  man  hat: 

n 

1)  ig(i+y)=y-iy*+*y*-*y*+  •  •  • 

Man  kann  jedoch  mittels  dieser  Reihe  anmittelbar  nur  die  Logarithmen  derjenigen 
reellen  Zahlen  berechnen,  welche  zwischen  0  nnd  2  liegen,  da  diese  nur  sich  auf 
eine  Form  l^-y  bringen  lassen,  wo  y  twischen  ~*1  nnd  +1  liegt.  Ebenso  er- 
geben  sich  daraus  nur  die  Logarithmen  der  imagin&ren  Zahlen   von  der  Form 

1+re^*,  wo  r  kleiner  als  1  ist.    Setst  man: 

so  muss  sein: 

az=il-^reoBff    5=rsinqr',    (a—l)'+ **=•**• 

Bs  Ist  also  die  Bedingang  zu  erfüllen: 

(«-1)> +*•<!,    oder    (a-l)»<l-&*, 

30* 
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welche  Bedingang  man  auch  schreiben  kann: 

«•— 2a<— 6«,    oder    2a— «•>&•. 

Indess  lassen  sich  Reihen  für  lg(l+y)  finden,  welche  immer  conrergiren.  Neh- 
men wir  zunilchst  an,  x  w&re  reell  und  positiv,  so  dass  x  immer  einen  reellen 
Logarithmas  hat,  so  ist: 

,  — lg»      M 

WO  wir  unter  Yx  immer  die  positive  Wurzel  verstehen.  Es  ist  also  — Ig  4:  =  lg /x, 

und    die  Bedeutung  dieser  uns  schon   bekannten  Formeln  ist  hier  so  beschränkt, 

n  fi 

dass  Igor  und  \gYx  die  reellen  Werthe  l(x)  und   l(yx)  dieser  GrOssen    bedeuten 
Formel  1)  gibt  dann: 

/(yx)=v*-i-|(V*-i)«+j(y«-i)'-  . . ., 

also: 

2)  /(;r)=»(Kx-i)-^(y«-i)'+-^(y«-i)'-  .  .  ^ 

Welche  positive  Zahl  auch  x  sei,  immer  l&sst  sich  eine  «te  Wurzel  aus  x  finden, 
welche  um  ein  beliebig  Kleines  von  der  Einheit  abweicht,  und  somit  l&sst  sich 
etwa  durch  wiederholtes  Qaadratwurzelausziehen  aas  x  immer  ein  Werth  von  n 
bestimmen,  welcher  der  Reihe  sogar  einen  beliebigen  Grad  der  Convergenz  gibt. 
Für  wachsendes  n   kann  also  die  Reihe  auf  ihr  erstes  Glied  beschränkt  werden, 

1 

mm 

WO  sie  dann  mit  dem  oben  für  log  x  gegebenen  Werth  lim  n(x  —  1)  zusammen- 
fällt. Dass  übrigens  die  Reihe  keinen  andern  Werth  von  Igx  als  l(x)  gibt,  wenn 
n 

Yx  reell  und  positiv  ist,  folgt  daraus,  dass  beide  Ausdrucke  links  und  rechts  reell 
sind,  und  dies  bei  keinem  andern  Werth  von  \g(x)  stattfindet.  Was  die  Loga- 
rithmen der  negativen  oder  rein  imaginären  Zahlen  anbetrifft,  so  ergeben  dieselben 
sich  aus  der  Reihe  2)  ebenfalls  mittels  der  Formeln : 

l(-«)  =  /(ar)+«f, 

/(-t*)=/(*)-|.i 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Berechnung   der  Logarithmen   complexer  Zahlen 
Es  sei: 

also: 

•      «-h/?t=lg(tf+K), 

so  lässt  sich  a  immer  noch  durch  die  Reihenentwickelung  2)  bestimmen.  Es  ist 
nämlich : 

also  indem  man  beide  Formeln  multiplicirt: 

e*"=a«  +  A«,    2a  =  /(a"  +  6'), 

o  =  J/(rt«-f-4»),    oder     =/(>^a*+6»), 

also  a  ist  der  reelle  Logarithmus  einer  positiven  Zahl.  Es  kommt  also  nur  au 
die  Bestimmung  von  ß  an.    Wir  haben: 
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wo: 


il=-l,  Ä=A    und    r=V(a«+6n 

ist.    Es  ist  also  immer  A*-\-B*=zl, 

Da  die  Entwickelung  nach  Reihe  1)  mOglich  war,  wenn  (Ä — 1)*<1— B» 
war,  so  ist  hier  {A'-'iy<A*  die  Bedingung.  Sie  wird  erfüllt,  wenn  4,  abgesehen 
vom  Vorseichen,  grOsser  als  ^  ist. 

Ans  der  Formel    c^*=i4+Bt  ergibt  sich: 

il=cos/},    BzzBinß, 

Kan  ist  cos  -q~  =  j^*  ^^  Abschnitt  6)  wurde  nämlich  berechnet:  cos  }  ;i  =  —  ^,  also  ist : 
o 

cos  J  n  =  cos  (ii — }  n)  = + j^. 
Ferner  nimmt  der  Cosinus  zwischen  0  und  n  immer  ab,  also  ist  die  Reihe  1)  zu 

gebrauchen,  so  lange  ß=l(Ä'\-  Bi)  kleiner  als  -^   ist.     Da    diese  Entwicklung, 

welche  wegen  des  complexen  Ausdruckes  nach  dessen  Potenzen  geschieht, 
nicht  sehr  bequem  ist,  so  bedient  man  sich  in  der  Regel  einer  anderen.  Sei 
wieder: 

««+^S=a+Ä»,     also    e'^^^^z^a-bi. 
Die  Division  beider  Formeln  gibt: 

l+-i 
'ißt  _  a-{'bi  _  a 

1 % 

a 

also  wenn  — ,  ein  Ausdruck,  der  jeden  reellen  Werth  annehmen  kann,  gleich  u 
gesetzt  wird: 

«/«=igjzJ-j=ig(i+«0-ig(i-«0. 

also  wenn  man  beide  Logarithmen  nach  Formel  1)  entwickelt,  so  ergibt  sich: 

lg(l  +  m)=m+ii*»-|f»»i-ttt*+Ji.»i-  .  .  ., 

lg(l-iii)  =  -iit+ii««  +  Jti«t-lw*-Jii»i+  .  .  ., 
also: 

3)  /J=i«-.iu»+iti»~ti*% 

h 
u  =  — . 
a 

Es  fragt  sich  zunächst,  in  welchen  Grenzen  diese  Reihe  convergirt  Die  Bedin- 
gungsgleichung gibt:  u*<l,  also  6<a,  abgesehen  vom  Vorzeichen.    Da  übrigens: 

il  =  cos^=: —     und      B=Bin^9=  — 

war,  so  muss  auch  8in/}<cos/9,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  sein.  Da  nun  der 
Sinus  zwischen  0  und  -^  wachst,  der  Cosinus  in  dieselben  Grenzen  fUlt,  aber: 

COB  j  =  cos  (-g--j-j  =  8111^ 

ist,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Entwickelung  so  lange  statt  hat,  als  ß  zwischen 
—  -j-  und  +-T-  licg^«  Aendert  nämlich  u  sein  Vorzeichen,  so  geschieht  dies  offenbar 
auch  mit  /?,  ohne  dass  diese  Grosse  ihren  absoluten  Werth  ändert,  also  jedem  ß 


4*2 

zwischen  0  und  --p  entspricht  ein  ß  zwischen  0  und  — j-.     Der  Gebrauch  dieser 

4;  4 

Gleichung  gilt  noch  für  die  Grenzen  -j-  und  -«-j- selbst.  Es  ist  nAmlich  dort«  =  — 

4  4  a 

= =  1,  und  uz: 7 v-=--l«    J^>«  Glieder  der  Reihe  nehmen  f&rii=:l 

ab,  und  haben  abwechselnde  Zeichen,  und  solche  Reihen  conyergircn  immer. 
Man  hat  also: 

Die  bekannte  Leibnitz'sche  Reihe,  welche  zur  Bestimmung  von  n  dient.  Da  diese 
Reihe  jedoch  nur  ftusserst  langsam  convergirti  so  bedient  man  sich  anderer  Ent- 
Wickelungen  zur  Bestimmung  von  n. 

Wir  hatten  allgemein: 
also: 

Es  ist  aber  noch  zu  zeigen,  welchen  Logarithmus  unsere  Reihenentwickelnng  vor* 
stellt  Es  ist  n&mlich  in  allen  Logarithmen,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  ß  Ter- 
schieden.  —  Offenbar  sind  die  Darstellungen  von  lg(l+ttO  und  lg(l— Mi)  conti- 
nuirliche  Functionen  von  ti,  so  lange  die  Reihen  convergiren,  welche  f&r  ii^:0 
verschwinden.  Für  diesen  Wertii  stellen  sie  also  /(l  +  wi)  und  /(l— m)  vor.  Sie 
können  aber  für  keinen  Werth  von  u  einen  andern  Logarithmus  vorstellen.  Denn 
wäre  etwa  die  erste  Reihenentwickelnng  von  «f=0  bis  «t=ff,  gleich  /(l+vi)  und 
für  uzza+r  gleich  /(l4-tit)+2f ni.  Da  dies  ja  der  allgemeine  Ausdruck  ist,  so 
konnte  dieser  Ausdruck  nur  aus  dem  erstem  hervorgehen,  wenn  man  eine  endliche 
Zahl  2s  Tri  zuzählt,  würde  also  nicht  continuirlich  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  die  imaginären  Theile  beider  Reihen  der  «ne  zwischen 
0  und  n,  der  andere  zwischen  —  n  und  0  liegt  (sie  haben  nämlich  angleiche  Vor» 
zeichen).    Es  wird  also: 

2^i=r(l  +  l<i)-Z(l-iH) 

zwischen  2ni  und  ~-2ni,  d«  hi  ß  zwischen  —n  und  +;i  liegen.  Es  wird  also 
auf  diese  Weise  inmier  Ha-^-bi)  gefunden.    Diese  Betrachtung  ist  bei  Bestimmung 

der  Grenzen  der  Convergens  von  ß  und  der  Reihenentwickelnng  für  -j-  bereits 

anticipirt. 

Noch  ist  ß  zu  bestimmen  für  den  Fall,  dass  6>a,  ß>-r  ist.     Es  ist  dann 

noch  immer: 

2ßi     a+bji 

•     =  — r-» 

alsot 

2Ät     a—bi 

also  wenn  mun  Zähler  und  Nenner  rechts  mit  t  multiplicirt: 

— Ä/Ji_    b+ai 
*  -  -6+ai» 

oder  wenn  man  mit  e'^ss-^l  mtiltiplidrt: 

^2      '^'       6+a»  b 

1 r-  I 
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und  wenn  iMui  -^=9  setst: 


n     ^     1  ,   1+vi 
■5— /»=nr7Jg 


2     '^    2i  **!-«»• 
Die  Entwickelnng  Aber  gibt  gani  wi«  oben: 

|.-|9=:t»-i«»+ii;»-|«»+... 

a 

eine  Reihe,  welche  convergiirt,  Wenn  v^<l,  also  a,  abgesehen  Tom  Vorseichen, 
kleiner  alt  b,  oder  wenn  -s — fi  Brechen  — ^  nnd  -^y  also  swischen  \n  und 
i  n  liegt.    In  diesem  Falle  hat  man  also : 


2 


a 


Immer  wird  eine  der  Reihen  8}  oder  4)  den  WertÜ  Ton  fl  geben.  Wir  haben 
n&mlich  die  F&lle,  in  welchen  beide  convergiren,  noch  nicht  tOllig  erschöpft.  Die 
Reihe  3)  conyergirte,  so  lange  Binßtteonß  war,  abgesehen  vom  Vorzeichen.   Dies 

ist  nicht  allein  in  den  Grenzen  — ?-  nnd   +-7-  der  Fall,    sondern  anch  in  den 

4  4 

Grenzen  f  71  nnd  n,   denn  eine  Grösse  in  diesen  Grenzen  ist  gleich  71— <«,  wo  a 

zwischen  0  nnd  |*t  liegt,  aber: 

sin  (tr — «r)  =  sin  er,    nnd    cos  (tv — a)  =  —  cos  «. 

Gleiches  gilt  in  d^n  Grenzen  —  |^  nnd  —iti  denn: 

sin(— f>r)=— sina,    nnd    cos(~a)  =  cosiv. 

Der  Umstand,  dass  der  Winkel  positiv  oder  negativ  ist,  hat  also  auf  unsere  Schlflsse 
keinen  £inflnss«  Die  Convergettz  der  Reihe  4)  findet  ans  diesem  Grunde  auch  in 
den  Grenzen  —^n  nnd  —^71  statt,  wie  sich  auch  von  selbst  ergibt,  da  die  Reihe 

fUr  'ä-'-ß  ^^  diesen  Grenzen  nur  ihr  Zeicheii  ändert. 

Man  hat  also  allgemein : 

wo  «  =  /(/«* 4-6«)  immer  dnreh  die  Formel  2)  zu  bestimmen  ist,  und/9  sich  durch 
Formel  3)  ergibt,  wenn  b  kleiner  als  o,  dagegen  durch  Formel  4),  wentl  a  kleiner 
als  b  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen. 

SchliessSch  bemerken  wir  noch,  dass  man  wie  in  der  Trigonometrie  setzt ; 

jfsarcsinjT,  wenn  «es sin y, 

y=:arccos«,  wenn  xzicosy, 

y=arctg«,  wenn  ar=tgy. 


Da  man  nun  hat: 


/»•  •.  •  •    -       2/Ji      1-hiigß 

r  =cos^+fsm/?,    e  '^  =^_.^^, 


also: 


•  arc  sin  a 


siarctg«      1+ia 

e  ^    == — T-, 

1—1« 


so  ist: 


arc  sin  «=:-T-lg  [y(l— «•)  +  ai], 
arcco8«=-r-lg  [a+i  V(l— «')], 

2»     1— ta 

und  diese  drei  Functionen  sind  also  eben- 
falls Ausdrücke,  denen  unendlich  viel 
Werthe  zukommen. 

9)  Betrachtungen  überdieNa- 
tur  des  Imagin&ren. 

Wir  haben  in  den  rorigen  Betrachtun- 
gen dem  Imagin&ren  eine  rein  formelle 
Bedeutung  gegeben,  die  sich  etwa  auch 
so  fassen  Iftsst,  dass  jede  Gleichung  von 
der  Form  a+ßi^y-^-di  eben  nur  ein 
anderer  Ausdruck  f&r  die  Gleichungen 
a  =  y,  /r=cf  sei.  Dass  aber  mit  den 
Ausdrücken  rechts  und  links  in  dieser 
Gleichung  nach  den  gewöhnlichen,  für 
reelle  Zahlen  gültigen  Regeln  gerechnet 
werden  könne,  also  auch  andere  Glei- 
chungen gebildet  werden  dürfen,  wenn 
man  damit  die  Gleichung  t^  =  ~l  ver- 
bindet, also  rein  formell  immer  i'  mit 
—1  Tertauscht.  Das  Resultat  jeder  sol- 
chen Rechnung  ist  dann  immer  wieder 
ein  Ausdruck  von  der  Form  a-^bt,  und 
es  ist  dies  die  wichtigste  Eigenschaft 
imaginärer  Ausdrücke,  dass  man  eben 
zu  keinen  neuen  Formen,  weder  durch 
directe,  noch  durch  indirecte  Operationen 
geführt  wird. 

Ueberlegt  man,  welche  Annahmen 
nöthig  sind,  um  sämmtliche  einfachen  Ope- 
rationen mit  imaginären  Grössen  toII- 
führen  zu  können,  so  kommt  man  auf 
folgende  wenigen  Regeln: 

A)  Beim  Addiren. 

Zwei  Ausdrücke  von  der  Form  n-f  6i 
werden  addirt,  wenn  man  die  reellen  und  die 
mit  i  multiplicirten  Theile  iiir  sich  addirt. 

Dieselbe  Regel  gilt  auch  für  die  Sub- 
traction,  die  ja  eine  Addition  von  zwei 
Zahlen  ist,  deren  eine  negativ  genom- 
men wird. 

B)  Bei  der  Multiplication. 

Der  Ausdruck  a-^bi  kann  mit  jeder 
ganzen  Zahl  m  durch  die  Formel  am  +  bmi 
multiplicirt  werden,  welches  sich  aus  A 
ergibt,  da  das  Multipliciren  nur  ein  wie- 
derholtes Addiren  ist. 

Das  Multipliciren  mit  reellen  Brüchen 
macht  auch  keine  neuen  Betrachtungen 
nöthig.      Denn    es    ist    der   Ausdruck 

-T  (a  -f-  6t)  =  a-\-fli  deiinirt  durch  die  Glei- 

chnng  c(a+bi)=^d  (a+ßi).      Da  nun 


c  c  ^^_ 

-y  a  ■}-'-=' bi  auf  die  angegebene    Weise 
a         a 

mit  d  multiplicirt,  ca^^cbi^c^a-^bt) 
gibt,  so  stellt  obiger  Ausdruck  das  ver- 
langte Product  vor,  auch  kann  der  Mul- 
tiplicator  eine  Irrationalzahl  sein,  die 
man  sich  als  Ghrenze  eines  Bruches  denkt. 
—  Dagegen  verlangt  das  Multipliciren 
mit  complexem  Multiplicator  eine  ncne 
Definition.  Sie  ist  gegeben  durch  die 
S&tee: 

I.  Ein  Ausdruck  a+6i  wird  mite -h«'* 
multiplicirt,  wenn  man  ihn  erst  mit  c 
ued  dann  mit  di  multiplicirt,  und  die  Pro- 
du<:te  addirt.  —  Die  Multiplication  mit 
e  ist  nach  dem  Obigen  ausführbar ;  was 
die  mit  <fi  anbetrifft,  so  geben  wir  die 
Regel : 

II.  a-\-b%  wird  mit  di  multiplicirt, 
wenn  man  erst  mit  d  multiplicirt  und 
das  Product  abermals  mit  t  multiplicirt. 
Die  erste  Multiplication  ist  ausführbar 
und  führt  zu  einem  Ausdrucke  von  der- 
selben Form.  Es  bleibt  nur  die  Multi- 
plication mit  i  übrig. 

in.  a-\-bi  wird  mit  i  multiplicirt,  wenn 
man  erst  a  und  dann  bi  mit  t  multipli- 
cirt, und  die  Theilproducte  addirt.  — 
Dem  Product  ai  l&sst  man  seine  for- 
melle Bedeutung.  Das  Product  bii=bi* 
wird  definirt,  eben  mittels  der  Gleichung 

Die  Division    führt  za  keiner  neuen 

Annahme,  denn  der  Quotient: 

a-hbi      ■     .. 
——j-.  =  tt+ß% 

ist  definirt  durch  die  Gleichung: 
a  +  W  =  («+/Ji)(c+di), 
und  da  hieraus  sich : 

(tf+6i)(c-Ä)=(a+/94)  (c»+d*) 

mittels  der  Multiplications  -  Sätze  ergibt 
so  hat  man  auch: 

__  ac-\'bd-^(cb'-ad)i 
-  c«+d«  ' 

die  Formel,  welche  wir  oben  fianden. 

C)  Was  das  Potenziren  anbetrifft,   so 
ist  bloss  die  Definition  nöthig: 

««+''*=lim(l  +  51±^)". 

und  nach  der  Definition  der  Logarith- 
men und  dem  Nachweise,  dass  alle  Lo- 
garithmen compleze  Zahlen  sind: 

Wenn   somit  die  Gesetze  des  Rechnens 
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mit  Imaginärem  YoUstftndig  prftcisirt  sind,  und  — i.  Offenbar  muBS  aber  dabei 
80  Iftsfit  sich  nicht  leugnen ,  dass  dem  postalirt  werden,  dass  die  Einheit  i  allo- 
Begriffe des  Imaginären  selbst  eine  ge-  mal  den  Uebergang  von  einem  gegebenen 
wisse  Dunkelheit  anzukleben  scheint,  die  Gliede  einer  Reihe  zu  einem  bestimmten 
darin  beruht,  dass  die  Ausdrücke,  welche  Gliede  der  unmittelbar  angrenzenden 
in  diesen  Rechnungen  vorkommen,  an  Reihe  bezeichne.  Auf  diese  Weise  wird 
sich  nie  zur  Geltung  in  irgend  einer  An-  also  das  System  auf  eine  doppelte  Art 
Wendung  kommen,  sondern  immer  nur  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden 
die  Resultate,  insofern  sie  reelle  Zahlen  kOnnen.  —  Der  Mathematiker  abstrahirt 
mit  einander  vergleichen.  Man  hat  sich  gänzlich  von  der  Beschaffenheit  der  Qe- 
daher  wiederholentlich  bemüht,  diesen  genstände  und  dem  Inhalt  ihrer  Relatio- 
Rechnungen  gewissermaassen  eine  Dar-  nen;  er  hat  es  blos  mit  der  Abzahlung 
Stellung  zu  geben,  d.  h.  den  Ausdrücken  und  Vcrgleichung  der  Relationen  unter 
a-\-bi  eine  nicht  bloss  formelle  Bedeu-  sich  zu  thnn;  insofern  ist  er  ebenso  wie 
tung  zu  verleihen.  Gauss  sagt  unter  er  den  durch  -{-1  und  —1  bezeichneten 
Anderm  über  diesen  Gegenstand  (Göttin-  Relationen,  an  sich  betrachtet,  Gleich- 
ger gelehrte  Anzeigen,  Stück  64 ,  Jahr-  artigkeit  beilegt,  solche  auf  alle  vier  £le- 
gang  1831):  „Positive  und  negative  Zah-  mente  -(-1,  —1,  +t  und  —  i  zu  er- 
len  können  nur  da  eine  Anwendung  fin-  strecken  befugt.** 

den ,  wo  das  Gezählte  ein  Entgogenge-  Wie  leicht  zu  sehen,  kommt  also  diese 
setztes  hat,  was  mit  ihm  vereinigt  ge-  Betrachtung  darauf  hinaus,  dass  man 
dacht,  der  Vernichtung  gleich  zu  stellen  von  einem  Gebiete,  worin  sich  alleZah- 
ist.  Genau  besehen  findet  diese  Voraus-  lenvcrhältnisse,  reelle  und  imaginäre,  be- 
setzung  nur  da  statt,  wo  nicht  Substan-  reits  vorfinden,  ausgeht.  —  Nur  in  geo- 
zen  (für  sich  denkbare  Gegenstände),  metrischen  Vorstellungen,  und  zwar  in 
sondern  Relationen  zwischen  je  zwei  Ge-  der  Ebene,  ist  ein  Bild  dieses  Gebietes 
genständen  das  Gezählte  sind.  Fostulirt  zu  suchen ;  in  geometrischen  Vorstellun- 
wird  dabei,  dass  diese  Gegenstande  auf  gen  darum,  weil  nur  dieselben  zwei  Di- 
eine  bestimmte  Art  in  eine  Reihe  geord-  mensionen  darbieten ,  in  der  Ebene 
net  sind,  z.  B.  Ä,  B,  C,  D  ,  .  .,  und  darum,  weil  der  Uebergang  von  einem 
dass  die  Relation  des  A  und  B  als  der  Gliede  zum  andern,  also  z.  B.  von  a 
Relation  des  i?  zu  C  .  .  .  gleich  be-  zu  na  und  von« -|- /9t  zun (a-|-/9i)  immer 
trachtet  werden  kann.  Hier  gehört  nun  in  gleicher  Weise  geschehen  mnss,  und 
zu  dem  Begriff  der  Entgegensetzung  dies  nur  in  der  Ebene  durch  Vermitte- 
nichts weiter,  als  der  Umtausch  der  Glie-  lung  der  graden  Linie  geschehen  kann, 
der  der  Relation,  so  dass  wenn  die  Re-  Diese  Betrachtungen  führen  also  in 
lation,  oder  der  Uebergang  von  il  zu  1^  ihrem  Verfolge  dahin,  ein  Bild  des  Com- 
als  4- 1  gilt,  die  Relation  von  B  zvl  Ä  plezen  in  der  Ebene  zu  suchen.  An- 
als  —  1  dargestellt  werden  muss.  Inso-  dere  Mathematiker  sind  so  weit  gegan- 
fem  also  eine  solche  Reihe  auf  beiden  gen,  diese  räumlichen  Vorstellungen  nicbt 
Seiten  unbegrenzt  ist,  repräsentirt  jede  allein  zur  Versinnlichung  des  Imaginären 
reelle  ganze  Zahl  die  Relation  eines  be-  zu  benutzen,  sondern  sie  mit  demselben 
liebig  als  Anfang  gewählten  Gliedes  zu  vOllig  zu  identificiren ,  und  wir  werden 
einem  bestimmten  Gliede  der  Reihe.  —  die  Grundzüge  einer  solchen  Theorie  in 
Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher  dem  nächsten  Abschnitte  geben. 
Art,  dass  sie  nicht  in  eine,  wenn  gleich  ^n\  r%  •!.*** 
unbegrenzte  Reihe  geordnet  werden  kön-  ,1^)  Geometrische  Auffassung 
nen,  sondern  sicl^  nur  in  Reihen  von  ^^^  complexen  Zahlen. 
Reihen  ordnen  lassen,  oder  was  dasselbe  Es  sind  diese  Betrachtungen  einer  Ab- 
ist, bilden  sie  eine  Mannigfaltigkeit  von  handlung  von  Cauchy  (Memoire  sur  le» 
zwei  Dimensionen,  verhält  es  sich  dann  quaniiles  geometriques  in  den  Exercicei 
mit  den  Relationen  einer  Reihe  zu  einer  (TAnahse  et  de  pky$ique  maihemaHque, 
andern,  oder  den  Uebergängen  ans  einer  Tome  1V)  entnommen.  Die  imaginäre 
in  die  andere  auf  eine  ähnliche  Weise,  Grösse  wird  hierbei  ganz  durch  die  geo- 
wie  vorhin  mit  den  Uebergängen  von  metrische  ersetzt, 
einem  Gliede  einer  Reihe  zu  einem  an-  A)  Definition, 
dem  Gliede  derselben  Reihe,  so  bedarf  Von  einem  Ponkt  0  in  der  Ebene, 
es  offenbar  zur  Abmessung  des  Ueber-  der  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
ganges  von  einem  Gliede  des  Systems  betrachtet  wird,  ziehe  man  eine  feste 
zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Ein-  Grade  Ox.  Sei  r  der  Abstand  von  O 
heiten  +1  nnd  —1  noch  zweier  andern  und  einem  beliebigen  Funkte  A  in  der 
unter    sich    auch  entgegengesetzten    -\-i  Ebene,  *f>  der  Winkel  zwischen  den  Rieh- 


taugen  r  and  Ox,  via  er  durch  die  Dre-  Flg.  59. 

hang   ^    ä«t   Linie   Ox   in   einem    oder  — 

dem  andern  Sinne  bogtimmt  winl.    Den  ' 

Radiae   VCetor    r    =  OA     nennen     wir  j 

„g:eome[riBche  Oresae"-    E:«  liod  also  in  . 
einer     Boichen    ali    Etcmcnlo    cnlhBlten 

der  nttmeriBclie  Werlh  der  Lfinge  r.  auch  | 
Modul  von  r     genannt,  und  der  Winkel 
<f,   «reichen   wir  Argument    der   gcome- 
triaohrn  Gröise   nennen.     Gleich   irerden 
■wei  geometriiche  GrOaaen  genannt,  vrenn 

ihre  Modulen  und  ihre  Argumente  über-  oder; 

einitimmen,   also   Lftnge    nnd   lUchtuug  „ÜmdieSummemehrerergeomelriachen 

dieaeltM  ist.     £■  muBi  also  letn:  OröiBen  in  finden,  geht  manToneinembe- 

R  =  r,  >/>  =  i/+2'irr  liebigen  Funkle   aua   nnd  trigt  jede   der 

,      .      ,.            '        .    .         r.\           II  OrOBBon  ihrer  Lftnge  nnd  Richtung  nach 

damit   die    geometrischen   GrOsBen    R^  ,„  ^j„  Endpunkt  der  »orhergehanden  m. 

und   r     gleich    Bind,    wo   it  eine  ganze  Diejenige  Linie,  welche  daa Poljgon toII- 

™  VI    ''  j-    V  L            .    j  ,  L.    1.    ^  LI  endet,  itelll  dann  die  Snmnie  vor." 

Zahl,  ™  die  bekannte  Ludolph  «che  Zahl  3,,^^,  ^^^  ^j^  ProjecÜonen  dea  Vtol- 

»"•      n=  GrO»eo_r,    liegt   «Uo   auf  der  ,^^      ,„  ^^  die  der  leUMin  Seite  gleich 

A«   O«   «elb«   m  einer  Richtung,    die  ^^   »Igebrai.dien   Sntnne    der   Bbrigen 

ala   die   anfängliche    zu   betrachten    ist,  ^^jj^   ^jj^,, 

die  Grosse  r     aaf  derselben  Lini-    -'•--  ' 

m  Bmgegenge*e»terHiehtnngCr^iBtalw  nBi„y_„iny  +  r'Binv.'+r"iinv/'+  -  • 

einer    negativen     QrOsae    idenüach     tu  qJ^t- 
Betzen).  —   Statt   vom  Punkte  O   kann 

man  auch  von  einem  beliebigen  Punkte  X  =  x+x'+m"+---,   1"=*+/+/'+ ... 

anagehen,  und  iit  dann  in  r     fOr  r  die  and  X,  *,  9/  .  •   .,   F,   y,  y'  .  .  .   naA 

Linge    dea    Abatandea    «weiw    Punkte,  ^'^  «nUprechenden  Projeetionen. 

fftr   »   der  Winkel    ihrer    VerWndnnga-  „  »'•     ^nrnm«     zweier     geomctnecben 

linie  mit  Richtung  Ox  *u  aetten.  -  Be-  O^öaaen   bildet  mit  denielben  ein  Drei- 

tr«*tet   man   noch   Ox   ala  Axe   der   «,  «°>.    <1"«°    ^«tett    die   Moduln    aind. 

nnd   nimmt   aenkrechc    darauf    Ase   Oy  Hierana  folgt  oEfenbar  der  Batt : 

BD     Bo   Bind  i  — rcoa»     ti=^riin'/.   die  »"*'    Modul    einer    Bumme     iweier 

PröjBctionen  der''goometriB?hen  Gröeaer  H''^"°  ^^  «"/«^en  der  Bumtne  nnd 

parülel  den  beiden  Axen.                       *  D.fferen.  der  Moduln." 

B)     Directe    Operationen     mit  ""^  ^^  beliebig  viele  .Qr5ssen,  die  also 

geometriachen  Grösaen.  ^'i  Vieleck  bilden: 

Oeometriache  GrOsaen  r  ,  r*  ,,  r"   „  „Der    Modul     einer    Summe     iat   nie 

j      ■     1'  1      j      ^  '     ^j  grosser  ala  die  Summe  der  Moduln." 

n   j.  w    werden  in  folgender  Weise  «J-  DaaProductvoo  geomatri«dienGrö»en 

dirt    Ana  dem  Endpunkt  Ader  Strecke  „[^  fleSnirt  durch  die  Gleichung: 

AB,  welche  in  Being  auf  Richtung  und  " 

Abaland  von   A    durch   die  Grösse  r  'a.'^»       »"~^''            »  +  »'  + ♦"' 

definirt  iat,  ziehe  man  Linie  BC,  welche  ^gin  aolchea  ProduM  Ut  »lao  eine  geo- 

in  Bezug  auf  Sichtung  nnd  Abttand  von  metriiche   GrOsae,   deren  Modul   daa  al- 

B  durch  r'   ,  definirt  iet,  durch  C  Linie  gebraiache  Prodnel  der  Modnin,  deaaen 

CD  =  i"   ,,'  wo   r"  wieder   die  Llnge  Argument  die  Summe  der  Alimente  iat" 

9  Algebraiacbe  (positive    oder  negative) 

S"   die    Richtung   anzeigt  u.   a.  w.     Ist  Summen   werden,   wie    wir  «iaien,  mit 

der  letzte  Funkt,   welcher    auf  diese  ejner   algebnuachen    OrOsae   multiplicirt, 

Weise    entsteht,    nnd   verbindet  man   A  wenn  man  jedes  Glied  damit  mnltiplinrt, 

mit  K,  so  erhRlt  man  ein  geechloasenes  nnd  et  liasl  eich  leicht  «eigen,  daaa  Olei- 

Polygon,   und  die  Icute  Seite  desselben  chea   fOr   die  geometrlache  Greaaen  gilt. 

AK  heisBt  Summe  der  übrigen  (Fig.  59).  Sei  n&mlich  gegeben: 

Iat  R  die  Länge  von  jlftT,  »  der  Win-  d   _,     .  j      .j/       . 

kel  mit  OX,  ao  setzt  man:   '^  "pV''v '''"/'"'"   "  '  ' 

''p='"y+'''^'+'^'^"+  •  ■  •'  Soll   jeder    der   Änsdrtlcke   recht«  nnd 
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ÜDks  mit  einer  Grösse  g^  mnltiplidrt  werdm^  und  Ist  Modal  q  gleidi  der  Ein- 
heit, so  braucht  man  nur  alle  Argumente  um  %t  su  vermehren.  Diese  Vermehrung 
entspricht  aber  einer  Drehung  jedes  Badins  A,  r,  r',  r''  .  .  .  um  diesen  Win- 
kel ;  es  wird  also  das  ganze  Polygon,  dessen  Seiten  Jt,  r,  r'i  r''  .  •  .  um  die- 
sen Winkel  gedreht  werden,  wobei  sich  natürlich  die  Form  des  Polygons  nicht 
Ändert,  nnd  es  ist  daher  andi: 

Man  kann  aber  auch,  ohne  die  Richtung  der  Seiten  des  Polygons  zu  ändern,  dem- 
selben ein  ahnliches  substituiren ,  dessen  Seiten  das  ^  fache  des  gegebenen  be- 
tragen, und  man  hat  dann: 

oder: 


V*~  V*"'"'''»'^»'^'"»"^*"'" 


d.  h. : 

„Man  findet  das  Product  einer  Summe  geometrischer  Grössen  und  einer  an- 
dern geometrischen  Grösse,  wenn  man  jedes  Glied  einzeln  mit  der  letztem  mul- 
tiplicirt.*' 

Daraus  folgt  dann  die  Art,  wie  Summe  mit  Summen  multiplicirt  werden,  ganz 
wie  bei  algebraischen  Grössen. 

Eine  ganze  Potenz  geometrischer  Grössen  definiren  wir  als  das  Product 
gleicher  Factoren.    Es  ist  somit:  . 


9 


Hieraus  folgen  ganz  wie  bei  algebraischen  Grössen  die  S&tze: 


y« 


und: 


aus  welchen  man  leicht  den  Binomischen  Satz  fftr  ganze  und  positive  Exponenten 
ableiten  kann. 

Man  nennt  zwei  geometrische  (Grössen  entgegengesetzt,  wenn  ihre  Summe  Null 
gibt,  und  es  ist  sonach  r    ,      oder  —  r    die  entgegengesetzte  Grösse  von  r  ,  da 

die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  dessen  Seiten  r     und  — r     sind,  offenbar  Null  be- 

tragt.  —  Der  umgekehrte  Werth  einer  geometrischen  Grösse  soll  derjenige  sein, 
welcher  mit  ihr  das  Product  1  bildet. 

Die  obigen  Formeln  benutzt  man,  um  negative  Potenzen  zu  definiren.    Es 
ist  also: 


also: 


',-"={'-)-.,• 


Die  Grösse  **r"*=(»')Zjl|,  "*  ^*^  ^^^^  Anderes  als  der  umgekehrte  Werth 


von  r   • 


Es  ist  femer: 

r» 


=('%='• 


Man  kann  analog  der .  Bezeichnung  algebraischer  Grössen  auch  die  geometrischen 
immer  mit  einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnen. 
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C)  Ittdirocte  Operationen. 

Die  Definition  derselben  ergibt  sich  jedesmal,  wie  bei  den  algebraischen 
Functionen,  als  die  dem  Addiron,  Mnltipliciren  und  Potcnztren  entgegengesetzte 
Operation,  also  durch  die  Formeln : 

a  (^  \^ 

Hieraus  folgt: 

„Um  eine  geometrische  GrOsse  abzusieben,  braucht  man  nur  die  entgegen- 
gesetxte  zu  addiren.** 

„Um  liurch  eine  solche  zu  dividiren ,  muss  man  sie  mit  ihrem  umgekehrten 
Werthe  multipliciren.** 

Sei  jetzt  q    die  nte  Wurzel  von  (i  ,  also: 

p   =:  r   ,       d.  h. :        I P    I      =  v*   • 

eine  Oleichung,  aus  welcher  nach  unserer  Definition  folgt: 

Q^=r,    »p  =  9+2ib7r, 
wo  k  eine  ganze  Zahl  ist.    Daraus  folgt  dann : 

1 

WH 


'?=('■")  »^ÜLÜ- 


also: 

„Jede  geometrische  Grösse  hat  n  Wurzeln  vom  titen  Grade,  zu  denen  allen 
jedoch  derselbe  Modul  gehört." 

Ist  p=0    und   r  =  l,  so  hat  ma,p  als  Ate   Wurzeln  ron   1^  die  Werthe 

(l)y   ,   'ikn' 
fi  fi 

Es  ist  auch  klar,  dass,  obgleich  k  jede  ganze  Zahl  sein  kann,  sich  doch  nur 
n  Werthe  für  die  nte .  Wurzel  ergeben. 

D)  Uebergang  zum  Ausdrucke  is:^— 1.    Potensen,  deren  Expo- 
nenten geometrische  Grössen  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Grössen  a^  und  a   =  ~a«,  welche  auf  der  Abscissenaxe 

liegen,  mit  den  algebraischen  Grössen  a  nnd  —a  identificiren,  wie  dies  ja  geschehen 
kann,  da  die  Längen  dieser  Linien  beide  gleich  a  nnd  sie  o£fenbar  entgegenge- 
setzt sind. 

Da  nun  jede  Länge  r     und  ihre  Proje(^tionen  auf  die  x  und  y  Axe  ein  Dreieck 

bilden,  so  hat  man  nach  unserer  Definition  des  Addirens: 

r^=rcoBy+(r8iny)^, 

T 

r       =rco8cr.— (rsinr/)^, 

T 

da: 

(rsiny)      ^=:(rsiny)         ^=-(rsiny)^ 
n-\-  —  — 

2  2  2 

ist;  oder  wenn  man  setzt: 

r  cos '/'=:»,    rsin^'^y. 
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Y  T 

Es  ist  aber: 

2  2 

nach  der  Erklärung  der  Mnltiplication,  and: 


Ct) 


d.  h. : 

2  /  2 

also  wenn  wir  den  völlig  definirten    Ansdmck    V  — 1    mit  t  bezeichnen»    so  ist 

2 

Es  ist  aber,  obgleich  —1  zwei  Wnreeln  hat,  1      nnd  1        =:— 1    ,dicgeo- 

•-'  -1  'i 

metrische  Grösse  t  völlig  bestimmt,    nnd  zwar  ist  t  die  aof  der  Ordinatenaxe  im 
Sinne  der  anfänglichen  Drchnng  abgetragene  Einheitslänge. 

Man  hat  also: 

ar=rco89',         y  =  r  sin  #/. 
Mit  Einführnng   der  geometrischen  Grösse  i   kann  man  nun  dem  Ausdrucke  r 
noch  eine  andere  Form  geben. 
Es  ist: 

n        fi 

also: 


r  =r/l     V 


n 

> 


n 
aber: 

Man  hat  also: 

n 

r  =r(co8a^ +isiQflr)  =  r(co8-^+tBin~) 

Ist  n  sehr  gross,  also  ~  sehr  klein,  so  kann  man  der  Grösse  1     leicht  einen 

n  '  (p 

n 
Fig.  60.  einfacheren  Ausdruck  geben.     Sei  (Fig.  60)    OA   der 

Länge  nach  der  Einheit  gleich,  und  mache  mit  Ox  den 

Winkel  ^ ;  ist  AX  dann  das  von  A  auf  OX  gefällte 
n 

Loth,  so  ist: 


Ist  aber   ^  sehr  klein,  so  kann  man  statt  ÄX  den  Kreisbogen  nehmen,  dessen 
Radins  OA  ist,  und  man  hat  dann:  I_=l0  +  |JL|    ,  da  offenbar: 

AO=OX,  AX-^ 

n 

wird,  also  auch: 

1     =!+»{, 
V  n 


ond: 


l=(l+Ü)*.     r   =r(l+t')-. 


*9 


Definirt  man  nun  die  ExponcntialgrOsse  0  \  wo  ««.  eine  geometrische  Grösse 
ist,  durch  die  Formel: 


"'=(.+?)•• 


so  lassen  sich  an  diesen  Ausdruck  ganz  Ihnliche  Betrachtungen  anknüpren,  wie 
dies  in  Abschnitt  3)  und  den  folgenden  geschehen  ist,  und  sich  damit  die  Theorie 
der  geometrischen  Grossen  in  ihrer  Anwendung  auf  ExponentialgrOsscn  ergfinsen. 
Namentlich    Iftsst  sich,  wenn   ^=0  ist,   immer  eine  algebfaiache  GrOsse  ifaideii, 

welche  die  Gleichung  r:=:e^  realisirtr    Man  hat  somit: 

f  ± 

ii=s*l=<e*l      #. 

^  y    I         V  ( * 

aber  nach  der  Definition  ist: 

a 

e    =1+—' 

I» 

und  man  hat: 

n  n. 

wie  sidi  ans  der  vorigen  Fignr  ergibt,  wenn  man  OA=l-\ —  denkt  und  m  sehr 
gross  annimmt.    Also  da: 


e 
n   '    n 

ist: 


y* 

Hieran«  folgt: 

also: 

nnd: 


Atu   disien  Grnndfonuelii   Uinh  ilch  und: 

duin    mit    Zahülfenahiiie    des   B^riffe*  .         . 

des   Logarithmm    die    übrigen  ableiMn,  Cs^  =  F     ('"  =  ('*('"')/     i       iv 

ganz   wie   ä\n    obon   geschehen   i«,   da  V           \         J\1'  +  "^) 

die    VersdiLedenheit    der    Grnndbeetini-  p      goU   hier  diejenige  guue   FBn<:tioa 

gen  im  üebrigen  keinea  EinSais  auBübt.  ? 

..            V    .-     -       .  .        ■!,-      ,  '^'"i  welche  eniRieht,  wenn   mui    Ao 

Aber   auch    dis    imaginären   Waneln  m                                     >-        '-> 

der   Gleidiongen   liuien   «ich  leicht   anf  dnrch    :      diridirt.     Sie   wird  «ich  für  [ 

geometrigche       OrQuen      tarück fuhren,  gleich    O    einer   Conaunta   nUiern,    die 

Gaacb^  stellt  folgende  Betrachtungen  in  eodlicb   nnd   nngleich  Nnli  ist.     Sei  Q« 

Bezng  hierauf  an.  dieio    Qrenze,      Es    vird    dann    a    die 

g^.  Orenie  sein,  der  sich  tb  n&hert.  —  Seien 

(Fig.  61)  4  nnd  £  jetit  die  Endpnnkw 

Z =«+(•-!- CS* -f-  .  .  .  +3»"~'  +  i»",  «weier  Ton  0  uii  geiogenen  Linien,  di« 

wo  a,h,  e  .  .  .  g,k  geometrische  GrDsgen  Fig.  61. 
lind,    ebenso    wie   Z.      Man   hat   dann 


^-it-"+'+«-^ 

Wenn  n  gleich  Null  itl,  so  wird  Z  =  a. 
In  jedem  andern  Falle  ist  Z  mit  i  ver- 
änderlich,  and   der  Modul  tod  Z    wird 

ist.    Denn  sei:                                                ,                       .    . 

den     geomctnscheii 

^    ,  der    U^l    von    /»ad    ™.«    r    ^"    ^'"'^^^    ^»    "' 

Ortkssen      Z     nnd 
so  wird  die  Linge 
9,  und   ihre   L&nge 

i   durch   P(i      gemcBsen  werden,  nnd  »war 
-~l       —  ;i  .      .  ,  ,    ,       wird  dieie  Linie  in  der  Riciunng  liegen, 

«      ,   .        ...  abnehmen,  es  wird  also  ,^i^i.^  j„,^  j^„  ^i^^^,  ^^"^  ^^^^ 

Z  sich  nahem  der  Grenze  !"&,  nnd  |elQ  ben  wird.    Setzt  man  p  anfänglich  gleich 

u  j  I   D  j      n.              n       I               1  Nul>,     nnd    läset    diese     GiOsse     dann 

Müdnl  R  der  GrcniB  ,r"     also   nncnd-  ^^'              ^.^^  Punk.  B,  weleher  an- 

1-ch  gross  werden.     D.  h.:  f»n glich  in  A  fallt,  einen  Cu^bogen 

i^inem  endlichen  >ferthe  von  R  kann  beichreibeu,  dessen  Sehne  AE  ist,   nnd 

'^eher    W«rth    von    r    enl-  die  Tangente  ÄE,  welche  an  diesen  Bo- 

Sn  in  Funkt  A  gezogen  wird,  bildet  init 

_        _                           „  X  einen  Winkel,  welcher  dem  Qreni- 

_X.  *""'*'  '<•"   ''+"'''  '^'''  "+'"'■  «'"'* 
ist.  —   Denkt  man  sich  nun  mit  ^dioi 

As  =  f^T  Oa    einen    Kreis   beschrieben,    so   wird 

,,   ,  ,  .      u,  .      .  ,      „  .    .  Länge   OB   kleiner    als  OA  sein,   wenn 

wo  Modul   ?   sehr   klein   ist.    Sei  dana  ß    innerhalb   diesei   Kreises  f&llt.     Sät 

AZ   der  Zuwachs    Ton  ».     Dm  diesen  .ehr  kleine  Wcrthe  yoo  o  wird  diese  Be. 

Znwacbs  an  erhalten,  ersetzt  m»n  t  dnrcb  dingung   immec  erfüllt  sein,   wen«  Tan. 

*+ As,  nnd  erhalt  nach  dem  Binomischen  „nte    AE    mit    der   VerUngerung  Ton 

Satze  eine  nach  Potenzen  tod  a»  ge-  OA  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  d.h. 

ordnete   Reihe,    welche    höchstens   vom  nenn: 
Grade   n  ist,    fOr   Z+aZ;   also  wenn 
man    Z    abzieht,    so  wird   die«e   Heihe  9  =  a  +  Ml—i/' 

dnrch   A»  theilbai  sein.     Sei;  »■„„„   „.™.-„»„  r>^  ■„„.   i,.,     n.t  ...._ 

einen  negativen  (Josinns  hat.    Uat  man 

A>  =  (,  nna  willkürlich  für  9  einen  Winkel  ge- 

—        ,,  .         „  nommen,  der   dieser  Bedingung  genügt, 

nnd   £     die  kleinste  Potenz  von  f,  welche    ,„  kann  man  durch  passende  Wahl  tou 

in   dieser  Bntwickelung  noch  Torkomml.   ^  immer  der  leisten  Gleichnng  genOgen. 

"""  *■"  ''*""'  Also  wenn  der  Modul  ß  von  Z,  welchoc 

einem  endlichen  Werth«  von  »  entspricht, 

nicht  Bnll  ist,  to  kann  man  immer  dnrdi 
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das    bezeichnete   Verfahren   den  Werth  ll)BrBetenng  desBegriff 8  des 

von  R  vermindern,   nnd  somit  mass  der  Imaginären  dorch  die  algebrai- 

kleinste  Werth    von  R   der  Null   gleich  sehe  Congruenz. 

sein,  woraus  dann  Z  =  0  folgt.   D.  h.:  jy^^  Cauchy'sche  Theorie   scheint   nns 

,^Jede   ganze    Function   der  geometri-  allerdings  geeignet,  jede  Dunkelheit,  die 

sehen    Qrösse    s    muss    wenigstens    für  dem  Imaginären  anklebt,  gewissermaassen 

einen     Werth     von    z   der   Null    gleich  mit  einem  Schlage  zu  beseitigen.  —  Um 

werden."  das  Folgende  völlig  aufzufassen,  wieder - 

Bekanntlich  nennt  man  solchen  Werth  holen   wir,  dass   der  Begriff  des  Imagi- 

von  z  eine  Wurzel  der  Gleichung:  nftren  sich  zuerst  bei  der  Gleichung: 

Z  =  0.  ««+1  =  0 

Hieraus    folgt    dann   leicht ,    dass   jede  einstellt,  welche  keine  reelle  Wurzel  hat. 

Gleichung  n  Wurzeln  habe,  welche  geo-  Die  allgemeine  quadratische  Gleichung: 

metrische  Grössen    sind.    Dieser  Beweis  x^+2a«+6=0 

gilt    noch   dann,    wenn  t  eine  conver-  u  j-     ■«               ■* 

girende  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po-  welche  auch  die  Form  annimmt: 

tenzen  von  z  ist.  (,+„)«+ 6-a«=0, 

Einige      Betrachtungen      über  /     x+a     \* 

diese  Methode.  \Y(b  —  a*)/  "^^^^^^ 

Die    Substitution     der    geometrischen 

Grösse  an  die  Stelle  der  complexen  Zahl  *>«»  welcher  wir  annehmen,  dass  a«  klei- 

führt  natürlich  zu  völlig  richtigen  Schlüs-  ^^^  ^^  *  "*»  '*"*  ebenfalls  keine  reelle 

sen.     Sehr  wichtig  wird  sie  dadurch,  dass  Wurzel   zu,  indess    lässt   sie  sich  durch 

sie  bei  aUen  Betrachtungen,  welche  über  c>ne  lineare  Substitution : 

complexe  Grössen  angestelli  werden,  zu  x-\-a 

Veranschaulichungen    führt,   die  sich  in  \(b^  aV  ~^* 

keiner  anderen  Weise  geben  lassen.    Je-  •  ,.    L                          ^,  .  - 

dem  Werthe   der   complexen  Zahl  a+6i  p°^  *»^  ^t  J^"^^®**  ^^^  Gleichung 

entspricht  ein  Punkt  der  Ebene  i4,  wel-  «>nngen.    Höhere  Gleichungen,   insofern 

eher  zur  Abscisse  die  Grösse  a,  zur  Or-  «?  H'^^'  oder  nicht  lauter  reelle  Wur- 

dinate   die  Grösse  b  hat;   femer  ist  der  ««/»  ?»«>cn.  nehmen  durch  ähnliche  Sub- 

^1  stitutionen  einen  Factor  von  der  Form 
Modul  r  von  a-{-ln=ire*  gleichdemAb-  «s+i  an,  wie  sich  leicht  darthun  läsat. 
stand  zwischen  A  und  dem  Anfangspunkt  Diese  Betrachtungen  führen  auf  den  Ge- 
O  der  Coordinaten ,  das  Argument  ^  danken,  den  imaginären  Grössen  als  sol- 
gleich dem  Winkel  zwischen  OA  und  der  eben  ganz  zu  entsagen,  und  dafür  zu 
Abscissenoxe.  untersuchen,  welche  Ausdrücke  durch 
Indess  lässt  sich  nicht  leugnen ,  dass  solche  von  der  Form  y*+ltheilbar  sind, 
eine  solche  Veranschaulichung  nicht  Auf  diese  Betrachtungen,  wo  lediglich 
durchaus  die  obige  Theorie,  also  das  mit  reellen  Zahlen  geredinet,  der  Be- 
Identiflciren  der  imaginären  Grössen  mit  griff  der  Gleichheit  aber  durch  den  all- 
geometrischen Begriffen  verlangt.  Im  gemeinem  der  Congruenz  ersetzt  wird, 
Sinne  von  Gauss  sollen  die  geometrischen  gründet  Cauchy  seine  eben  so  einfache 
Betrachtungen  auch  nur  eine  Veranschau-  als  sinnreiche  Theorie,  die  wir  hier  geben, 
lichung,  die  einzig  mögliche  freilich,  ge-  .v  ß^^-iff  j..  Rlirebrai  «eben 
währen  für  Reihen,  die  sich  continuirlich  ^^^  A  algebrai  scnen 
und  gleichmässig  nach  zwei  Ausdehnun-  ^^  °'* 
gen  hin  ins  Unendliche  erstrecken.  Zwei  ganze  Functionen  y  (x)  und  ^  (sc), 

So  vorzüglich  undfmchtbar  also  auch  ^^.^.^  ^/^^'r.K^  ^'^^7^^*\^'''^  ±^ 

die  geometrische   Vorstellung  ist,   wenn  f""«/W  ^^^ilbar  ist,  nennt  man  con- 

es  sichumVersinnlichungcontinuirlicher  p.^"*    '^  B«^"«    ^.^^-L  ?''*  '^^'" 

Begriffe  handelt,  so  möchte  sich  zurBe-  braischc  Congruenz  entsprich    also  genau 

gründung    des   Imaginären   doch    neben  ^^\  "-ithmeti sehen     Wir  wollen  auf  die 

ihr  noch  eine  andere  Theorie  empfehlen,  «^»*«^«  also  auch  die  Gauss  sehe  Bezeich- 

deren  Schöpfer  ebenfalls  Cauchy  ist,  und  ^^^  anwenaen^ 

die  wir  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegen-  y  (a:)  =  V'(«)modj|f(ar), 

Standes   ebenfalls  hier  kurz  wiedergeben  jq  Worten : 

woUen.      Auch    sie    ist    den    Exercices      ,  .  *    ,  /  \ u  w^j^i     /^\ 

f  Analyse  et  de  Pkysique  malhematique,  ?  <*>  «ongruent  v(«)  nach  Modul  x(.*). 

tome  IV  entaommen.  Die   Erwfthnnng    und  das  Hinschreibea 
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des  Modul  kann  nnterlMsen  werden,  wenn  derselbe  bereits  bekannt  ist*  —  Leicht 
ergibt  sich  folgender  Satz: 

,fMehrere  Congmenzen  in  Bezug  anf  denselben  Modul  geben  addirt,  snbtrahirt 
und  mnltiplicirt  wieder  eine  Congmenz.*^ 

Sei  also: 

y  (*)=/(*).  yi(*)=/iW»  yt(*)=/,(a^), 

so  ist  auch: 

y'(«)±yi(*)±yt(*)=/(*)±/i(«)±Ara(*)» 

<jr(«)  •  n («)  •  7% («)=;ir(*)  •/!  (*)  •  x%  W> 

denn  ist  y/(s)  der  gemeinscbaftlicbe  Modul,  so  hat  man: 
wo  €tf  tr^f  a^  ganze  Functionen  von  x  sind,  also: 

yWyi(*)vtW-/(*)jri(*)/t(«)=^V'(*)» 

wo  ß  ebenfalls  eine  ganze  Function  von  x  ist*  Es  sind  also  die  Differenzen  links 
durch  7  (x)  theilbar. 

Hieraus  folgt  auch,  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist  x 

Jede  Congmenz  lässt  sich  anf  die  Form  bringen: 
oder: 

Ist  der  Modul  ^(x)  eine  Function  nten  Grades,  so  kann  f(x)  durch  ^(x)  divi- 
dirt  nur  einen  Best  ron  der  Form  lassen: 

Ist  nun  f(x)=0,  so  muss  sein: 

c^+c^  «+«,«*+  .  .  .  +.c^_4«"~  =0, 
was  auch  x  sei.    Man  hat  also»  indem  man  «=0  setzt: 

und  indem  man  durch  x  dlTidirt  und  dann  x=0  setzt: 

«4=0, 
indem  man  also  so  fortfthrt: 

«Jst  der  Modnl  rom  nten  Grade,  so  lassen  sich  aus  jeder  Congmens  f(x)BO 
n  Gleichungen  bilden,  indem  man  in  dem  Best  von  f{»)  all»  Coeffidenten  der 
Null  gleich  setzt.** 

Es  ist  z.  B.: 

«•""-l^OmodCx**-!), 
wenn  m  und  n  beliebige  ganze  positive  Zahlen  sind.    Hieraus  folgt: 

«"•»=1. 

Mnltiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  x  ,  so  kommt: 

nnd  wenn  man  fdr  l  jede  der  Zahlen  1,  2,  3  •  .  •  n— 1  setatt 

Setzt  man  nun: 

81 
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/"(*)=«•+«!  ^+ffa«'+  •  •  •  +«„*"+  •  •  •   +*'.>n*^+  •  •  •' 
60  hat  man: 

also: 

+(«i+ö^^,+«2f|+2"*"  •  •  •)**+  •    •   • 
+(«i,-l+«a„_i+  •  .  .)«"■'*  inod(«*-l). 

Man  hat  hier  unmittelbar  den  Rest  von  f{x)  nach  -Modal  x^—l.  Hier  kann  selbst 
f(x)  unendlich  viel  Glieder  haben,  also  eine  convergirende  Reihe  torstellen. 

Sei  jetzt  der  Modul  9*^+1  gegeben,  so  wird  ima^r: 

X        -  (- 1) 

durch  denselben  theilbar  sein;  also  wenB  m  «agerade  iai: 
also: 

dagegen  wenn  m  grade  ist: 

,«••-1=0.  a;'*'*  =  +  l, 

also: 

mfi+/_   / 

Versteht  man  unter  f(x)  wieder  die  obige  Function,  so  erhalt  man  ganz  auf  dem 
obigen  Wege: 

B)  Anwendung  auf  die  imaglnftren  Grossen. 

unter  t  wird  jetzt  nicht  mehr  der  symbolische  Ausdruck  V— 1  ▼erstanden, 
sondern  eine  reelle  aber  unbestimmte  Grösse.  Dagegen  ersetzt  man  jede  imagi- 
näre Gleichung  durch  eine  Congruens  nach  Modul  i'+l.  Da  dieser  Modul  jetzt 
immer  derselb«  bleibt,  so  werden  wir  ihn  nidil  weiter  hinschreiben.  Der  Begriff 
des  Imagin&ren  wird  also  ganz  ausgeschlossen,  dtgegea  soll  eine  imaginäre  (Mei- 
chung  fortan  nur  ein  Symbol  für  die  entsprechende  Congruenz  sein* 

Offenbar  ist  immer: 

oder: 

also  auch  wenn  man  mit  i  multiplicirt : 

Setzt  man  also  für  m  erst  2ii  und  dann  Sa+l^  so  kommt: 

Sei  jetBt : 
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80  ist  also ; 

eine  Formel,  die  sich  mkH  auf  den  Fall  besieht,  wo  f(i)  eine  anendliche  oonver- 
girende  Reihe  vorstellt.  Wenn  man  in  den  Gleichungen  1)  und  2)  das  Congmenz- 
aeichen  durch  das  Gleichheitsseichen  ersetzte,  so  würde  man  diejenigen  S&tse  haben, 
welche  lehren,  die  Fnnetion  ^(t)  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  a+fii  aus- 
sudrttcken.    Man  bati 

also  wenn  man  diesen  Ansdeuck  in  Gleichung  2)  fUr  f(i)  setst: 

3)  i9+ßi)(yi'di)  =  tty-ßif-tind'^ßy)i. 
Setst  man: 

so  kommt: 

4)  («+A»)(«-A»)  =  «'+/»*. 
Ersetst  man  in  8)  i  durch  — «,  so  erhält  man: 

Da  beide  Glieder  von  i  unabhängig  sind,  so  fallen  sie  mit  ihren  Besten  zusammen. 
Man  kann  also  das  Congmenzseidien  mit  dem  Gleichheitszeichen  vertaaschen: 

6)  («•+/»')(y»  +  cf»)=:(«/l-y(r)«+(«<f+^y)«. 

„Das  Product  sweier  Quadratsummen  ist  wieder  eine  solche.-^' 

Dies  Verfahren  gilt  allgemein,  d.  h.:  Bind  beide  Glieder  der  Congruena 
lineare  Functionen  von  i ,  so  sind  sie  zugleich  die  Beste  nach  Modul  $*+!  wid 
folglich  gleich. 

ffiei  linearen  Foncttenen  von  i  kann  das  Zeichen  =  durch  =s  ersetzt  werden/* 

Ist  also: 

/■«HO. 

und: 

c^+c^i  der  Best, 

so  ist: 

„Jede  Congniens,  welche  eine  imaginäre  Gleichung  ersetzt ,  iührt  auf  zwei 
reelle  Gleichungen.** 

Durch.  die«e  Sätae  ist  das  Addiren,  Subtrahire«,  MultiplieireB  und  Dividiren 
mit  imaginären  Grössen  entbehrlich.  Was  namentlich  das  Dividiren  anbetrifft^  so 
•rsetat  man  die  Glekhmig: 

oder  die  gleichbedeutende: 

(tf+«)tt(e+AO(c+*). 
durch  die  Congmenz: 

a+Ai=(e+/'i)(o+Ä), 
oder : 

Es  ist  also: 

d.  h.: 
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C)  Anwendung  der  Theorie  der   Congrnenzen  auf  die  Expo- 
nential-  und  die  trigonometriechen  GrOssen. 

Die  Formel  3)  des  yorigen  Abschnittes  gibt,  wenn  man : 

flr  =  coBa;,    /3  =  8in«, 
7^=008  jf,    (f=:sinjf 
setit,  nnd  darunter  die  ans  der  Trigonometrie  bekannten  Qrtesen  irersteht: 

(cosx+i  sinx)  (cosy+t  sinjf)  =  co8  x  cos  jf— sin«  siny-f-i  (sin«  cosy-Hco*'>ii>9fX 
d«  h. : 

1)  (cos  «+•  sin  jt)  (co8y+isinjf)  =  cos(«+y)+isin(«+3f). 
Indem  man  so  fortfahrt,  erhftlt  man: 

(cos  jT+i sin  x) (cos y-t-t sin y) (cos 2 +t sin s)  .  .  .   =cos(«+y+«+  .  •  •) 

4"*"*"(*+y+*+  •  •  •) 
Also  wenn  man  ar=:y=s=:  .  .  .  setzt,  wenn  n.eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

2)  (cos«+t  sinjr)*^C08iix+«8ina;, 

d.  h. : 

„Die   nto   Potenz    des   Binoms   cosx-^tsin«    durch   t*+l    divldirt.,   g^bt 
cosftö+tsinna;  als  Best^* 

Dieser  Satz  tritt  for  den  Ton  Moivre  in  dieser  Theorie  ein. 
Sei  jetzt  wieder: 


X 

e 


=m(i^4)>. 


oder: 


«-..«*.       »* 


3)  •=l+'+rT2  +  iT2:3+  •••• 

also: 

und  somit  nach  Satz  2)  der  Abtheilung  B: 

ß>         «    =*-ir2+i7f:8:i-  •  •  •  +'It  -i:2r8+  •  •  -1 

Andererseits  hat  man: 

6)  coi*==l-5f^+j-^^!g-^-...sto^^  ... 

Diese  Gleichungen  kann  man  auch  als  Definition  der  Functionen  Cosinus  und 
Sinus  benutzen,  und  so  die  der  Trigonometrie  entnommenen  Betrachtungen  ganz 
yermeiden.    Man  hat  also: 

*)  e     =C08jr+tsm«. 

Aus  den  Formeln  2)  und  7)  lassen  sich  alle  Scfalftsse  ziehen,  welche  man  ans 
den  entsprechenden  Gleichungen  in  der  Theorie  der  imagin&ren  GrOssen  zieht. 
Seien  z.  B.  costi«  und  sin  na;  zu  berechnen,  so  ist: 


/-  •  i  -x*         ^  .       W"-!  ..   .  ^(ä — 1)  "  fl— 2  --  ,_ 


also: 


o)  [fi+b%)  =za i— «-  «        *■+  .  .  .  +•(««         * 

1.2.3      "^       *  +  •••)» 


tmd  also  wegen  Formel  2): 
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9)      coBnx-\-t8uinx  =  co8x ^ — ^eonx        8iiiaf»+  .  .  . 

,  .,  «—1  .         n(ii— l)(ii— 2)  n— 3  ...  . 

+  «(llCOS«  8in«^— ^-rs — 5^-s -COBX  8IIlj:»+    .    .  .) 

Hier  können  nach  dem  oben  bewiesenen  Satse  die  von  i  freien  and  die  mit  i 
rndtiplicirten  Glieder  gleich  geeetst  werden,  was  die  bekannten  Formeln  fCür 
cos  na;  nnd  sin  im;  gibt 

D)  Ueber  die  Moduln  der  Binome  von  der  Form  a-\-ßi, 
Offenbar  ist  immer  «n  setsen: 

ii+i9i=  r  (cos  <+•  sin  0- 
Denn  die  Gleichungen: 

a=:rcosf,        ß=rmt 
sind  ja  immer  su  erfOllen,  wenn  man: 

r=:(a«+/J»)*, 
und: 

cosf= — ,    also    sin«  =  — 
r  r 

setat,  wo  r  positiT  sein  solL  Wie  früher  nennen  wir  die  GrOsse  r  Modul  des 
Binom  a+ßi,  i  das  Argument 

Ist  der  Modul  von  a+fli  gleich  NuU,  so  hat  man: 

«•  +  ^•=0,        alsot        ßz:0,  ß=0. 

„Damit  beide  Glieder  des  Binom  <x+/K  verschwinden,  mnss  der  Modul  gleich 
Null  sein,  und  umgekehrt.** 

Seien  r,  r^  die  Moduln  besfig^ch  Ton  a+ßi  und  y-h^h  also: 

r=(«»+^«)*    r'  =  (y«+cf«)* 
so  ist  der  Modul  Yon : 

d.  h.  Ton  der  Summe  besflglich  der  Differena  beider  Binome: 

Mittels  der  Formel  5)  der  Abtheilung  B),  wenn  man  daselbst  —  (f  Ar  cf  setzt, 
erh&lt  man: 

(«y +/8«f)"  <(«•  +ß^)  (y  "+  <f  •), 

d.  h.: 

(ay'k-ßd)*<r^r'*, 

also  ist  der  numerische  Werth  ron  oy-^ßd  immer  kleiner  als  r,  r'.  Die  Module 
von  ti±y'\'(ß  +  d)i  liegen  also  in  den  Grensen: 

(r«-2rr'+r'»)*=  ±  (r-rO, 
und: 

(r>  +2rr'+r'»)*=r+r'. 

I.  „Summe  und  Differenz  zweier  Binome  von  der  Form  tt+ßi  haben  Mo- 
duln, welche  zwischen  der  Summe  und  Differenz  der  Moduln  beider  Binome 
liegen/* 

Zfthlt  man  zu  einer  Summe  noch  ein  Binom  zu  und  fiUirt  so  fort,  so  gibt 
dies  den  Satz: 

n.  „Die  Summe  mehrerer  Binome  hat  einen  Modul,  welcher  kleiner  als  die 
Summe  der  Moduln  ist  Ist  unter  allen  Binomen  eins,  dessen  Modul  r  grösser 
ist  als  die  Summe  der  Moduln  s  aller  ftbrigen,  so  ist  der  Modul  der  Summe  aller 
grosser  als  r— «.** 

Wir  nennen  jetzt  Modul  und  Argument  irgend  einer  ganzen  Function  von 
i  denjenigen  Modul  und  das  Argument,  welche  dem  Best  dieser  Function  nach  i*+l 
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entsprechen.     Dio    eben   bewiesenen  beiden  B&tee   gelten   dann  für  alle  aolcbe 
Functionen. 
Es  war: 

und: 

also  wenn  r,  r'  wieder  die  Modnln  bezüglich  Yon  a-^ßi  nnd  y-j'di  sind,   and  q 
der  Modul  beider,  so  ist: 

r^r^'ss^«,        also:        rr'=:^, 

m.    „Der  Modul  eines  FrodnctB  ist  gleidt  dem  Froduct  der  Moduln.'* 

Auch  kann  man  setsen: 

cos  t-^i  sin  <=e*  , 

Hieraus  folgt  sogleich,  da: 

r.*'.r'e**'.r"«**"=rr'."  .  .  .  «*('+«'+'"+  •  •   ) 
ist,  der  zuletzt  bewiesene  Sata  und  zugleich  der  folgende: 

IV.  „Das  Froduct  mehrerer  ganaen  Functionen  von  •  hat  als  Argument  die 

Summe  ihrer  Argumente.'' 
Auch  hat  man; 

(r«**)»=rV**. 
also: 

V.  „Die  fite  Fotens  einer  ganzen  Fancticm  Ton  i  hat  als  Modul  die  ute  Po- 
tenz des  Moduls  derselben,  und  als  Argument  ihr  nfaches  Argument 

Sei  jetzt: 

x=:a+ßif 
r  der  Modul,  I  das  Argument  dilMes  Binoms,  also: 


Sei  femer: 


und  mögen: 


«=re    , 


f(«)=:Ä^«*+«i*"     V  .  .  .  +Ä^_|*+V 


a^,   «1  •  .  .  a 


die  numerischen  Werthe  der  Coeffidenten: 


tfik«    um     •    •    •     0. 


sein,  so  werden  diese  Grössen  auch  die  Moduln  von  ««»  «i  .  .  .  a    sein,  und  es 
haben  daher  die  einzelnen  Glieder  von  f(x)  zu  Moduln  die  Grössen: 

ji  «— 1 

d«  h«  die  Frodncte  der  Grössen: 

r  r 

mnltiplicirt  mit  r**.    Andererseits  hat  man: 

/•(ay)  =/^(a+^)  =  Ä(cos  r+f  sin  T), 

wo  R  der  Modul  nnd  7  das  Argument  Ton  f{x)  ist.  —  FOr  sehr  grosse  Werthe 
Ton  r  werden  die  Glieder  der  Reihe : 
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«,  'n-l    % 

r  n-l*  V 

r  r 

bis  auf  das  erste  sich  der  Null  nähern.   Es  wird  also  a^  r**  mit  zanehmendem  r 
die  Summe  aller  übrigen  QrOssen: 

jn—  I  11—2 

fiberscfareiten.  Hieraus  folgt  mit  Beang  auf  Sats  II. »  dass  der  Modul  R  von 
f(x)  kleiner  sein  wird  als  die  Summe: 

und  grosser  als  die  Differens: 

also: 

^  •      r       r*  n' 

r 

wenn  r  hinreichend  wachst.  Die  Reihe  in  der  Klammer  n&hert  sich  aber  der 
Grenze  o«,  also: 

VL    „Der  Modul   einer  ganien  Function  von  a+/K  wird  nnendlich  gross, 
gleichzeitig  mH  dem  Modul  von  o-f /H  selbst.*' 

E)  Substitution  der  Wurzeln  der  Congruenzen  an  die  Stelle 
der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen. 

Sei  wieder  gegeben: 

so  gibt  es  entweder  reelle  Werthe  von  »y  welche  die  Gleichung: 

erfüllen  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  kann  die  Anzahl  dieser  Werthe  nicht 
grösser  als  n  sein,  und  sie  ist  wenigstens  1,  wenn  n  ungrade  ist.  Das  erstere 
folgt  daraus,  dass,  wenn  xzza  ein  solcher  Werth  ist,  f(x)  durch  «— «  theilbar 
sein  muss  (siehe  den  Artikel:  „Quadratische  Factoren**},  das  letztere  daraus,  dass 

f(x)  eine  continuirliche  GrOsse  ist,  die  fftr  «=+^  sich  der  Grenze  ir^^**,  und  fttr 

xzz—Q  sich  der  Grenze  — <r^^  n&hert,  wenn  q  wächst,  also  zwischen  +qo  und 
—09  wenigstens  einmal  durch  Null  gegangen  sein  muss.  —  Dagegen  hat  die  Con- 
gruenz : 

immer  Wurzeln,  d.  h.  es  gibt  immer  Werthe: 

4f=a+/Ji, 

welche  sie  eriUllen«  Die  Theorie  der  Wurzeln  solcher  Congmenzen  ei^bt  sich 
dann  aus  den  Sätaen: 

L    „Jede  Congruenz  von  der  Form: 

/(*)E0 

bat  immer  n  Wurzeln,  und  nie  mehr." 

IL    j^^s^^^^i'on  ^'  diwe  Wurzeln  mit  x,  «|  •  .  •  ^i?-,  so  ist  immer: 

^(«)  =  «o(*-*i)C*-«i)  •  •  •  (*-*«)• 

Diese  beiden  Sätze  lassen  sich  ganz  eben  so  beweisen,  wie  dies  in  dem  Artikel: 
„Quadratische  Factoren*'  in  Bezug  auf  die  Form^ : 
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geschehen  ist,  wenn  man  dem  Begriff  der  wenn   man    die  Ausdrücke    gleich    nnd 

Gleichheit  den  der  Congruenz  suhs^ituirt,  Gleichung  mit  congruent  und  Congmenz 

und  i  willkürlich  sein  lässt.     '  vertauscht,  und  als  den  Modul  der  Con- 

Berechnet  man  das  Frodnct  rechts  in  gruenzen  (nicht  zu  verwechseln  mit  dem, 

der  Formel:  was  hier  als  Modul  einer  Fnaction  /*(^) 

f(x)  =  (x'-'X^(x^x,)  .  .  .  (x-x  \       bezeichnet  wurde)  i*+l  annimmt.     Denn 
IK'J-K^       iM        >;  .  •  •  \'    V       wie  bei  der  in  den  Abschnitten   1  bis  9 

wo  man  den  ersten  Coeffidenten  (»0  gleich  gegebenen    Theorie,    werden    die   Ana- 

1  setzt,    so  erhalt  man  links  und  rechts  drücke  a+W  ganz  nach  den  Regeln  de« 

Polynome  nter  Ordnung  von  jr,  und  da  Rechnens,  deren  man   sich  bei   reellen 

X  willkürlich  ist,  müssen  die  Coefficien-  Grössen  bedient,  behandelt 

ten  der  gleichen  Potenzen  von  x  unter  ^er  Satz,  dass  Congruenzen  mit  ein- 

sich  coneruent,  also   ihre  Reste   gleich  ander  addirt,  multiplicirt,  von  einander 

werden.    Es  ist  also:  subtrahirt,   wieder   Congruenzen    geben, 

~     ^      -I.            -L  gestattet,  sie  wie  Gleichungen  zu  beban- 

Äi  =  ayj-t-»^+  .  .  .  +x^,  ^^Yn,  und  die  Beste  der  zwei  Seiten  einer 

n  =— ^n  X  ^x.x  4-  Mt        ar     Cougrueuz ,   wclchc  dann  eine  wirkliche 

«>-     K^i^t-r^t^M-r  •  •  .   -^*„_l*,|  Gleichung  (oder  zwei  Gleichungen)   bil- 
den, werden  gefunden,  wenn  man  i*  mit 
-1  vertauscht. 
Man  hat  somit  jetzt  einen  dentlicben 
n  =4-x.  »    ,    .   .  «  ,  Begriff  von  denjenigen  Ausdrücken  nnd 

*""  *  *  **  Gleichungen,   welche  die  imaginftren  er- 

wodurch    der   bekannte    Satz   über  die   setzen. 

Wurzeln  der  Gleichungen   ersetat  wird.       Unter   fia-^-fli)   versteht  man  immer 
Hat  die  Congruenz:  den  Rest  dieser  Grösse    aach  •*+!  ge- 

f(x)^Q  nommen,  wenn  f  entweder  eine   ganze 

.  /v  y-  Function  von  a-\-ßi,  oder  eine  nach  gan- 

eine Wurzel ,  die  von  i  unabh&ogig  ist,   ^en   Potenzen    fortschreitende    convergi- 
Bo  ist:  rende    Reihe    ist.      SoUte    dagegen    inr 

f(a)=zOf  reelles  a;,  yz:f(x)  keine  ganze  Function 

I  sein,  «o  kann  jie  doch  immer  durch  Auf- 

lösung  einer  Gleichung  q(x,  y)=0  er- 
IIL    „  Alle  Wurseln   der    Congmenz   la^gt  werden,  wo  nur  ganze  Functionen 
f{x)z=0,  die  von  i  unabhängig  sind,  wer-  oder  Potenzreihen   nach   x  vorkommen, 
den  Wurzeln  der  Gleichung;  Es  ist  dann  unter  y^fla+ßi)  die  Wur- 

f(x)zzQ  zel  der  Congruenz: 

sein."  ^(«+/JS  8f)=0 

Da   ferner   der  Ausdruck  t*+l   sich  zu  verstehen,  oder,  was  dasselbe  iat,  die 

nicht  ändert,  wenn  man  i  mit  -^i  ver-  .der  Gleichung: 

tauscht,  so  wird,   falls   auch  die  Coeffi-  aCa-^ßL  w"i=0 

cienten  von  f{x)  %  nicht  enthalten,  jeder  *'^      '^^  ^'      * 

Wurzel  der  Congmenz  f(x)=0  von  der  wenn  man  für  die  Function  <|>  ihren  Reat 

Form    a-^-ßi    eine    andere   a—ßi    ent-  setzt. 

sprechen,  weil  die  letztere  aus  der  erste-  Hierin  ist  der  Satz  enthalten: 

reu  entsteht ,  wenn  man  t  mit  —  i  ver-  „Identifidrt  man  alle  ganzen  Functio- 

tauscht.   Nennt  man  also  zwei  Ausdrücke  pen  von   a-\-ßi  mit  ihren  Resten    nach 

von   der  Form    a+/3i  und  a—ßi  conjn-  »*+l»    «o   hat  man  es  nicht  mehr  mit 

girt,  so  gilt  der  Sats:  Congraenzen,    sondern   mit  Functionen 

IV.    „Wenn  die  CoeMdenten  der  Con-   ?°^?'i,'^"T'l"o*^:.i!l!L"'?  ^V 
gruenz  von  i  unabhängig  .ind,  .o  sind  2UtJa'^»*we^den"*  *^*         "      ***" 

Anzahl  vorhanden,  und  je  zwei  einander 

conjugirt."  f^ _^ 

Ist    f(x)    endlich    eine    transcendente  8f  =  V«  +  /'»« 

Function,  so  gelten  noch  immer  ähnliche  n 

Betrachtungen.  Die  Function  y«  ist  gegeben  durch  die 

Durcb  daa  hier  Gesagte  ist,  wie  ange-  Gleichung: 

zeigt,   also  der  Begriff  des  Imagin&ren  n 

völlig  eliminirt,    alle  Sätze  aber,    und  Jf  —  ^» 

selbst  die  Beweise  derselben  gelten  noch,  also  in  nnserm  Falle  ist  die  Congmenz: 
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fi.     ,g.  Legt   man  die  in   Abschnitt  1  bis  9 

^  -*'■*"/'*  der    Einleitung     abgehandelte    Theorie 

zu  lösen.     Setat  man:  des  Imaginären  zu  Grunde,  so  ist  diese 

a  =  r  cos  tf',    /)  =  rsintf,  Betrachtung  nur  die  Versinnlichung  der 

,                                               *  Thatsache,    dass    die   QrOsse   zz=x-^yi 

so  nat  man :  ^.^    gleichzeitig    mit  x  und  y  ändert, 

»**=:re^'*  ^^  ®^^®  Veränderlichkeit  nach  zwei  Di- 

^    .  '  mensionen  eintreten  kann.  Jedem  Werthe 

oder  auch,  da:  ^^^^  s  entspricht  dann  ein  Punkt  in  der 

cos2i7r  =  l,    sin2s;r  =  0  Ebene  i4. 

Gleiches  gilt,   wenn  man  die  Theorie 
der    Congmenzen    (Abschnitt    11     der 

y^=re^^e''"^  =  re^'^'^^*"^*  Einleitung)     dem     Imaginären     substi- 

*  ~  "~  *  tuirt,   und  ist  dabei  immer  anzunehmen, 

JL  W+^'^)*  dass  jede  Grösse  mit  ihrem   Rest  nach 

-.n  n  i*+l   Tertauscht  wird   (siehe  Ende  des 

^~  *  Abschnittes  11).    Dagegen  sind  bei  Zu- 

Ueberall  aber  kann  statt  des  Congruenz-   grundelegung    der  Theorie  der  geome- 

zeichens  hier  das  Gleichheitszeichen  ste-   irischen    Grössen   (Abschnitt   10)    diese 

hen,  wenn  man,  wie  wir  jetzt  thnn,  statt  geometrischen  Betrachtungen  der  Theorie 

der  Werthe  von  y  und  w"    immer    ihre   nnmittelbar  entnommen,  und  die  Punkte 

Beste  denkt.  °°^   Linien,  welche  dabei  vorkommen, 

stellen  die  geometrischen  Grössen  wirk- 

Analysifl  der  complexen  (rrOssen.       ^^^^  ^<^'- 

1}  Vorbemerkungen.  2)    Allgemeiner    Begriff   einer 

Es  ist  nothwendig.  Ausdrücke  von  der  ^«°?*V'i'l„"**    "*'""'    complexen 

allgemeinen   Form    f{a+ßi)    zu    unter-  varjao^en, 

suchen  und  die  Gesetze  ihrer  Veränder-  Unter  einer  Function  von  s : 

lichkeit,  also  der  Bildung  ihrer  Di fferen-  ti=^(s), 

ziale   und  Integrale  festzustellen.     Kur  ^q. 

indem  man  das  Veränderliche  sich  com-  . 

plex    denkt,    ergeben  sich   die  Gesetze  *      «+y« 

der  Functionenrechnung    in    einfachster  eine  complexe  Grösse  ist,  verstehen  wir 

und  allgemeinster  Weise.  zunächst  eine  Grösse  von  der  Form  p+9*« 

-^.     -,  ,     ,  ^                  ,  ,         ...  wo  p  und  q  reelle  Werthe  sind,  die  sich 

Die  Betrachtangen,    welche   wir  hier  ^^^^  j        J    ^.„^^  q^^^^  gleichzeitig 

anzusteUen  haben,  ersetzen  also  die  Ele-  ^.^  ^  «^^       ^^^^^^     j^  Allgemeinen 

mente  der  höheren  Analysis,    d.  h.  die  wird  also  zu  jedem  Punkte  il  der  Ebene, 

Diflferenzijarechnung,    die     man    früher  ^^^^^^    ^^^^j^  .^  ^^^  ^j^^^  y^^^h  von 

hraptsachhch  nur  auf  reelle  Zahlen  er-  ^  ^^      bestimmt  wird  (wir  driickendies 

streckte;  sie  werden  sich  ferner  auf  Rei-  .^  der  Folge  so  aus,  der  Punkt  A  habe 

henentwicklung  der  Functionen,  Emden-  ^^^  Werth%=a:+yi),    auch  wenigstens 

tigkeit  und  Mehrdeutigkeit  derselben  er-  ^^^  y^^^^  ^^^      ^^^  ^j^  ^^^h  von  q 

strecken  mOssen.  gehören. 

Wir  werden  dabei  das  in  der  Einlei-  Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Fnnc- 

tung  Gegebene  zu  Grunde  legen,  und  in  tionen  kann  dieselbe  für  jedes  x  undy, 

Bezug  auf  die  der  Integralrechnung  ent-  also  für  die  ganze  Ebene   oder  nur  für 

nommenen  Betrachtungen    auf  die  erste  gewisse  Theile    derselben  gegeben  sein. 

Abhandlung  verweisen.  Im   letztem  Falle  sagt  man,  x  sei  be- 

^    ,  ,        .      ,      »7.  1  .*         j      n  schränkt  veränderlich. 

Nachdem  in  der  Eiiüeitung  der  Be-  Mankannannehmen,dass  man  von  jedem 
gnflF  des  Imaginären  in  verschiedener  p^nkt  il,  dem  ein  Werth  der  Function  entr 
Weise  erörtert  ist,  brauchen  wir  keine  .^j^  \^  .^^^^  ^„^^rn  B  auf  wenig- 
bestimmte dieser  Theonen  zu  Grunde  ^\^^^  ^.^^^  «^y  d.  h.  auf  einer  Linie 
zu  legen  Immer  aber  werden  wir  uns  ^^  gelangen  kann,  dass  für  jeden  Punkt 
geometrischer  Veranschaulichungen  der-  derselben  die  Function  continuiriich 
art  bedienen,  dass  wir  m  der  complexen  ^^^^^^  j^^^^  ^^  ^j^  Disconünuitaten 
Grösse  s  =  :r+tft:rre'^*  uns  x  und  y  als  anbetrifft,  so  finden  dieselben  entweder 
rechtwinklige  Coordinaten,  r  als  Radius-  in  ganzen  Flächenstücken ,  oder  in  Li- 
Vector  und  ^  als  Winkel  desselben  mit  nien,  oder  in  Punkten  statt  In  den 
der  Axe  der  x  vorstellen.  beiden  ersten  Fällen  sind  die  Functionen 
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für  diese  Theile  nicht  aU  definirt  tu  be-  fangspunkt  der  Coordinaten,  welche  pa- 

trachten,  die  Variable  ist  also  beechr&nkt  rallel  mit  sich  selbst  bleiben,  nach  Punkt 

yer&nderlich.    Nur  dann  kann  man  auf  a  Terlegt.    Setzt  man  also: 

continoirlichem  Wege  nicht  von    einem  . 

Punkte  A  nach  ß  gelangen,  wenn  swi*  —  <^'r  > 

sehen  beiden  eine  geschlossene  oder  nach  *^    entspricht    dieser   Snbstitntion    eine 

beiden  Seiten  unendliche  Discontinuit&ts-  Verlegung  der  Coordinaten  nach  Punkt 

linie,  bezüglich  ein  Flftchenstfick,  welches  ''*    ^  ■ 

eine    solche    enthält,    vorhanden    sind.  ti=:pe*^* 

Dann  sind  statt  einer  Function  swei  mit  ,  ' 

beschränkt  veränderlicher  Variable  x  an-  ^^^' 

Bunehmen,   deren  Gebiete  von  einander  £  =  a4-oe^* 

geschieden  sind.  *—    tC      » 

Noch  bemerken  wir,  dass  es  awei  Ar-  ^^  i^^' 
ten  von  Discontinuitätslinien  gibt.    Die  ^./        \     •/ 

ünstetigkeit  findet  entweder  von  Punkt  ^*     -(*-«)+» Üf-Ä), 

zu  Funkt  der  Linie,  also  auf  derselben  also: 

statt,  oder  beim  Ueberschreiten  der  Li-  p«  — f^— a)»+fv— W 

nie,  auf  beiden  Seiten,  wenn  man  von  V      v        J      yjß      J  ^ 

einem   Funkt  A  auf  einer  Seite  dersel-  d.  h.  ^  stellt  die  Entfernung  des  Punk- 

ben  zu  einem  benachbarten  auf  der  an-  tes  s  vom  Funkte  a  vor.    Alle  Punkte, 

dem  gelangt,  wahrend  die  Function  auf  welche  gleiches  ff  haben,   liegen  alao  in 

der  Linie  selbst  stetig  ist.  einer  Kreisperipherie,  deren  Mittelpunkt 

Wir  reihen  hieran  einige  Betrachtun-  a  und  deren  Radius  q  ist. 

gen,  welche  sich   auf  die  geometrische       «.  -c«'    j      *•    ^    ^;i^«i*.^««*:»« 

B«deatnng  gewisser  andytisdien  Oper«-  ^  ^j  Eindeutige  und  mehrdeutige 

tionen  b^iehen.  ^  Functionen. 

Allen  reellen  Werthen  von  x,  wo  also  Von  jedem  Funkte  a  kann  man  an 
y=0  ist,  entsprechen  die  Punkte  der  einem  andern  Funkte  h  auf  unendlich 
Abscissenaxe,  den  positiven  die  eine,  den  vielen  Wegen  in  continuirlicher  Weiae 
negativen  die  andere  Seite  derselben,  gelangen,  und  jedem  Funkte  eines  die- 
allen  rein  imaginären  Werthen,  wo«r:0  ser  Wege  wird  im  AUgemeinen  ein  an- 
ist, die  Ordinatenaxe.  Für  »  =  0,  also  derer  Werth  von  f{%)  entsprechen.  lat 
jr=:tf=0«  hat  man  den  Anüangspuakt  die  Function  eindeutig,  so  wird  man 
der  Coordinaten.  schliesslich  in  Funkt  h  immer  wieder  an 

Setzt  man:  demselben    Werthe    gelangen,    welches 

.^    ^.t  auch  der  eingeschlagene  Weg  sei,  da  fttr 

*'*'y*~*'*    »  jeden  Funkt  die  Function  ja  nur  einen 

so    entsprechen    alle    Werthe,    welche  Werth  hat. 

gleiches:  Bei    eindeutigen  Fnnetionen  kommen 

rziy(x*'\-y^\  also  nur  die  Discontinuitäten  in  Betracht. 

%       1  .  1.  «  j.      TT  -*        u  V        tt  Discontinuitätslinien  kommen  bei  der  in 

alsogleicheBadien-Vectoren  haben  oflfen-  J^»    Elementen    betrachteten  Function 
bar  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen  ^^^  ^^^^„  ^j^  ^„^  tuvS^st 

Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coor-  Digcoitinuitätspunkte   zu    beschrän- 

dmaten,  und  wo  r  der  Badms  ist.    Alle  Dieselben  theilen  wir  in  zwei  Gat- 

Werthe  s,  deren  Modul  e  kleiner  als  r       »  ^^^^^^  solche  Funkte  um- 

ist,  entsprechen  Funkten  innerhalb  die-  J^„^„  ^^u     i^    deren   Umgebung   die 

ses  Kreises,  alle  Werthe,  wo  ^  grosser  '^^^^^l"" ^,^^^,  „nendlich  bleibt\^  Ein 

ist,  Funkten  ausserhalb  desselben.    Setzt  ^^^^^^^  p^^^^  .^^  ^  ß    f^,  ^.^  Function 
man:  ^ 

zzza-^-Uy  tga?  der  Funkt  «=o  ^    ^  "'**°  >ia™er 

wo  a  eine  oomplexe  Constante  hat: 

sein  soll,  so  ist :  tg  (-  +  vU  — ^ {  =  -  cotv, 

Punkt  ff  hat  also  die  Coordinaten : 

Es    sind  dies  die  Coordinaten,  welche  tgf-  +  v|  = -- 

man  für  %  erhält,  wenn  man  den  An-  ^\2        /         v' 


sm 

cosQ  +  k) 
also  für  unendlich  kleines  vi 


M  Hi  non  y  reell  oder  inughiKr.    Die  ist  Stotf  ii«g»tiv,  und  wie  leicht  »a 

DiicoatinnitUipunkta  anMr  GUtnog  ha-  when: 

bea   «lio    die    Biereiucbkft,    du*   wbdd  //„j.„j.«.-i tt^m 

1  WO    P   und  Q   beliebige   reelle  Zkhleii 

FnoGtion  j-r-    für   «=0    verachwiDdet  lind,    die    auch  nnendllch    gros«    Min 

und  eoniiniiirlicb  bleibt.  köanen. 

DiBContimiitiUFnDkte   tweiter  Oattnog  C)   q  ist  ein  nngradea  Vielfache«  von 

nennen  wir  diejenigen,    in  deren  Vmge-  ^      . 

gend  die  Function  wenigateni  nicht  im-  2' 

mer   unendlicb    wird.    Dergleichen  »ind  coBa=:0,  Binf::  +  1; 

L  dann    ist    f(a+y  +  9iii    eben&lla    gleich 

fllr    die   Function   e'    dar   Punkt  x  =  0,  '*+^' 

dafllr   einen  poiitiren  Zuwachs  Yon  «  .   Die  Duconhnu.ttt  «t  al.o  detwt,  da« 

I                                                  ,  in  der  MUie  dei  Punkte«  a  die  Function 

—                                                -  nlle  Werthe  annimmt.     Ei   wird   ipfttM 

e''  ^a>,  für  einen  negativen  e"  =0    ist.  gSEeigt  werden,   du«  in  der  Nlh«  einM 

Man  kann  auch  eine  eindeutige  Function  DiscontinurtAtapnnktee    (weiter    Gattung 

finden,  welche  in  einem  beliebigen  Funkte  eine  eindeutige  Function  wenigeteni  ein« 

0  von  einem  gegebenen  Werthe  a  nach  mal  nnendllch  gro«  werden  mng«. 
einem  «LdemittberBpringt.    Eine.olch.  ^„   „„„   ^^  mehrdeutigen   Fnnclio- 
ist  ■.  ts..  ^g^  anbetriOt,  bo  kann  man  in  derThat 

I  auf  iwei  Wogen  mit  verschiedenen  Wor- 

x—a  then  der  Function   von  a  nach  b  gelan* 

f(x)  =  a+(p—a)a'~*         .  gen.    Die  Function   möge  in  einem  be- 

1  i      _^.:>,-.  „-^A  -»»njr  i,  1.1  ■           i.  .  Sebigen  Punkte  (  die  Werthe  f,  (i)  tud 
Iit  V  positiv  und  unendlich  klein,  10  hat,,?..  „-..     _>i„i'j.     j. 
man  offenbar:  '''*'   haben,    so   lat  ea   möglich,    das«, 

wenn  man  von  Punkt  a  nach  b  auf  zwei 

f(a  +  r)  =  a,    f(«—y)  =  b.  verschiedenen   Wegen    fortachreitet    und 

Mit  diesem  Sprunge  Ist  jedoch  die  Dis-  beideMale  mit  demaelbenWerthe  Ton/((t) 

continniAt    der     beieichneten    Function  beginnt,   man  auf  dem  dnen  lur  Fnno 

nicbt  erechOpft.  Sei  der  Zuwachs  =>■+»»,  tion  ^,(i},  snf  dem  andsm  cu  /■,{*)  go- 

wo  ynnd  »  anendlich  klein  nnd  >  auch  ^»^P-     ^    *■    B-    fff*'»«''    f(.*)  =  Y*< 

positiv  sein  soll;  dann  bat  man:  ''»e  Function,  welche   fUr  jeden  Werth 

„  .  von  s  iwei  en^fegsngeietxte  Werthe  hat, 

..       — .  Beginnen    wir   mit    einem    Punkte    der 

8*'"'"**=«*'  "'"*'=:S{coso— ieino)  Alwcissenaxe,   der  den  reellen  Werth  « 

„         ,                ,,.  ,                        ,  .  '  hat,   und   geben   wir  der   Function   Ar 

wo  S  und  0  unendlich  grosse  potiuve  .^^   ^^^  V>"tiven   Wurzelwerth.     Sei 

QrOuensmd.     Dagegen  »t:  J=-«,  also  ebenfalla  reell.    Ziehen  wir 

1             — f— *i  jelat  vom  Anfangepunkte  0  aus  (Fig.  62) 

.-'+"=.'■+»'■=0.  Kij.ra. 

Man  hat  also  immer: 

n—y+9i)=b. 

Was  den  Änsdmck  f(a+y  +  Si)  anbe- 
trifft, BO  sind  folgende  F&Ue  in  unter- 
scheiden : 

A)  Das  unendlich  grosse  positive, 
aoust  beliebige  q  ist  kein  ungrades  Viel- 
faches von  5-  nnd  liegt  im  ersten,  vier- 
ten, fBnften,  aditen  n.  s.  w.  Quadranten. 
Dann  ist  S  cos  ^  positiv  nnendUch,  und : 

™       .      Z^.""*"""'"'^'"^.'  „    ^  mit  Badius  Oa  einen  Kreis,    und  geben 

B)  f  ist  kein  ungrades  Vielfache«  von  einmal  anf   dem  Wege ,    der  durch  den 
5,  Hegt  aber  im  rweiteu,  dritten,  sechs-  Halbkreis  ac*  beselchnet  "Ird,  dann  auf 

2  dem  Wege  adb  von   a  nach  6  ober.  — 
ten,  nennten  n. «.  w.  Quadranten.    Dann  Es   iBt   für    irgend    einen  Funkt  dieser 
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T>.,ri»k..^.  ---7'  in»  j»™  .».«^  MinebiMn»,  die  Weg«  wkfceM  nnr  lUMDd- 
P«npheria  ,  =  «<■'  .  Auf  dem  miern  Ij^-^;;;;^  ,„„  ai^der  «b  ;  femer  sei 
Wcgo   ßchl  msn   von  ./.    0,   welcher   a       j  dem  nniM  UmfanEe   acdb  and  in- 

f  j  1  ^n  t^'  oerhilb  dei  tob  ihm  beKreusleii  Kbeoen- 

anl  dem  andcTD  vod  y=0  hi»  a  =  — n.   .,.„l„    .-^  !.•„_„■„„    *v  \    „„„,-„    ■  i-  i, 

E.  I..  1.0  «X  d.,  ^.n  w.,:,    :»='s  £,rSb"d/.äLT.ta°™£: 

■tji^-d     n.t  facher  Pnokl,   ta   dam    bIbo     för    jeden 

'       •  "*  *'  fntdit  aaf  dieiem  UmfaDg  und  innertuklb 

und  anf  dem  laUtern:  desielben   diu  beiden  Wenbe  /"^  («)  und 

I — ^ — .  f,  (»)   um  eine  endlicha  QrOgse  vod  fun- 

}/b=.\  at    "',  ander  rerichieden  sind. 

d.  h.  bwOgUcb:  Fängl  man  nun  in  a  mit  dem  WerÄe 

ft  —  f^  (i)  an  Dnd  vsriolgt  den  IVeg   oc», 
^  j  10  kann  lich  w  nnr  continairlieh  Kadern, 

Vi-V««'    — iVfl  "''*'    '"  jedem  Ponkte  det  W«K«a,   b.  B. 

r«     r>*      -   r  >  !„  ^  oderS,  mit  einem  der  beiden  'Werths 

■™=  von  /■(•)  anlarKcn,  den  wir  ebenlalla  mit 

n.  /iW,   Ai  (f)    beieichoen.    —     Verfolgt 

~  r  *  man  mit  demselben  Anfaogtwertlie   'Weg 

V(  =  V<*B  =~\ya.  adb,  ID  wird  lie,  da  auch  hier   und   «n/ 

Uan  hat  also  in  der  That  anf  jedem  dem  Uabergangc  »on  aeb  nAch  adA  Coo- 
Woge  einen  anderen  Werth  tob  fi  er-  tinniut  herrscht,  rn  keinem  Fankt«  alneD 
)lllt«n,  Werth  annehmen  kOnnen,   der  Ton   den 

El  fragt  eich,  nntar  welchen  Bedin-  «ine»  benaohharlen  Punkte«  dea  'W«ge* 
gongen  eine  solche  Ahhineigkeit  de»  «e*  »«n  «'"e  endliche  OrCsae  verscbiedeB 
Werthea  einer  Fnnction  Tom  iniiiekgs-  »'-  '■'  b'bo  d  Dnendllch  nabe  dem  Pankt« 
legten  Werthe  eintreCeB  kann.  e,   bo  wird   liier  die  Fnnctiatt    nur    den 

El  Bind  hier  gewisse  Punkte  der  Ebene  Werth  ^,  (d),  nicht  ^,  (if)  annehmen  kfln- 
ini  Auge  zn  lagsen,  welche  wir  mehr-  nen,  da  leBterer  Werth  nm  eine  endliche 
fache  Punkte  (doppelte,  dreifache,  nfache  QrOsae  von  /',  (J)  und  also  anch  Ton 
U.  s.  w.)  nennen.  E«  haben  dieiolben  f,  CO  abweicht.  Gleichea  gilt  won  je- 
die  Eigenschaft,  da«a  für  sie  n  Werthe  ^^'^  Punkte  der  Linie  adb,  es  wird  nlao 
der  beirachtelen  Function  gleich  werden,  anf  diesem  Wege  in  Pnnkt  t,  die  Fnnc 
Für  den  Anadmck  V»  t.  B.  ist  also  der  ''"n  ebenfslU  den  Werth  f^  (fi)  «rhalten. 
Anfangsponki  der  Coordinaten,  i  =  0,  ein  S""  '■^"  •'»»■'  ""i  "onn  acA  eine  an- 
Doppelpunkt,  denn  fBr  ihn  wird:  ^""i  beliebige  Linie   iwischen    a    und   A 

-^  ist,   die  auf  gleicher  Seite  mit  acb    und 

+  r*-     r*-  adb  liegt,   auch  den  gansen  Banm,  bel- 

eben so  hat  die  Function  Vi  in  t=0  J;^c^\Ze''ä^meTe"en,'";rä  ^S' 
einen  nfachen  Punkt,  da  l^ier  alle  Wnr-  die  alle  wie  «c'4  dnroh  a  nnd  &  «h«' 
Min  eieander  gleich  und  gleich  Hnll  wer-         ,,,,,.  „  «wnen. 

den.  Die  Pnnction  Vfi'-a')  hat  iwei  ,.  Anf  «llen  diesen  Wegen,  nad  BclUie««- 
Doppelpnnkte,welehei-+aundi=-a  l"*  '■}'°  !""*,  "f  Weg  «4.  wird  die 
entsprechen.  Fnnction   in    b    denselben   Werth    /,  (t) 

Wir   nntersnchen  jetit  den  Gang  der   erhalten,   wenn   man   Oberall   in     «    ^ait 
Fouction  f(i),   welche   Tür  jeden  Pnnkt  fi  («)  Depnnt,  nnd  in  und  anf  den»  g«»- 
etwa  «woi  Werthe   fM)  und  f.U)  an-   Jf»    Unif''nBe    adbea    kein     mehrfacher 
'    '  '^  Pankt  sich   befindet,  anch  die  Fnnction 

Fig.  G3.  nicht  dlieonlinairtich  wird. 

Aehnliche«  gilt  fttr  alle  Wege,  die 
iwischen  oß  und  aäb  liegen,  wann  n/S 
auf  der  andern  Seile   von   adb   und   ac6 

„Damit  anf  iwei  Wegen  atb   und   a/l 

die   Fnnction  lu   demseltien   Werth«     in 

b  fahrt,  wenn  man  mit  demselben  Werthe 

von   a  ansgegangen   ist,   reicht    es    hin 

dass   in  dem   ganien  von  tbfa  begren«! 

nehmen  kann  auf  cwei  Wegen,  aeb  and   ten    Baome    nnd    auf    der  Begrenxnnit 

adb,  welche  beide  von  a  nach  b  führen   selbst   kein   mehrfacher  Pnnkt   nad     die 

(Fig.  63>    Wir  wollen  dabei  tan&chst  Function  continniilich  ni." 
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Wenn   man  in  diesem  Falle  Weg  aß  Kahl  von  Werthen,  also  n,  so  wird  man, 

rückwärts,    also  von  b  nach   n  znrflck-  wenn  man  anf  einer  geschlossenen  Curve 

legt ,   so    wird  man  von  dem  Functions-  einen  mehrfachen  Punkt  eine  gewisse  An- 

werthe  f^Qi)  zu  /|  (a)  gelangen.    Also:  sahl  von  Malen  umkreist,  zuletzt  immer 

„Wenn    man   von  a   ausgeht  und  die  ^^^  denselben  Werth  von  f(x)  zurück« 

ganze  geschlossene  Curve  aebfa  zurück-  kommen." 

legt,  so  muss,  falls  man  mit  einem  an-  ggien  z,  ß.  f.  («),   f,  ix)  .  ,  .  fix) 

deren  Werthe,  f,{a\  als  dem,  mit  wel-  it\  n  i%\  J          /«v  / 

chem  man  in  rt  begonnen  hat,  ^1  (a),  nach  die  Werthe  von  f{x),  nnd  mögen  von 

a   zurückgelangt,   von  dieser  Curve  ein  denselben  ^^  («),  /•,(»),  /*,(*)  für  j:=a 

mehrfacher  oder  ein  Discontinuifatspunkt  gleich  werden,  so  kann  man  bei  einma- 

enthalten  sein.«  ^»ßö«»  Umkreisen   von   f^{a)    zu  t\{a), 

Was  zunächst  die  DiscontinuitatsJ)unkte  ^ei  zweimaligem  von  /",  (a)  zu  f^  (a)  ge- 
erster  Gattung  anbetrifft,  so  kann  man  langen.  Aber  keiner  der  Werthe  f^i«) 
fdr  dieselben  statt  der  Function  f{x)  in  •  •  •  /"„W  kann  beim  weiteren  Um  krei- 
der Nähe  eines  solchen  Punktes -ji^  be-  «?«  ^««   ^J^^^^«   «  V"^  einstellen ,   da 

f  \x)  diese  Werthe  in  a  einen  endlichen  Un- 

trachten,  und  da  hier  die  Function  con-   terschied    von    f^  (a) ,  f^  (n) ,   f^  (a)   har 

tinnirlich  ist,  nnd  jedem  Werthe  von  ^(x)   ben.      Es   muss    also  f^{a)    bei    aber- 

,  .  1         ^     .  .  ^  maligem  Zurücklegen    der  geschlossenen 

em  solcher  von  ^entspncht,  so  muss,   ^^^^    ^^    ^j„^^    ^^^    ^^^^^e   A  («). 

falls   ein  solcher  Wechsel   des  Werthes  ft  («)»  A  (o'^  zurückführen.    Es  kann  dies 

eintreten  soll,  die  letztere  Function  einen  aber  nur   der  anfängliche  Werih  f^  («) 

mehr&chen  Pankt  haben.    Der  Discon-  »ein;    denn   führte   das    Umkreisen  des 

tinnitätspunkt    ist  in   diesem   Falle   zu-  Punktes  a  mit  dem  Anfangswerthe  f^  (et) 

gleich  mehrfacher  Punkt  «n   /"»(«)»    »<>   würde  die  umgekehrt  ge- 

Die   Betrachtung  der  Discontinuitats-  richtete  Umkreisung  von  ^  (a)  zu  ^  («) 

punkte  zweiter  Gattung   wollen  wir  hier  fuhren.    Nach   der  Annahme   aber  führt 

nicht  weiter  verfolgen.    Man  kann  also  «ue  solche  zn  f,  (a),  da  die  anfängliche 

jetzt  sagen,  dass  ein  Werthwechsel  üUr  von  ft{a)  zn  /',(«)  führt    Also: 

beim  Umkreisen  eines  mehrfachen  Punk-  ^fi^im  nmaligenUmkreisen  eines  nfachen 

tes  eintreten  kann.    Ein  solcher  Wechsel  Punktes    kann  die  Function  nur  n  ver- 

ist    jedoch    nicht   nothwendig,    sondern  gchiedene  Werthe  annehmen,  und  mnss 

nur  möghch.    Die  Function  y*  hat  für  ^i^nn    auf  den    ersten    wieder    zurück- 

x=0   einen  solchen.   —  Der  Ausdruck  kommen.'* 

a^zzze^  ^^  ist  ein  mehrdeutiger,  dalga  Z.  B.  die  Function: 

unendlich  viel  Werthe   hat    Alle   diese  n 

Werthe  werden  gleich,  wenn  x  eine  ganze  «  =  Vs 

Zahl    ist;    es    sind  die    entsprechenden  ,          #    u      t»   "-i.    ü»         /\     -o 

Punkte  also  mehrfache.    Aber  setzt  man  ^**  «inen  nfachen  Punkt  für  «=0.    Bc- 

f,  z  schreibt  man  um  diesen  einen  Kreis,  d.  n. 

für  X  den  Werih  n-^re^   ,    wo    n   eine  «4        ,   .                     ^ 

ganze  Zahl  ist,  so  wird:  setzt  man  2  =  re'     und  lässt  f  von  0 

bis  2n.T  wachsen  (siehe  den  vorigen  Ab- 

«_  n  r6^'*lga  schnitt),  so  erhält  man  für: 

^  .  *""^.  .^A        o     ^'=0,  y=2;r,  y=4;r  .  .  .  7  (2H-2)ff, 

und  wenn  man  für  y  erst  0,  dann  2«  ^  ^  ^  _^ 

setzt,    erhält  man    beidemal   denselben  tp  —  lnn 

Werth,   so    dass   hier  beim  Umkreisen  bezüglich: 

keine Werthverschiedenheit  eintritt.  Glei-  .  \    ini  1    hni 

ches  ist  offenbar  auch  bei :  -  -  —  -   — 

y(l-Bin»«)  =  4:cos:r  «=»•*•,   uzzr^  e  **  ,  «=r~  c  "    .  .  . 

der  Fall.  1   ^('»^O^  L 

Man  kann  sonach  immer  von  Räumen  urir**  «       **  •«— r** 

sprechen,     in    welchen    eine    gegebene  >      —     » 

Function  eindeutig  ist,  nämlich  in  sol-  und  in  der  That  ist  nach  nfachem  Um- 

chen,  worin  sich  kein  mehrfajcher  Punkt  kreisen  des  Anfangspunktes  der  Coordi- 

befindet.     In  diesen  Räumen  sind   alle  naten  die  Function  zu  ihrem  anfänglichen 

Werthe    von   f(x)  völlig   von  einander  Werthe    zurückgekehrt.     Indess  braucht 

getrennt.  nicht  das  Umkreisen  jedes  nfachen  Pnnk- 

y,Hat  eine  Function  eine  endliche  An-  tes  wirklich  alle  n  Werthe  in  einem  Qf> 


dna  in  geben.    Hi  kuin«. B.Bein,  du«,  -    Fig.  65. 

wenn  fUr   x~a  die  Fnnction  f(»)  aiiien 

vierfacben   Funkt   hui,    ein   zwcimnligo« 

UmkreiBcn,  wfnu  mnii  mit /*,  (z)  beginnt, 

luent   Bur  f,  (x)   und    dann    wiedei'  auf 

f,  (x)    zurück  rührt.     Beginnt   man  dag»- 

B.1.   Uli   f,(.),   .0   kiin  n.i  >■  f.  (,) 

und    dann   la   f,  (x)   gcUngen.     Immer 

«her  müMen   im    Ictitern  Falle  die  ver- 

acbiedenaa    Cjclen    aui'li    von    einander 

verichiedeae  Werthe  ergeben.  MC^Ucber- 

wdse  kann  ein  Cjclua  am  einem  Werthe    aguluint.     Möge   man   in    a   mit  einem 

belieben.  der  beiden  Wnrielwenhe  f,  Qe)  bepnnen. 

„Das    eben  Oeaagte   gilt    aber    dann   li(  in  g- 
nicht  nebr,  wenn  man  auf  zwei  Wegen  - 

von  a  nach  i,  oder  anf  einem  geschloiae-  x  =  a4~*''     > 

nen  Wege  von  a  nach  a  geht,   wenn  in   ^^  r  der  Badfni  dei  Kreiie»  oin  a  («t, 
dieser  Begreniung  mehr  als  ein  mehr-   ,g  j,j  Jq  j^, 
facber  Punkt  enthalten  iat."  ,     ... 

Wie  in  dieiem  Falle  rn  verfahren  iit,  »■=„  +r«^''+"'*, 

Migen  aber  »ehr  leicht  folgende  Betrach-  ___„  „_„  _„,  -„^^    ..  „,  ^  j____ 
tUD^n.      Ea    mögen     innerhalb   otem«   ''*«"'  '"•"  ""^  WegjÄ  geht,  dagegen: 

Kg.  64. 


:r*''' 


iwei  mohr/acho  Punkte  n   und  ß  liegen.  2  j           —  —  i 

Wir  umgeben  n   und  ß  cinieln  mit  den  ^*    _■    ^     ^    __| 

geBchloaaenen  Carven  acbha   und  hdegt,  ~                 ~ 

die   lieh   In  b  hertkhren.     Ek  wird  dann  "'■ 

Weg  acbde   dasselbe  Reaulut   al»  Weg  ftis)=^—fiis)' 

ake,  nnd  akhgt  daaeelbo  als  a»t  geben, 

denn  in  den  von  je  awcicn  dieser  Wege  Ebenio   fahren  die  Wege  *m  nnd  am 

gebildeten    geschlossenen    Cnrven     sind  «n    veraobiedenen    Werthex     »«i    /■(•> 

mchrfaohe  Punkte  nicht  enthalten.     Man  Man   hat  also  anf  Strecke  agihtm»  im- 

kann  also  diese  Betraditang  auf  die  der-  mw    ^"^    Werth     /,(i),     dagegen   anf 

ienigen  Cnrven,  welche   die  mehrfachen  Slrecke  ogvhnAt  in  k  den  Werth  /,(*), 

Fnnkte   einzeln    nmgeben,  inrückführen,  in  s  denselben,  in  i  dann  —^,(z]=/',(s), 

Jedoch  ist  nicht  nOthig,    dass  sich  diese  denn   da  Weg  not  Ton  ^,  (i)   an  /',(iri 

Cnrven  berabren.     Es  sei  i.  B.;  fflhrt,  mne*  dieser  Weg  auch  von  /'i(>) 

,-  .  nach  f.  (w)  fUrea,  man  langt  alao  ia  e 

t-a)^x-ß);  ebenfiiUa   mit  /.(r)   an.     D.    h.:   Z<ni 

x=a  nnd  *  =  S   sind  hier   in   der  That  Wege,   welche   die    Doppelpunkt«  a  =  « 

Doppelpunkte.     Umgebe    man  (Fig.  65)  «n^  *=/*  nmfaaaen,   ak*  nnd  mm  M- 

„  nnd  ß  mit  kleinen  Kreisen,   die  inner-  ■*"     '»    a   zn    demselben    Werthe  Ton 

halb  aktm  liegen;   g,   \   sind   beliebige  ^(a:)  =  y(z— d)(x-~^).     Alao  wenn  man 

Fnnkte   der  Peripherie   dei   einen,   s,  i  von  a   aus   eine  in  eich  znrfickkehreDde 

des  andern  Erelaes,  gdk,  gvh,   lui,  noi  Curve  doidischreitet,  welche  beide  Funkle 

find  Balbkreite,      Wir  verbinden  durch  nmfaait,  so    kehrt    man   in   demselben 

beliebige,  a.  B.  grade  Linien  diePnnkCe  Werthe  zurtiek,  von  welchem  man  an»- 

m,  g  ^  h,  *  —  i,  e.     Et  führt  dann  gegangen  ist. 

Weg  «ia    M    demselben    Werthe    ala  Ana    dem  Umkreisen    von    B&ameoi 

mgAmie,    nnd  am*  an  demielben    alt  welche  je  einen  mehcbchen  Punkt  eat- 


hallen,   kann   nttD   lieh   also  die  Mebr-  tsu,  wo  etwa  n  Wetthe  Ton  f(x)  gleidi 

deuUgkeit  der  Fanetion  gewiBieriD nassen  werden,  denke  man  aich  ilie  Blatter  h- 

entBleheud   denken.     Da   ea  Functionen  sammenli Engend.     Dieeer  ZneammeDhaDg 

gibt,   die  unendlich  vieldeutig  sind,  wie  kann  aber  ein  Torschiedener  sein.     Geht 

i.  B.  Ig(i),  BO  branehen  niese  beim  Dm-  nach   einmaligem   Umkreisen   des  mehr- 

kreiion    eineg    mehrfachen  Punktes   nie  fachen   Punklei   /',  (x)   wieder   in  f^  (x), 

wieder   auf  den   iilien  Wenh  zurüekfdh-  /',  (z)   in  /,  (x)  u.  s.  w.  Aber,    wie  dies 

ren.     In   der  That   findet  für  die  Func-  .    .     *    „.  ,     ~  :,      r.  i. 

Hon  lg(.)  im  Anfangspunkt  derCoordi-  ^"'  "      ""Lf^V,:  ' üJ^'l'^^.'^^ 

naten    ein  unendlichfadier    Punkt   statt.  '"    ™."      r'"  "'"    f^^  ^'f"*'  """^  "^ 

Eb  ist  nftmlich  swar  lgO  =  oo,  aber:  f"     l"  e'"»»""  liegend  und  ohne  wei- 

.  teren  ZuauaineDbang  ala   m   dem  frag» 

_1_  _         1  liehen    Punkte    vorstellen.      Geht    aber 

Ig»-ix+l.ni'  a.   B.   /,(,)  in  /■.'-),  U')   i-   f.i') 

wo  IM  ein  beliehiger  Werth  des  Loga-  ""^  A  (^)  in  f,M  über,  «o  denke  m^ 

ritbmut  ist,  und  alle  diese  Werihe  wer-  ^'^^   "?   i^'«!,«™  ^n^^"  'i'«  ^»«"f  "»^ 

den    unter  einander  und  der  Hnll  gleich  *"  ,"'""    Sf^rauhe   über  einander   gt- 

Tür  x~0  wunden,  so  daBB  eine  Umkreiaung,  d.  h. 

Ziehen'  wir   einen  Kreis  nm  den  An-  i'"    ZirücWegang    einer   Bohraubenwin- 

fangspnnkt  der  Coordinaten  mit  Eadioi  ^""S  '"Hl-  !"""  "'.'  '*?'"•  ^"' 

r,  and  beginnen  in  Punkt  a  dieses  Krei-  ?*®"«"  Windung  vom  iweiten  ine  dritte 

„i  lohrt;    um  vom  dritten  wieder  ms  erste 

sesmit  dem  Werthe  a  =  Tt"  ,  nnd  mit^  m   gelangen,  rouag    man   sich   dann  die 

lgR=lgr+vi,  Windung  allerdings  durch  die  einzelnen 

„^  ,._..-  i~_  j.   _.ii.  r  ™.^.i,™..=  Aic  Blätter  mrück   in  sich  selbst  Kurücklan- 

»"«  ^'  <*"  "»•1'"  I'<>g»tHhm'.s  die.  f    j  ^  ^         .    ji     ^j     (Fig.66)  tia- 

•er  Grösse  zu  verstehen  ist    Kaeh  t  ma-  '  \    e  »~v  "- 

ligem  Umkreisen  hat  man  dann : 


,,{/  +  ■"")' 


Fig.e 


lgn  =  r  +  iC./  +  ?,n). 
d.  b.  bei  jeder  Umkreiaung  veimciirt 
■ich  lg(z)  um  2ii  und  ao  ins  Unendliche 
fort;  bei  der  Umkreisung  in  einer  der 
anftngliaben  entgegengesetzten  Kichlnng 
wBrde  yermindernng  nm  2n*  eintreten. 

Wir  können  hier  eine  Veranschau- 
lichnng  nicht  Qbei^hen,  mit  welcher 
UiemanndiellehrdeatigkeitderFunctionen 

nnd  die  hier  gegebenen  Verhilltnisse  des  gefähr  in  der  von  a  nach  a  znrflckfüh- 

Uebergangs   ihrer  verschiedenen  Werthe  renden  Schraube    angedeutet    iat.      Ein 

in  einander  auch  räumlich  dargestellt  hat.  solcher    mehrfacher    Punkt    heisst   dann 

(Vergleiche:   Qmndlagen   fUr  eine  allge-  Windungs-  oder  Venweignngapunkt,  und 

meine    Theorie     der     Functionen     von  kann   ein  doppelter,    dreifacher  n.  s.  w; 

0.  Biemann.)  sein.     FQhrt  also  i.  B.  beim  Umkreisen 

Man  denke  eich  statt  einer  Ebene  meh-  de«  Pnnktes  <■   die   erste  Windung   von 

rere  über  einander  gelegte  Blätter,  nnd  /,(»)    m   fylje),   von  /",(■)   an   f,{x), 

«war  soviel  als  die  Function  Werthe  hat.  von  f^  (z)  za  f.  (x)  nnd  gleichMitig  von 

Jedem  Werthe    der  Variablen   1  =  «+«  f^{x)  au  /■,(*)  und  von  ?,(i)  «?»(*), 

wird  dann   auf  jedem  dieser  BUtter  ein  so   ist   a  ein  mnSkchei  Fnnkt,  znglekii 

Ponkt  nnd  diesem  ein  Werth  der  Fnno-  aber  ein   dreifacher   nnd   ein  zweifacher 

tion   ({k)   entsprechen.     Alle  di^enigen  Windungspnnkt,   nlmlich   fUr  ^i,  ^,,  /, 

Werthe  von /'(x),  welche,  einzelne  Pnnkle  ein   dreifadier,  und   Iflr    f^  tind   f^  ein 

■asgenoinmen,  continuirlich  aua  einander  doppelter.  Windnngspnnkte  können  offen- 

«ntstehen,   denkt   nun   aich  als  rn  dem  bar   anch  DiMontinnit&ta-Pnnkte    zwet- 

eisten  Blatte  gehörig,  die  anderen  /',  (»)  ter  Qattnng  sein.     Nur  wenn  eine  Funo- 

au   dem    zweiten    u.  s.  w.      Somit    bat  tion  unendlich  viel  Werthe  hat,  und  zn- 

jeder  Werth   von   f{x)   seinen  ganz  he-  gleich    jede    Umkreisung    einen    nenen 

stimmten   Fiats,    nnd  es    ist   somit  die  Werth  gibt,  vria  dies  a.  B,  bei  lg(z)  in 

Uehidentigkeit  im  Allgemeinen  gewisser-  Punkt  x  =  Ostatlflndet,  ist  eiueSdiniabe 

masstn  aufgehoben.    Hnr  in  den  Ptmk-  mit  nneodlich  vielen  Windungen  sa  denr- 
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n,  deren  jede  einem  Werthe  von  fix)        1     ^/1\ 

tspricht.  y  =  --  r(y  j.  80    Jst  für  x=ao  :   y  =  0, 

Eb   Itat   sich    nnn    iür  jeden   Punkt  ^Uo  nur  ein  Punkt  vorhanden.    Es  hat 
eines  der  Blatter  der  Gang  der  Function  /^  \ 

in  folgender  Weise  veranschaulichen.  aher  fy-j  gerade    so  viel  Werthe    als 

Man  denke  zuerst  die  Windungspunkte  ^z  s     ^^     y  ,  ,       .,.  - 

auf  denjenigen  Blättern,  »u  welchen  sie  f{%  ,M.*"  ^*'^°  »^'^^^  V""^^  "^^  ^'?,.*'/^ 

gehören,    verzeichnet;  ^on  jedem  Win-  nützlich  ist,  nur  von  einem  Unendlich- 

dungspunkte  ans  eine  Linie,   z.  B.  eine  ^''^'l  ^'  ^'  «/endlich  entfernten  Punkte 

Grade,  jedoch  nur  nach  einer  Richtung  sprechen,   und  ist  darunter  derjenige  m 

und  so   gezogen,   dass    sie  Aber  keinen  verstehen,    woy  =  i  =  0    ist.      Dieser 

Windungspunkt  hinausgeht,  also  entwe-  ^ 

der  ins  Unendliche,  so,  dass  sie  dadurch  Punkt    kann   ein   Discontinuit&ts-    und 

keinen  zweiten   Windungspunkt   enthalt,  »^ch  ein  mehrfacher  Punkt  sein.    Z.  B. 

oder    eine    endliche    Linie    vom    ersten  « 

Windungspunkt  bis    zum  zweiten,  eine  bei  der  Function  Vx  hat  der  Punkt  «=go 

andere  Linie  vom  dritten  bis  zum  vier-  ^«ide  Eigenschaften,    denn    sowohl    ist 

ten  u.  s.  w.    Zieht  man  nun  von  einem  * 

Punkte   b  der  vom  Windungspunkte  a,, .     ,/l      1.      -,      _,    ,^ 

ausgehenden  Linie  eine   in  sich  zurück-  V^=«^'  *^«   l/-.=~em«facherPttnkl, 

kehrende  Curve  um  a  herum  bis  wieder  Vtf 

nach  h ,  so  wird ,  wenn   man  mit  f^  (^)  ,     1     •** 

begann,  man  in  h  mit  (Ab)  zurückkeh-  a»  —  =  ry  ein  solcher  ist.     Dies  Ver- 

ren,  wo  f^(b)  ungleich  f,(6)  ist.  y^ 

Es  wird  also  auf  beiden  Seiten  dieser  hältniss    wird    riinmlich   wiedergegeben, 

Linie  Discontinuitat   stattfinden.     Diese  wenn  man  sich  statt  der  Ebene  eineKa- 

Linie    nennen    wir    Verzweiguugslinie.  gel  mit  unendlich  grossem  Badins  denkt 

Geht    man  nun  ein   zweites  Mal  um  a  Die  Verzweigungslioien  gehen  dann,  wenn 

herum  von  h  nach  b ,    also  diesmal  mit  man  von  unserer  ersten  Betrachtung  aus- 

f%  W  beginnend,  so  wird  man  mit  f^  {b)  geht,  von  dem  mehrfachen  bis  zum  Un- 

oder  auch,  wenn  der  Punkt  ein  Doppel-  cndlichkeitspnnkte,  nicht  aber  über  den- 

punkt  ist,  mit  /*,  {b)  zurückkehren,  d  h.  selben  weg,  da  sie  sonst  zum  Anfangs- 

man   mnss  annehmen ,   dass  man  beim  punkte  zurückführen  würden. 
Ueberschreiten    einer  Verzweigungslinie        -v    tt  v  j       «r    '   i. 

von   einem  Blatt    ins    nächste   gerathe,       V   Untersuchung   der  Werthe, 

dass    also  die  Blatter  in  der  Verzwei-  weiche  eine  mehrdeutige  Func- 

gnngslinie  mit    einander  zusammenh&n-  tJon  annehmen  kann,    wenn  man 

h&ngen.     Diese  Darstellung  zeigt  auch  von    einem    gegebenen    Punkte 

sehr  gut,  wie  man  beim  einmaligen  Um-  "d  Werthe  aus  zu  einem  andern 

kreisen  zweier  Windungspunkte  dennoch  *^»i»Jtte    ^^^  verschiedenen  We- 

auf  den   Anfangs werth    zurückkommen  Ä«"*  gelangt. 

kann.     Z.  B.   wenn  a  und   6  Doppel-       Wenn  man  von   Punkt  a    aus  nach 

punkte  sind,  Ä^  B  die  zugehörigen  Ver-  einem  andern  af  derart  auf  zwei  Wegen 

Bweigungslinien ;    fUngt    man    dann  mit  geht,  dass   man  mit  demselben  Werthe 

einem  Punkte    auf   der  äusseren  Seite  f^^  (a)  beginnt ,   so  kann  man  mit  ver- 

von  A  mit  f^^  (x)   an,  so  kann  man  bis  schiedenen  Functionswerthen   in    </  an- 

B  gelangen,  ohne  die  Verzweigungslinie  langen,   wenn    beide  Wege  Windungs- 

feu  sehneiden,    dann  schneidet  man  B,  punkte  einschliessen.    Sdili essen  sie  nur 

kommt  also  auf  den  Werth  f^{x),  end-  einen  ein,  so   muss  dies  ofifenbar  statte 

lieh  muss  Ä   geschnitten  werden,    was  finden, 
auf  ^1  (a?)  zurückfuhrt.  Wir  unterscheiden  jetzt  geschlossene 

Geht  nach  der  zweiten  Betrachtungs-  Cnrven    von    in    sich   zurückkehrenden, 

weise  von   a  nach  6  nur  eine  Verzwei-  unter  den  erstem  solche  verstehend,  wo 

gungslinie,  so  ist  es  an  sich  klar,   wie  die  Function  f(i)  in   a  mit  demselben 

man,  ohne  diese  tu   schneiden,   von  a  Werthe  ^i(a),  mit  dem  sie  ausging,  nach 

nach  a   zurückkehrt,  wenn   die  Punkte  a  zurückkehrt,    also  in  dasselbe  Blatt 

nur  Doppelpunkte  sind.  wieder  eintritt,  unter  den  letztem  solche, 

Es  ist  aber  noch  eine  Bemerkung  über  wo  die  Function  bei  der  Rückkehr  nach 

den  Werth  «=oo    zu  machen.    Diesem  a   in   ein  andere«  Blatt  tritt,   also  mit 

Wenhe  entsprechen  auf  der  Ebene  un-  f^  (a)  zurückkehrt,   wenn  sie  mit  f |  (a) 

endlich  viel  Punkte.    Betrachtet  man  in-  ihren  Lauf  begann.    Sonach  sind  in  sich 

-^esB   statt    der  Function  f{ap)  die  von  mrüekkehrende  Curven  geschloseefii  wenn 


■le    krinen    ^ndnug^nnkt     «nüulteii,  denuelbtn  Fnnetionanw«fdi  tn  af  soU» 

oder  nnr  «inen  n fachen,  den  tie  Mtnal  gen,    wenn   nun   irgend   «inen   andern 

nmkreiien.    Eine  Cnrve,  die  einen  Win-  Werth  aa  a'  und  aasierdem  eine  in  neb 

dangipankt     nnr    einmal    nmkreiat,    iat  nr&ckkehrende  Cnrve  xnrDcklegl     Beide 

nicht  geicblosBen.    Leicht  eincneehen  lind  Wege  gelten  aleo  gleich." 

nun  folgende  Sttie:  Denn  aßa'   lisit  eich  ereetsen  dnnh 

A)  „Wenn  man,  mit  f,  (d)  beginnend,  die  in  eich  xarilckbehrende  Corv«  aß^tm 

Weg   aßtf  inrficklegt,   so  kenn  man  tu  (Fig.  67)  nnd  Weg  aaa'.    DanuwnU»- 

Fig.  67. 


lieh   Weg  u'na    nnd  nnmittelbar  daranf  gleich  h  dergleichen  CnrTen,  welche  jede 

maa'  geht,   ao  iat  dleaer  Weg  ala  nicht  einen  nmkreiaen." 

geachehen  in  betnebten.  Weg  aßa^aa  (Fig.  68)  mSge  i.  B.  die 

Waa    nnn    die  in  aich  zn^ül^kkehreDde  Windnngapunkte  n  nnd  m  enthalten,  lo 

Carre  anbetriÄ,  so  kamen  wir  ach oa  im  gilt  dieser  Weg  gleich  den  beiden  <iÄ'<'<* 

Torigen  Abschnitt  aar  das  Resultat  und  aiTyaVa,  die  jede  nar  einen  TetbiB* 

B)  „Eine  in  sich  larUckkehrende  Cnrre,  dnngipnakt  enthalten.     Hierbei  kann  der 

weldie  n  Windnngspnnkte  nmkieiat,  gilt  Weg  (£1g.  66)  ucb  mehrere  Male  lelliet 


Kig.  I 


schneiden ,    oder    einen   der   Windnngs-   Curve    thnn,    welche    dnrch    Zerlegnng 
pnnkte  Jtf  auch  mehrere  Male  (Fig.   69)    entsteht. 

•     ■  Daeaelbe     wird     auch     die        c)  „Eine  geschloeiene  Oirrt,  die  eich 

aaf  einen  Wege  beSnd«,    kann  gnni 
Fig.  69.  weggelaaeen  werden." 

Die  Function  kehrt  idünlich  mit  ihrem 
Anfjugewerthe  inrttck,  und  der  Weg  iit 
also  ohne  EinSnM. 

D)  „Zwei  von  a  anagehende,  iil  aioh 
EorUckkebrende  Cnrven,  welche  einen 
und  ewar  denselben  Windongipnnkt  glucfa 
oft  und  in  gleicher  Bichtnng  umkrelien, 
gelten  rinander  gleich." 

Denn  «wischen  ihnen  befindet  iich  kdn 


ri.  Wir  bnefchnen  w'ne 
ftnßnglich  »man  ehm  ende  nli  positiv, 
4le  entgegengeRetite  als  ncgHlif. 

Ein  in  sich  fariick  kehrend  er  W«g,  der 
einen  Windnngipnnkt  M  nmal  nmfcreiit, 
Im  dnrch  folgende  Wege  in  erteWcn. 
Mftn  lieht  von  a  «a«  eine  beliebige  Li- 
nie, am  betten  eine  grade,  die  jedoch 
keinen  indarn  WindDngtpnnkt  enthält 
(Fig.  70),   DMh   b   in  die  NBhe  von  *, 

Fig.  70. 


mkcbt  einen  Ereis  dnrcb  i  mit  Baditu 
Mb  nnd  kehrt  nkcb  «  lorQck.  Ein  lol- 
cher  Weg  heilst  Elementarweg.  Dann 
wiedarbolE  man  mit  dem  Fnnctionen- 
werthe,  mit  dem  man  in  a  inrückkam, 
diesen  Weg,  nnd  fthrt  so  «mal  fort. 
Die  Wege  von  a  nach  h  nnd  b  nach  « 
heben  sich  nämlieh  derart,  dau  nni  der 
ente  nnd  letitc,  daiwiichen  ein  »facfaer 
Ejela  übrig  bleibt,  der  dem  gegebenen 
Wege  gleich  in  letien  Ist.     Alio: 

Ein  in  aidi  inrackkebrender  Weg.  der 
denielben  Windnngipnnkt  lunal  umkreist, 
gilt  gleich  »  Elementanvegen. 

Hieran«  folgt  leicht  t 

E)  „Jeder  In  eich  corflckkehrende  Weg 
gilt   einer  Aniahl   Ton   Elementarwegen 

Z.B.  Weg  apa^a,  der  die  Wtndnngs- 
pankte  M,  M,,  jV,  nmgibt,  vird  inerst 
in  Wege  getheilC,  deren  jeder  einen  nm- 
gibt (Fig.  71),  und  diese  dnrch  die  ent- 
iprecbenden  Elemenlarwege  ereetit. 

Der  Werth,  mit  dem  die  Fnnctlon 
nach  a  inrUckfQhrt,  wird  betümmt:  dnrch 
den  Anfangewerth,  dnrch  die  Antahl, 
Art  nnd  Ordnung  der  Elementarwega. 
Unter  der  Beieichnnng  Art  wird  rer- 
«tanden,  welche  f  onkte  M  nnd  in  wel- 
cher Biehtang  sie  nmkraiu  werden,  un- 


ter Ordnung  dlo  Beihenfolge,  in  welker 
dies  geschieht. 

Die  Beaeicbnung  i+M),  (—M)  gibt 
die  Funkte  nnd  die  Biehtang  der  Um- 
kreienng  (posiiiv  oder  negstiT)  an.  Die 
Beieichnnng  (+JW)*  soll  anieigen,  dasi 
der  Funkt  M  i  mal  hintereinander  um- 
kreist sei.  Die  Beihenfolge  wird  dnrrk 
eine  Beihe  solcher  AusdrOcke,  die  wir 
Zeiger  nennen,  angegeben. 

Z    B.: 

(  +  *)'(-«,)(-*,)(  +  *)(-*.)' 
gibt  an,  das«  Funkt  if  iweimal  in  po- 
■ItlTer,  dann  #,,  W,  in  negatirer,  Jf 
wieder  in  positiver,  sdiliesslidi  M,  swei- 
mal  in  negativer  Richtung  umkreiit  wird. 
Eine  solche  Bcihe  nennen  wir  Charak- 
toriitik  der  in  ikh  Eur&ckkehretiden 
Linie. 

Was  ichlieidich  dnen  beliebigen  Werth 
anbetriflfl,  der  von  g  nach  k  fEbrt,  gKk, 
io  ist  dieser  folge ndermaassen  (Fig.  73} 
in  erseuen.  Uan  geht  von  g  nach  dem 
feiten  Funkte  n  (aiJ  einer  Oraden,  wenn 
dieie  keinen  Windungspunkt  enthUt,  oder 
auf   einer  beliebigen,  keinen  Windungt- 

EDukt  enthaltenden  oder  umgebenden 
inie),  legt  dann  die  in  lich  lurSckkeh- 
rende  Corvo  ogKka  inrflck,  die  dnrch  ihro 
Charakteristik  bestimmt  wird,  nnd  macht 
dann  Weg  ak  (in  gradw  Bichtung,  wenn 
kein  WIndnngspankt  auf  ak  liegt).  Die 
Bichügkeit  folgt  au  dem  Vorigen. 
Also: 

F)  „Jeder  Weg  von  g  nach  k  ist  gleich 
einem  eingehen  Wege  von  g  nach  dem 
festen  Funkte  n,  einer  Aniahl  Blemen- 
tarwege  nnd  dem  einfachen  Wege  von  « 

Schlieitlich  Ist  noch  der  Fall  in  be- 
rOdilchUgen,  wo  die  Cnrre  gKk  einen 
Wlndnngspnnkt  M  enlh&lt.  Da  dieser 
Punkt  durch  Verengung  einer  Jeden  Cm- 
kreining  anutanden  sein  kaim,  m  kOa* 


nen  wir  den  Weg  dorch  eine  jedo  lolche  iit  aach  dlenr  kein    toleher,  lo  Sndet 

[7mkt«i»Dg  fahreo.    Der  Weg  bat  also  keioerlei    Wecheel    der   Fandion    b«ia 

n  veracblcdene  Wenbe,  wenn  M  ein  Win-  tlmkreiHo    tttU.     ITebrigen*  Itt  wegen 

I.WpiiiiU  .»  Ord,..ng  f».  ^  („-,,,  j,  ^  ,„,  „  „,  2,,  a„  _, 

Betrachten   wir  jetii  noch  eine  Cnrre,  Ton  0  bia  — 2n  ed  nehmen  ist,  diaWin- 

i-elcbe   alle   Windungapankte    (den  Dn-  dting  nm   den  letitem  Ereil  die  enlge- 

□dlichkeltipnnkt,    wenn   er  ein  lolcher  gengeaetiCe   dea   eratem ,   der  alle  Win- 

Bl,  natSrlich  sosgeicbloiaen)  amgibt,  ao  daagspanklo  umgibt. 
rird  diese  Carre  lagleicb,   Tom  Unead- 

chkeitipnnkt  geieben,  eine  lotdie  lein,  5)  Diff ereoiial«  und  Differen- 

ie  den  letsteren  allein nmgibt,  also  wenn  lialqnotianten   der  Functionen 

ieaer  koia   WiDdnngapnnkt  iai,  »ine  g«-  complezer  Variablen. 

Aloiieno       Dataai   wib^de,  wenn   man  j^^  ^(,j  ^i^,   Mmp>  Fnnction  »on 

ch    mit    d.eier   Betrachlung   begnügen  „  nBin,  „«n  Diff<^n«al  Ton  /(*) 

olltB,  «cboD  folgen;  ^^  Atudrmcki 

„Eine  Corvo,  die  alle  Windungepnnkte  ,,     ,,    .     ,     ,,  , 

ngibl,   führt  w  deniMlben  Wertbe  m-  ""fl^  +  'J-fWi 

ick   oder  nicht,  j*  nachdem  der  Unend-  ^^  r  eine  im  Uebrigan  beliebige  Qr(Me 

:hkeitipimkt     ein   Windnngapnnkt    I«  j,,^    „giche   ini    Unendliche    abnimmt. 

ler  nicht."  ^j,  lagen  nlmlich,  daii  eine  complcxe 

iDdeae    iat    dieie  lediglich  als  Voran-  ZtU    abnehme,    wenn    diea    mit   ihrem 

hBoJichang    dienende  Betrachtnog  ana-  Hodnl  der  Fall  iit.    Der  Anadmck: 

;iach    an    rechtfertigen.    Zn  dem  Ende  limff«-l-rl-/ril 

Dkt  D»»n  anrch  den  dem  Aolugipnakt  iLmf[r-|-fj    r(x) 

entftmWatan  Punkt  der  Cnrre  einen  " 

ei«      mi»    MiUelpnnkt    O    gwcWage^^  „^ 

,aen   lUdln«   r  aei,  ao  gilt  dre.er  d«  „ewöholidi: 

[ebenen  Cnrre   ^eloh  nach  dem  Obi-  ■'^"  "'  gswumuicu. 

,    „nd  e.  l-t  .  =  re»',   «.)=/'(r <?■*).  ■*«  =  '.  rfA')  =  lii"t^(«+-x) -««)]. 

V  con.l*nt  i«.   Variable  nnd  Pnne-  ^    „^, 
n    nr  irs«°i'  "■"■'i  Pnakt  dietea  Erei- 

:    Iat  nnn:  ^M-ii„U±±!±:MV 

^1^       _1  de    ~       L           ix           1' 

»'  '~P^  Anch  aent  man: 

5e«..prf'**^«-^"«""^«'-p-''".  vriiabit:  ?;.^To%ar  ":!r5^ 

—  y*   einer  Erriaperipfaerie,  weleho  Differenxial    nacK   Jeder  denelben  neh- 

?*    .ndent  Wisdnngapnnkl  all  y=0  men,    nnd   man  bat   folgende  Beceidi- 

^'ea>*  iß  istnUolJchconitani);  aUo  nnngen: 
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^^/(«,  tfj  »)=UmI/{«+ifa,  y,  »)-/(«,  y,  »)], 

Kfi'^y  y»  *)=  ^j™  !/(«>  y»  »+rft) -/■(«,  y, »)]. 

^fi'f  yt  g)  _  j juj  r/(j?+<fa:,  y,  2)~/(ar.  y,  ^l 
dx  L  </«  J' 

^/(^>  y.  g)  _.  jjjjj  r/fct  y-^dif,  »)-f(x,  y,  g)"! 
^  L  dy  J* 

di  L  </»  J* 

Man  nennt  diese  Ausdrücke  bezüglich  partielle  Differenziale  und  partielle  Diffe- 
renzialqnotienten,  genommen  nach  x^  y,  x.  Man  kann  sich  übrigens  x,  g,  %  von 
einander  abhängig  oder  unabhängig  denken.  Das  bei  den  partiellen  Differenzia- 
len  nnd  Di£ferenzialqaotienten  gebrauchte  d  ist  von  demjenigen  d  zu  unterschei- 
den, welches  andeutet,  dass  man  das  Differenzial  nach  der  einzigen  in  der  Fonc- 
tion  enthaltenen  Veränderlichen,  genommen  habe.  Zuweilen  sind  zwischen  yer- 
ßchiedenen  partiellen  Differenzialen  und  Differenzialquotienten  einer  Function  noch 
andere  Unterschiede  zu  machen,  z.  B.  wenn  man  andere  Variablen  durch  Trans- 
formation einsetzt,  und  man  kann  dann  auch  die  Ausdrücke: 

df(x) 


m- 


dx 

u.  8.  w.  gebrauchen; 

Das  Differenzial  oder  den  Differenzialquotienten  einer  Function  bilden,  nennt 
man:  „dieselben  differcnziiren**.  Mit  dem  Ausdrucke  Differenzial  ist  das  Wort 
Zuwachs,  mit  dem  Ausdrucke  Differenzialquotient  sind  die  Wörter  Ableitung,  Diffe* 
renzialcoefficient  und  Derivation  (derivirte  Function)  gleichbedeutend. 

Bei  einer  Function  mehrerer  Variablen  kann  man  auch  das  Differenzial  nach 
^len  Variablen  gleichzeitig  uehmen.    Der  Ausdruck: 

äf(x,  y,  z)=lim[/(«4-cfar,  y+dy,  i-^dz)-f{x,  y,  z)] 

hcisst  dann  totales  Differenzial.    Man  gebraucht  für  dieselben  das  erst  angewandte 
d  im  Gegensatz  zu  dem  bei  den  partiellen  Differenzialen  gebräuchlichen   d. 

Man  kann  auch  von  einem  totalen  Differenzialquotienten  der  Function 
f(Xf  y,  z)  sprechen.  Nehme  man  n&mÜch  an,  y  und  z  seien  irgend  welche  Func> 
tionen  einer  andern  GrOsse  u, -so  kann  man  setzen: 

/■(«,  y»  *)=/[y  W»  V'  W.  jirW]. 

und  wird  dann  haben: 

du  L  du  J 

Von  den  Differenzialquotienten  gelten  zunächst  folgende  Fundamentalsätze: 

I.  „Gibt  man  der  Variablen  x  eine  Beihe  continnirlich  auf  einander  folgen- 
der Werthe,  welche   also  den  auf  einander  folgenden  Punkten  irgend  einer  be- 

df(x) 
grenzten  Linie  entsprechen,  so  kann     ^   •     nur   für  einzelne  Punkte  dieser  Linie 

dx . 

disscontinuirlich  werden,  nie  für  eine  ganze  Strecke,  so  klein  diese  auch  sei,  vorfüus* 

gesetzt,  dass  nicht   die  Function  f(x)   selbst  auf  dieser  ganzen  Strecke  disconti- 

nuirlich  sei.** 

Beweis.  Wir  nehmen  scunächst  an,  x  sei  reell  für  alle  Punkte  der  zu. un- 
tersuchenden Strecke,  d.  h.  die  letztere  falle  in  die  Abscissenaxe.  *  Wir  unter^ 
suchen  dann  die  Function  f(x)  für  eine  Beihe  von  Werthen: 

welche  anf  einander  continnirlich  folgen,  derart,  dass  r  reell  und  unendlich  klein 
Ist,  und  wo  die  Abstände  y  eines  jeden  Punktes  vom  zunächst  vorhergehenden 
einander  gleich  sind.  —  Es  entspredien  4ann  den  Werthen  von  x  die  Werthe  de« 
Pifferenzialquotienten : 
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Sei  noch  /f=ii+»y,  also  n+l  die  Anzabl  der  betrachteten  Funkte.  Addirt  man 
alle  Differenzialqnotienten,  so  kommt:. 

r(«)+r(a+K)+/"(«t2»')+  • . .  +r(f-y)JMiIM,     ,    . 

y 

oder  wenn  man  mit: 

.     »»si- 

n 

mnltiplidrt : 

1)      »'IT («)+/" («+i')+r («+20+  . . .  +r(ß-y)]=f(ß)''na). 

Die  Strecke  kann  so  genommen  werden,  dass  die  Fanction  f(z)  für  x  =  ß  nnd 
a;  =  a  endlich  ist;  dasselbe  wird  dann  mit  f{ß)—f{(Bi)  der  Fall  sein.  <Man  kann 
femer,  falls  f{3c)  f&r  die  ganze  Strecke  reell  ist,  dieselbe  klein  genug  annehmen 
(es  ist  nämlich  ftber  die  Lftngo  derselben  nichts  bestimmt),  dass  die  Function  f{x) 
Yon  a  nach  ß  continnirlich  bleibt  nnd  f&r  jeden  folgenden  Punkt  gegen  den  vor- 
hergehenden entweder  immer  zn-  oder  immer  abnimmt  Denn  ohne  die  Continui- 
tat  zn  verlieren,  kann  sie  nicht  för  einen  Punkt  zn-,  f&r  den  nächsten  abnehmen, 
ftr  den  dritten  etwa  wieder  zunehmen  u.  s.  f.  Es  wird  also  im  Falle  der  Zu- 
nahme sein: 

A«)<A(«+0<r(«+2'')  .  .  ., 
im  Falle  der  Abnahme; 

/(«)>^(«+»')>A«+2i^).  .  . 
In  jedem  Falle  also  werden  die  Ausdrücke: 

^(«+*')-/'(«),  A«+2*')-/(«+»'),  ^(«+3i')-/'(«+2i')  .  .  ., 
und  daher  auch  die  Differenzialqnotienten: 

r(«),  r(«+o,r(«+2o... 

auf  der  ganzen  Strecke  gleiche  Zeichen  haben. 

Es  ist  nun  von  diesen  Werthen  einer  der  kleinste,  abgesehen  vom  Vorzeichen ; 
er  mOge  dem  Punkte  y  entsprechen.    Dann  ist: 

indem  man  in  Formel  1)  s&mmtliche  Glieder  der  Summe  mit  ihren  untern  Grenzen 
riy)  Tertauscht.    Da  die  Anzahl  dieser  Glieder  aber: 

ß-a 

nzz- 

y 

ist: 

Es  kann  also  f'{y)  nicht  unendlich  sein,  da  ß—a  und  fifii—fin)  endlich  sind. 

Es  kann  also  nicht  für  alle  Punkte  der  noch  so  kleinen  Strecke  der  Diffe- 
renzialquotient  ins  Unendliche  wachsen. 

Jetzt  zeigen  wir,  dass  auch  keine  andere  Art  der  Discontinuitftt  itlr  alle 
Punkte  eintreten  kann. 

Denn  sei  wieder  f  (/)  der  kleinste  der  Differenzialqnotienten  (abgesehen  vom 
Zeichen),  f'{y)  der  n&chst  grossere  u.  s.  w.    Sei  femer: 

80  werden  nach  unserer  Annahme  die  Grössen  a,  a,,  a,  alle  dasselbe  Zeichen 
haben.  Herrscht  nun  Ikberall  Discontinuit&t,  so  können  a,  a|,  a,  nicht  unter  eine 
gewisse  Grenze,  die  von  Null  verschieden  ist,  sinken«  Denn  sei  z.  B.  «^=0} 
so  wäre: 

r(y')=r(y")- 
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W&re  die  Strecke  */*/'  eine  endliche)  so  kOnnte  man  die  Strecke  a/9  so  klein 
nehmen,  dass  nicht  zwei  Punkte  y^  und  y\  wo  dies  stattfindet,  darauf  l]e£;en, 
wenn  nicht  etwa  ftir  alle  dazwischen  liegenden  Punkte  f'(x)  constant  ist.  Es 
sind  also  die  Pnnkte  y'  nnd  y''^  wo  dies  stattfinden  kann,  immer  einander 
nnendlich  nah,  dann  aber  ist  in  y*  der  Ansdmck  f  (^)  nicht  discontiniiirli<^  was 
unserer  Annahme  widerspricht.    Gleichung  1)  gibt  also  jetzt: 

i'(iia  +  (n-l)a,+(n-2)«,+  •  •  •  +<»„_t)=/^W-f  W. 

und  wenn  A  der  kleinste  der  Wertho  a^,  Ha  .  .  .  a^  ist: 

yil(n+ii-l+fi-2+  .  .  .  +l)</(/J)-A(«)i 
oder: 

d.  h.  mit  Berficksichtignng  des  Werths  Ton  v\ 

(/»-«)  ^  A<f(ß)^f{a). 

Mit  wachsendem  n  mfisste  also  f(ß)—f(ay  -  /  («X  _  ^^  (« —  i). 

ins  UnendlicRe  wachsen,  was  unserer  An-  JLS2^ ^     '^^  ' 

nähme  widerspricht.  y(')^y(*~0 

Gegen  diese  Schlosse  lässt  sich  dann  nnr  unendlich  wenig  von: 

nur    folgender    Einwand    machen.      Es  /*J.1^            /^ 

könnte  f  («)  in  jedem  Punkte  y  zwai  f(r'       0-f(r''O 

insofern  continuirlich  sein,  dass  es  einen  fj+O      ($) 

benachbarten  /  gibt,  so  dass  f  (y')  nur  Y^       '-y^  ' 

nnendlich    wenig   von   f'  (y)    abweicht,  yerschieden  ist    Diese  B«he  Ton  Ponk- 

Andererseits   aber,   konnte  man    sagen,  ten  bestimmt  aber  auch  auf  der  ganzen 

brauchte    dies    nicht  f&r  jeden  benach-  Linie  die  Function  f(x)f  denn  sei  d  ein 

Am  r'tx)  unbeJtimm^  isr*Dfefw°-  S^lf^®''    {'^    "^»^^    ^(l^'t/l    ^^f"^?^ 

derlegen' wir  folgendermaassen.     In  je-  «Ä     l;f°?.?^'^ /* '^Lf  °''°'^* 

dem  FaÜe  gibt  es  nach  dem  Obigen  auf  i'**  '"*•   ^  /^W  J®^?,?  J^^I?  •«^°« 

bezeichneter    Linie    eine  Beihe  Werthe  ^««'  »<**  wn  eine  endliche  GrOeao  tob 

Ton  *,  y,  /,  y"  .  .  ,  yW,  woTon  die  f^^^  »bweicht,  weü  eben  fM  auf  der 

Differeni  zweier  aufeinanderfolgenden  I-tnie .  continmrlich  ist.    Man  kann  also 

beliebig  klein  ist,  und  weldie  die  Eigen-  für  jedes  zwischen  y^'^  und  y^'"^^)  Ue- 

schalt  haben,  dass :  gende  <f  selsen ; 

da  dieser  Ausdruck    eben   nur  unendlich  wenig  von  f{y^'')  verschieden  ist. 
Man  erhält  also: 


/(rf)-r(/*^_^(y»+')-r(y(0) 

SO  dass  auch  für  Punkt  cf    und  somit  fftr  alle  in  der  Nachbarschaft  von  y 
Grösse  f'M  continuirlich  ist 

Diese  Betrachtung  schliesst  nicht  ans,   dass  der  Differenzialquotient  in  unbe- 
stimmter Form  erscheinen  kann.    Z.  B.  der  Ausdruck: 


(•) 


nx% 

wo  n  nnendlich  gross,  x  reell  sein  soll,  und  der  immer  mit  f{x)  lusammenisllti 
hat  zum  Differenzialquotienten: 


rw+ 


475 


ny 
wo  y  unendlich  klein,  also  da  ffir=:a  beliebig  ist: 

wo  daa  zweite  Glied  gans  unbestimmt  ist  Man  yenneidet  dies,  wenn  man  sa«- 
nichst  eine  Reihe  discreter  Ponkte  betrachtet,  ^,  )/.•.,  fflr  welche  die  Function 
immer  mit  f{x)  znsammeniUlt.  L&sst  man  die  Differenzen  ins  Unendliche  abneh« 
men,  und  verf&hrt  för  die  dazwischen  liegenden  Punkte  nach  der  obigen  Begel, 
so  ist  der  Differenzlalquotient  immer  f'ipc).  Aehnliches  bieten  gewisse  oonve^ 
gente  unendliche  Reihen  dar,  deren  Differenzialqnotienten  discontinuirlich ,  also 
der  Form  nach  unbestimmt  sind.    Z.  B.  die  Reihe: 

+   2   +    8    T-  •  •  •» 
die  fttr  reelles  x  conrergirt,  und  deren  Differenzialquotient : 

t(c    4-e      -f-s      •+-...; 

dirergirt.  Da  die  Reihe  summirbar  ist,  so  ist  dieser  üebelstand  leicht  zu  ver- 
meiden. Kicht  immer  aber  ist  dies  mOglich.  Man  kann  dann  aber  zwei  endliche, 
aber  sehr  wenig  von  einander  verschiedene  Werthe  von  x  nehmen,  a  und  /?,  und 

durch  Berechnung  von  f-^ — '-^  wenigstens  numerisch  den  Differenzialqnotienten 

mit  beliebiger  Genauigkeit  ermitteln.  Dies  Verüahren  ist  geometrisch  genommen 
das,  v=f(x)  als  Cnrve  darzustellen  und  die  Tangente  zu  ziehen. 

Ist  f(x)  nicht  für  die  ganze  Strecke  reell,  so  substituire  man  den  Werthen 
von  f(a),  f(a-\-y)  .  .  .  ihre  reellen  und  ihre  mit  i  multiplicirten  Theile  einzeln, 
und  die  eben  gemachten  Schlüsse  finden  noch  Anwendbarkeit. 

Ist  endlich  die  Variable  nicht  reell,  sondern  ist  die  Function  f(x  +  jf%)  für 
irgend  eine  Linie  zu  untersuchen,  so  möge  die  Gleichung  dieser  Linie  ff  =  (f(x) 
sein.    Es  wird  dann  für  die  ganze  Linie  sein: 

y^(x)=f(x-htn)=f[x  +  iipix)]. 

^(x)  aber  ist  dann  eine  Function  mit  reeller  Variable  Xy  fttr  die  das  Gesagte  voll- 
ständig gilt.    Der  Differenzialquotient  auf  der  Linie  wird  n&mlich  sein: 

lim  r^(^+*^)-^(*)] :^ ^^j^S[*+^-^<fi»-^'')]  -  ^[*+*  y  (*)] 

Im  Anschlupe  an  die  oben  gemachte  Bemerkung  beweisen  wir  noch  den  Satz : 
II.    „Wenn  f'{x)   continnirlich  ist  f&r  einen  Punkt  c,    so  sind  die  Werthe: 

immer  einander  gleidi,  wenn  die  unendlich  kleinen  Grössen  /i  und  y  einen  reellen 
Quotienten  haben." 

Beweis.    Sei  ^=: so  und  v=tcr,  wo  $  und  f  ganze  Zahlen  sind.    Diese Glei- 

ohmngen  sind  immer  zu  erfUlen,  wenn  ^   einem  Bruche    gleich    ist    Wird  ü 

y  y 

irrational,  so   kann  man   immer  ein  k  finden,  derart,  dasa  beide  Gleichungen  bis 

zu  einer  beliebigen  Grenze  der  Genauigl^eit  erf&llt  sind.    Man  hat  nun: 

d.  h.: 
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Da  nun  f'{x)  continnirllch  und  a  unendlich  klein  igt,  können  die  Grftasen 

/'  («+»—1  «)+/"'(*+«— 2)  .  .  .  V{x)  nur  nm  eine  unendlick  kleine  Grösse  Tcr- 
schieden  sein.  Man  kann  sie  also  gleich  setzen,  da  die  Unke  Seite  der  Gleidran^ 
endlich  ist,  nnd  man  hat,  da  rechts  t  Glieder  stehen: 

y  a  ' 

wid  ebenso  folgt:  r 

fA  a 

Da  diese  GleSchnngen  his  anf  beliebige  Qrenaen  der  Genauigkeit  selbst  dann  statSf- 

SSnden,  wenn  ^  irrational  ist,  so  ist  unser  Satz   bewiesen.     Hieraus  folgt  aber 

auch,  dass  in  diesem  Falle  der  Dififerenzialqnotient  f  {x)  nur  diejenige  Mehrdeu- 
tigkeit hat,  welche  der  Function  f{x)  selbst  zukommt,  so  lange  er  continotili^ 
nnd  das  Verh&ltniss  der  Vermehrungen  fi  und  v  reell  ist 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  möglichen  Werthe  desselben,    wenn 
dies  letztere  nicht  stattfindet    Sei: 

wo  s  eine  complexe  Zahl  ist.  Wir  wollen  derselben  einen  reellen  Zuwachs  a* 
einen  rein  imagin&ren  ßi  und  endlich  einen  complezen  a+/H  geben,  wo  a  und  ß 
reelle,  ins  Unendliche  abnehmende  Zahlen  sind. 

Wir  setzen,  um  diese  FAlle  su  unterscheiden:  * 


d» "  a-^-ßi 
Es  ist  dann  offenbar: 

<^^.jj^rr»+«+/H)-/(s+i>)  f(z-H,)-/(z)1 

cf»""      L             a+ßi              "^  «+/Ji       J 

a-^ßi 

da  aber  a  unendlich  klein  ist,  so  kann  Setzen   wir  jetst  voraus,    die  beiden 

man,  wenn  y-^h  wie  dies  doch  im  Differenzialquotienten ^  und  l-^)  seien 

Allgemeinen  der  Fall  ist»  continuirlich  gleich,  so  ergibt  sich  sogleich  auch: 

bleibt,  seUen:  ^^     ^ 

£ü  =:  ^ "  V^%  mithin  muss  der  DiffeienzialqnoUent  ein- 

l-l-~  deutig   (abgesehen  yon  der  Mehrdeutig- 

a  keit  von  ti)  und  wirklich  eine  bestimmte 

d.  h.  wie  auch  die  Function   f{z)  be-  f^''''^?^  ^^Jl  *  «®!?-    ^»?"  Bedingung 

schaffen  sei,  ihr  allgemeiner  Differen-  *?'  nothwendig  und  ausreichend.    Fimc 

aialquotient    ist    eine    lineare  Function  **<>'*«"»  ^«^^^«  «»«  erfüllen,  nennt  Cauchy 

derjenigen  beiden,  welche  aus  dem  reellen  ""donogen.                  ,.     «  ,.             a 

und  dem  rein  imaginftren  Zuwachse  ent-  ^,^''  ^^^'^  ?^t^  ^'^  Bedingung    der 

stehen,  und  die  nach  dem  Vorigen  völlig  Monogenitat,  d.  h. : 

bestimmt  sind.    Sie  hilngt  ausserdem  nur  ^  ^  /^\ 

noch  von  dem  Quotienten  -^  ab.  „ 

a  geradezu  in  die  Definition  einer  Function 
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mit  anfnehmen.    Es  wird  sicdi  bald  ^1«  ako    der  Werüi  Ton   9  =  «+tft  dnrch 

gen,  dasfl  alle  in  den  Elementen  Yor-  eine  zweite  Qleichnngy=y(«)  beschrftnkt 

kommenden  Functionen  in  der  That  mo-  wird.    Dann  nftmlich  ist : 

nogen  sind.    Wir   werden  aber  flir  alle  jff,\  rft^A n_i_  :«/«._!_  ^^ 

Functionen,  die  wir  betrachten,  dies  Tor-  ^m^Y^n^^^)^^  ^^^"^^TX 

anssetaen.  d%           X.              v              1 

Wir  kommen  jetat  anf  Eigenschaften»  öl»«>&n«  vsa  eindeotig. 

die   den  Functionen  unter  dieser  Bedin-  ^^** 

gung  ankommen.  ii=f(y), 

6)  Vom  Differenaiiren  monp-  wid: 
gener  Functionen.  y=^(a;), 

Die    folgenden  8&tze  gelten  nur   fftr  90  ist: 
solche  Functionen  /•(»),  ßr  welche  der  .        f\mUA-M^t\aix\\ 

Diflferenaialquotient  eindeutig  ist,    oder  f?  =  nyi^+»^JJ-rLyWJ 

wenigstens   für    jeden  Werth  von  f  (»),  ^  jf 

wenn  ^(s),  mehrdeutig,  nur  einen  Werth  Aber: 

hat.    81e  gelten  also  fair  jeden  complexen  da,Vx\ 

Werth  von  2  nur  fdr  monogene  Functio-  9  (« + y^)  =  ^.  («)  +   y  '  y^ 

nen,  dagegen  f&r .  jede  Function  ,  wenn  ^ 

dieselbe  nur  anf  einer  Linie  betrachtet,  also: 

wenn  man  ^(x)  wieder  gleich  y  setzt,  da  es  beim  Differenaiiren  auf  den  Werth 
des  Zuwachses  Ton  fp  («),  welcher  hier  y^^  i>Mh  nnserer  Yoranssetanng  nicht 
•nkommtb    Also ; 

d.  h«: 

I.  „ICan  findet  den  Differensialquotienten  nach  x  von  einer  Function  Ton  jf, 
wo  y  selbst  eine  Function  von  x  ist,  wenn  man  u  nach  y  und  y  nach  x  differen- 
ziirt  und  beide  mnltiplidrt.'* 

Sei  jetzt: 

nnd  möge  ans  dieser  Gleichung  folgen: 

so  ist: 

dx^    "   4y    d»      dydbs* 
oder; 

dx 

IL  „Der  Differenzialqnotient  yon  x  nach  y  ist  der  umgekehrte  Werth  des- 
jenigen Ton  y  nach  x,^ 

Es  sei  jetzt  eine  Function  Ton  mehreren  Variablen  fix^y^t  .  .  .)  gegebenf, 
so  ist: 

df(x,  y,  z)=zfix+dx,  y+rfy,  z+dt)~f(x,  y,  t)  ■ 

-^(«1  yi  »+<*«)+/'(*,  y,  »+<fa)-^(«,  y,  «) 

_  ^/"(^i  y+rfy>  «+<fO  .   .  ^Ag»y,  *+<fe)  .  .  ^f(^^  y»  «)  -  - 
-  -^  -  ««+  ^  («y+        gj       ö», 

oder  Mb  die  partiellen  Differenzialqaotienten  Ton  f(x,  y,  s)  f&r  den  betrachteten 
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Punkt  continuirlich  sind,  wo  dum    ^^''  ^^^*  **"  «>"***  verschwindend 

klein«»  Unterschied  von   ■  ^*1  ^'  *^  haben  kann: 

df         bf         df 

oder  auch,  wenn  aian.  wie  frOher  ji^drzzd  f  setzt: 

09  X 

HL    „Das  totale  Differenzial   einer  Function  ist  gleich  der  Somme  der  par- 
tiellen Differentiale  nach  sftmmtlichen  Variablen.'* 

Hierbei  ki^nnen  x,  y,  s  von  einander  unabhängig  oder  abhängig  sein. 
Ist  z.  B.  y=^(«),  %z:%ff(x)y  so  ist  in  setzen: 

•Im  anch: 

Hx^  Hx      öjf  d»      bx  dx 

IV.  „Soll  der  Differenzialqnotient  einer  Function  nach  x  geftmden  werden, 
wekhe  m  sowohl  erolnt«  als  auch  •andere  OrOssen  enthält,  die  Functionen  von  x 
sind ,  so  werden  die  Functionen  so  oft  differenziirt,  als  dergleichen  Functionen 
vorhanden  sind,  und  zwar  jedesmU  ohne  Bilcksicht  auf  die  Übrigen,  so  daaa  nsaa 
sich  diese  als  constant  vorstellt,  suletet  alle  Theilresultate  addirt.'* 

Von  diesen  Sätzen  sollen  jetzt  AnwenduQgen  gemacht  werden. 
Selbstverständlich  ist: 

wenn  «  constant  ist.    Sei  zunächst  :* 

»  =  A*)±y(«)±^(*)±  •  •  •> 
so  ist: 

dx  V  ¥  -^  ¥  —  J 

also: 

dx      dx  —  dx    "  dx  — 

V.  „Der  Differenzialquotient   einer  Soaune  oder  Differenz  wird  geftinden, 
I                             wenn  man  die  Differensialquotienten  aller  Glieder  addirt,  bezftglich  sub^ahirt" 

I  Hieraus  folgt  auch: 

dx        ^    dx' 
I  wenn  «  constant  ist.    Sei  femer : 

•!  =  «/(*), 

I  wo  a  eine  Constante  ist    Man  hat  dann: 


dx  ^  ¥  dx  ' 


also  wenn  man : 
•etat: 


479 

dx    '^     dx 

VL  M^^er  Differenzialquotient  des  Products  einer  Function  von  /'(x)  mit  einer 
Constanten  ist  gleich  dem  Prodncte  der  Constanten  mit  dem  Differenaialqaotienten 
der  Function/* 

Sei  femer : 

U9f{x)f(x)yß(x)  .  .  ., 

so  ist  nach  Satz  IV.  erst  so  au  differensiiren,  als  wenn  f(x)  und  ^  (x),  dann,  als 
wenn  f{pc\  und  \fp{x)^  dann,  als  wenn  ii'(x)  und  yf{x)  eonstant  wiren;  also  imt 
Berücksicntignng  des  letzten  Satses: 

g=/'(.),.(.)...^+/'(,)^(»)  ...l?^+,W^(.) ...  ^>+  . . , 

oder  wenn  man: 
•etat: 

vu, -^ — 1>,  f>, ...  -jj-H-vt  ••  •  •  •  "si^"*"*«  *»  •  •  •  :£■■*■  •  •  • 

Aus  dieser  Formel  laset  sich  andi  leieht  ii=l,  vxi» 

der  Differeniialquotient    eines  Qaotien-  ^etst: 
ten  ableiten«    Sei: 


so  ist: 


\wß db 


also: 


also:  rf(tc""*)_  — «— I  du> 

d»       du>  ,     do  dx      "^  dx* 

dx      dx        ax  was  mit  Formel  £3L  ftbereiistimiat. 


d.  h.:  8«  jetzt: 

-1. /'*?-,!,  ^^ 
"~  V  \dx       dxr 


du>       1  /du       dv\  vP^w^^ 


dx 


oder: 


\c/         dx       dx 


also: 


Vin.          jr^     = j 1  wo  p  und  7  ganze  positive  oder  nega- 

'  tiye  Zahlen  sind^  so  ist  nach  IX. : 

Sei  letit:  ^   ,                 .   , 

und  die  Anzahl  dieser  Grössen  gleich  «,  .     . 

so  folgt  fftr  jeden  ganzen  positiTen  Werth  * 

▼on  !•:  <fw_  p  yP"^  dv 

„                dv^'^^n-^i  dv  dx"  g  ^g-l  dx 

^                  ^  oder  fGür  w  den  Werth  gesetzt : 

Diese  Formel  gttt  aber  auch  Ar  b^e-  p            p 

biges  IS  denn  sei:  ^             «-*rfe 


1 


.(.^)  =  |.^       £. 


eine  Formel,  die  ebenfalls  mit  IX«  über- 

80  hat  man  nach  Formel  IX.:  einstimmt    Es  gilt  dieselbe  auch  noch, 

(IV  wenn  man  sich  statt  der  Lrationalzahl 

"--1  einen  Bruch  denkt,  dem  sie  sich  bis  auf 

-.2 uzz^nw    "    '      .   '  .  eine  beliebige  Grenze  n&hert    Unser  Satz 

dx                                dx  Igt  also  nur  noch   für  imaginftre  Bzpo- 

Aber  wenn  man  in  YIH:  nenten    zu    beweisen,   ein  Gegenstand, 
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auf    den    wir    sogleich    surfickkommen 
werden. 

Setzt   man  in  Formel  IX.  noch  v=x, 
80  wird : 


dv    , 


also: 


ECa. 

Ferner  setst  man : 


dx 


»=H — » 
fi 


Obgleich  also  \gy  nnendlich  viel  Werthe 
hat,  ist  doch  der  Differenzialqnotient  die- 
ser Function  eindeutig.  Es  folgt  dies 
aber  auch  schon  daraas,  dass  sich  die 
yerschiedenen  Werthe  ron  Igy  nur  um 
Constanten  unterscheiden.  —  Sei  nun  n 
eine  beliebige  reelle  oder  imaginftre 
Grösse,  so  ist: 

also  wenn  man: 

f»lg9  =  S 

setst: 


so  ist: 


ifo" rfe*  dx  _   t   rflg  V  do 


do       a 

n 


dx        dx  dx 


dv    dx 


H--' 


und  folglich: 


e*  dv 

V   dx 


— n — =ni+ir;    • 

Büt  wachsendem  «  wird: 

was  anch  a  sei,  nnd: 

1 1  .  a*\«—  i     .,     \        n  /         (tx 
imllH — f        =Iim— —  =e    » 
\       n/  ^  .  ax 


Da  aber: 


war: 


s        fl 

e  =v 


lim 

also: 

X. 

nnd: 

Xa. 


Der  Differenzialqnotient  Ton  e     Ist  also 
gleich  dieser  Grösse  selbst. 
Sei  femer: 


1+ 

OS 

II 

de"* 

ax 

ix  ~ 

««     , 

de" 

X 

dx 

=«  • 

dx  dx 

somit  ist  Formel  IX.  anch  f^  complexe 
Exponenten  bewiesen. 

Sei  jetst  der  Exponent  yeiftnderlidi, 
so  ist  wieder: 


also: 


z 


oder  da: 
nnd: 


also: 
so  ist: 


«=lgjf, 
dx"^' 


ist: 

xn. 


rf(a*)  _  de*  di 
dx     "  d%  dx 


s=s;lga, 


1(^)=,,. 


<«(»')         X , 


nnd  nach  Satz  II: 

dx 


d.  h.: 
XI. 


^"  y' 


if  Igy  _  1 
dy        ff 


Bei  den  Formeln  IX  a.,  X.,  XI.  und 
XII.  ist  folgende  Bemerkung  zu  machen. 
Dieselben  gelten,  wenn  man  die  ent- 
sprechenden Functionen  derart  dififeren- 
ziirt,  dass  der  unendlich  kleine  Zuwachs 
von  X  aus  auf  irgend  einer  dnrch  x  ge- 
henden Linie ,  also  in  ganz  beliebiger 
Bichtnng  genommen  wird.  Da  nun  die 
Ausdrucke  des  Differensialquotienten  tob 
dem  Zuwachs  unabhängig  sind,  so  sind 
die  entsprechenden  Fnnoionen: 
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moDogen.  Dasselbe  findet  nach  den 
Sätzen  V.  bis  VIII.  aach  mit  den  Sam- 
men,  Differensen,  Frodncten  nnd  Quo- 
tienten soloher  Functionen  statt. 

Es  lisst  sich  aber  anch  zeigen,  dass 
die  Wurzel  y  jeder  Gleichung  ^(x,  y)=0, 
wo  f  nur  aus  einer  Verbindung  von  x 
und  y  mittels  der  sieben  Grundoporatio- 
nen  entsteht,  eine  monogene  Function 
sei.  Es  ist  nftmlich,  da  diese  Gleichung 
für  jeden  Werth  von  x  gilt,  anch: 

~dV~  -"' 

denn  setzt  man: 
so  erh&lt  man: 


also: 


d.  h.: 


dx   ~    dt    d«-'   W. 
dy  dx   ' 


dx'' 

LIIU  1  - 

J' 

und  beide  Glieder  des  Z&hlers  sind  der 

Null  gleich. 

Aber: 

d.  h.: 

dg           dx 

ix~    »r 

und    da  Z&hler   und   Neoner  monogen 

sind,  so  wird  dies  anch  mit  ^  der  Fall, 

qx 

also  y  monogen  sein.  —  Diese  Bemer- 
linng,  dass  nimlich  auf  allen  uns  bis 
jetat  bekannten  Bechnungswegen  mono- 
gene Functionen  entstehen,  rechtfer- 
tigt es,  wenn  wir  von  jetzt  an  den  Be- 
griff der  Function  mit  dem  der  Mono- 
genit&t  ohne  Weiteres  identificiren. 

7)  Geometrische  Darstellung 
der  Bedingung,  welcher  die 
Functionen  complezer  Varia* 
blen  genügen« 

Sei  jetzt: 

wo  also  u  und  v  reelle  Functionen  Ton 
X  und  y  ^ind«  Es  ist  offenbar,  wenn 
man  s  =  ar+yi  nach  x  und  dann  nach  y 
differenziirt,  also  im  ersten  Falle  y,  im 
zweiten  x  constant  denkt: 

dx  d»""   '         dy        ""  dy      ' 

I^SOS 


dy       dy"  d#      dx' 

also    da  der  reeUe  nnd  der  imaginire 
Theil  einzeln  gleich  sein  müssen : 

-.  dl* dtf 

und: 

dv  _  du 
dy  ""  dx* 

Diese  Bedingungen,  welche  zwischen 
dem  reellen  und  dem  mit  •  mnltiplicir- 
ten  Theil  ron  ^(»}  gelten  müssen,  sind 
nothwendig  und  ausreichend,  damit  die 
Function  monogen  sei. 

Wir  wollen  dieser  Bedingung  noch 
einen  geometrischen  Ausdruck  geben. 

Ebenso  wie  wir  uns  früher  eine  Ebene 
gedacht  haben,  auf  der  jedem  Werthe 
Yon  %  ein  Punkt  entspricht,  dessen  Oo* 
ordinaten  x  und  y  sind,  können  wir  uns 
eine  zweite  Ebene  denken,  deren  ein- 
zelne Punkte  den  Werthen  von  f{%)  der- 
art entsprechen,  dass  das  zu  ^(z)  gehö- 
rige 11  und  V  bezüglich  Absdsse  and 
Ordinate  des  entsprechenden  Punktes 
sind.  Ist  f{z)  eine  mehrdeutige  Func- 
tion, so  wird  jedem  der  n  BllSter,  auf 
welchem  wir  uns  z  denken,  auch  ein 
Blatt  für  f{%)  entsprechen.  Die  Eben«! 
auf  welcher  die  Punkte  %  dargestellt  sind, 
wollen  wir  die  erste,  diejenige,  auf  wel- 
cher /(z)  daigestellt  ist,  die  zweite  I(ben« 
nennen.  Zu  jedem  Punkte  z  auf  der  er* 
•ten,  gehört  dann  ein  Punkt  f{t)  auf 
der  zweiten  Ebene. 

Fiziren  wir  jetat  drei  Punkte  auf  der 
ersten  Ebene,  o,  6  nnd  c,  welche  nicht 
in  grader  Linie  liegen,  nnd  nehmen  wif 
an,  dass  die  Entfernung  je  zweier  dieser 
Punkte  verschwindend  klein  sei.  Seien 
Xf  y  die  Coordinaten  des  ersten  Punk» 
les  <t,  x-\-dx,  y+^fy  die  de«  zweiten  6| 
x-^dx,  y+(fy  die  des  dritten  Punktes  c. 
Die  Enuemnng  ist  dann  bekanntlich;  - 

dio  Entfernung  i 

#c=y(cr««+ify*) 


HöMtY-"- 


'HOM^'-"- 
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*<?=  Yiäx-^xy-j-idy-dyy.  jy^  ^^^  ,,  „ßj!  ^  Fnndionen  von  ar  iiiid 

Diesen    drei    Punkten    entsprechen  nnn  y  sind,  so  hnC  man: 
auf    der   sweiten   Ebene   ebenfalls  drei,  ^^  ^ 

A,  Ä,  6'   deren  Coordinaten  wir  be«eich-  ^^^^J^^"^  KL^'' 

nen  bezQgtich  tait:  ^  ^ 

u+cfi«,  »  +  cf«^.  ®^®'^  ^"^®'*  Gleichung  1): 

nnd  man  hat:  ,         ^  j    •  ^  j 

ilC-=y(<^«*+<fv*)i  woran«  aieh  dann  «rgibt: 

d.  h. :  endlich  viel  kleine  Bechtecke  entstehen. 

Jedem  derselben  entspricht  ani  der  swei- 
tea  Ebene  ebenfalls  ein  Secfateck.     Je- 
der der  graden  Linien  aber  wird  im  AH- 
Gani  ebenso  folgt:  gwneinen    eine  Curve   auf  der   awviten 

Ebene   entsprechen.     Man  hat  aUo  ala 

^^_-|//^\*  ,   /?!jV.4icw  Abbildung  der  zwei  Schaaren  sich  recht- 

f  \dx)        \3y/  winklig  schneidender  graden  Linien  swei 

Schaaren  sieh  rechtwinklig  schneidender 
Cnnren.    Die  Gestalt  der  ersten   beiden 
Schaaren  bedarf  natftriicb  keiner  weitem 
^  \^i  Veranschanlichung.    Zeichnet  man  daher 

AD    D^     Alt       L    L  ^^  *^*  Werthe  von  a  die  Schaaren  von 

ABiUC:Aiisab:bei  «c,  Gurren,  welche   f(»)  vorsteUen,   so  hat 

oderi  man  eine  bildliche  Darstellung  des  Gan- 

„Wenn  drei  unendlich  nahe  Funkte  auf  g«»  ^er  Function,  und  wenn  man  »u  ir- 
der  ersten  Ebene  in  einem  Dreiecke  lie-  f*"^  einem  Punkte  Abscissen  und  Or- 
gen,  so  liegen  die  entsprechenden  Punkte  «Mten  seichiiet,  so  geben  deren  lAn- 
auf  der  zweiten  Ebene  in  einem  Dreiecke,  «•»  .^f»  «»"««  Theil  u  und  den  mit  • 
welches  dem  ersten  ühnlich  ist,  falls  die  mnltipharten  Theü  v  des  entsprechen- 
Entfemungen  unendlich  klein  sind.**  ««»  Punktes  von  f{t)  an. 

Es  Usst  sich  aber  auch  zeigen,   dass 
Da  man  nun  jede  Figur  in  Dr^ecke  ft,  jede  Abbildung  einer  Ebene  anf  eine 
theilen    kann^  so    entspncht  überhaupt  ^^^^  ^^^  Gleichungen: 
jeder  von  beliebigen  Punkten  s  gebilde-  j^         aI^  ä^         a^ 

tut,  unendlich  kleinen  Figur  der  ersten  *!-.  ^21     ££=  X  — 

Ebene  eine  von  den  entsprechenden  Funk-  oy"^  —  dx'    dy  ^       ddp 

JJ"  f(«)  gebildeten  ahnliche  Figur  auf  gtattfinden,  wo  die  obem  und  untern 
der^aweJten«      ^     .        «,  ^     .        Zeichen  einander  entsprechen*    Im  Falle 

Wettn  irgend  einer  F^r  enf  einet  ^^,  ^^itm  Zeidien  erhilt  man  dieselben 
Fliehe  eine  andere  auf  einer  sw^ten  so  Gleichungen  wie  im  FaUe  der  untert, 
entspncht,  dMs  die  unendlich  kleinen  ^^nn  man  u  und  e,  also  die  Axen  ver- 
Theile  beider  entsprechend  ih^ch  sind,  t^^^geht.  Es  ist  also  eine  Fanction  von 
so  jedoeh,  dasf  die  YerhUtnisszahl  nidit  ,  yoUst&ndig  definirt,  indem  man  sagt, 
f&r  die  ganzen  Figuren  diesdbe  bleibt»  .je  gel  die  Abbildung  der  Variablen  x 
■o  nennt  man  die  Figuren  Abbildungen  ^^f  ^jn^r  Ebene, 
von  einander.  Eine  monogene  Function  ^i^  beweisen  daher  noch  den  obigen 
r(z)  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  ihre  g^^ 

Darstellung  eine  solche  Abbildung  der  ^^^  beliebige,  onMidlSdi  kleine  Llnge 
Yanable  a  Ist.  Denke  man  sieh  s.  B,  zwischen  den  Punkten  x,  y  und  jr  +  A, 
eine  Schaar  von  graden  Linien  gezogen  yj^j^  j.^  gegeben  durch  den  Ansdrtck: 
in  der  ersten  Ebene,  welche  der  Axe  „,,  .     ,  , 

der  «,  und  eine  zweite,  welche  der  Axe  y(«»«+rfy«)=y(A"+fc"). 

der  y  parallel  itt.  so  werden  daraus  nn«  Die  L&ngo  einer  Linie,  deren  Endpunkte 
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«I,  9   und  ti',  «'  in  Coordinaten  habM,  _8}n  m 

and  welche  als  die  Abbildangen  derobi-  ^'"cot  jp* 

Ken  Pnnkte  betrachtet  werden,  ist: 

also  nach  Formel  VIII.  des  Abschnitt  5): 


/(S'-^^'y+S'+^'V. 


ifsin«  4f  cos  « 

cos« — -, sinjr 


if  tg  X  _  dx  dx 

Was  nnn  anch  k  und  k  seien,  so  muss,      dir    ~~  cos«* 

wenn  Aehnlichkeit  der  nnendlich  kleinen  cosc'  +  sin«* 

Fignren,  welche  besftglicb  «,  y  nnd  «i,  •  ^ i~~"» 

nmgeben,  stattfinden  soll,   die  Qleichang  ^" 

erfüllt  sein:  d.  h. : 

'  '  _  if  v/1       i.t\      ' '^'*'^  ™**>  "<><^n  *">  die  Grossen  cot  «, 

—  Iff(»*+«  ),      secx,  cosec«,  durch  die  Gleichungen: 

wo  M  von    k  und  ik  unabhängig  ist  —  ♦    —   ^  _     1 

Erhebt  man  ins  Quadrat,  nnd  setzt  die  tg«*     "^*"' cosäT* 

mit  A>,  A>,  *,  ik  mnltiplicirten  Glieder  . 

einsein  gleich,  io  kommt:  cosoc«=: 

'dii\« 


©v©'=^)%e)-=«-. 


sm« 
so  gibt  die  Formel: 


d.  h.: 


also: 


d«__ du     d«      j_d© 


rfcot«  1         1 


also: 


dm  tgx*  cos«** 

<lcot« 1 

dx  sin  «*• 


d  sec  sr  1 

wie  oben  gesagt  wurde.  — j^  =  JJ^  ■'"  *» 

8)  Vom  Differeniiiren  der  tri-  d.  h. : 

gonometrischen  Functionen.  d%%e» 

Die  trigonometrisdienlhinctionen  lassen  "dbT  "  **^*  ^** 
sich  immer  auf  Exponentialgrössen  su- 

rflckffthren,  jedoch  wird  es  gut  sein,  hier  rfcosecjg_         1 

noch  ihre  Differentialquotienten    amm-  £          "iin*«^^** 

geben«  ^ 

Be    ist    UMh   Fomel    Z«   dei   AK*  ^^' 

schnittt  6)t  tf  cotee  m 


=  — cotec«cot:r. 


^ ,  Sei: 


und  da  man  hat:  arctin«=y. 

•     =cot«+isin«,  tltty=:«, 

<f  cot  «  ,  .  rf sin«    .  ,  also: 

— 7— -H— T — sTtcotdr-^sindr.  . 

dx  dx  dx 

-2-=:OOS5f, 

Da  aber  der  reelle  nnd  der  mit  •  mnlti-  ^ 

plidrte  Theil  einieln  gleich  sind:  oder: 

^— sin«,      -—; — =cos«.  -^  - 


dx    "     ""*'         i(« •*•  ite"eoty' 

Et  war  ferner:  d.  h.« 
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dtLrcsinw  _         1  ittt 

du       ~  K(l-**)'  rfaretgr_     1 

Ba  ist  nftmlich:  <*«  l+jr*' 

co8y=:y(l-^8iiiy«)=V(l-««).  I>*  Äbngeiw: 

S«'  f«"«'-  arccotar  =  ^-arctgx 

arccos«=:y,  ^ 

alfo:  isti  so  hat  man  andi: 

«®«y=a^»  .     darcootx  1 


•ys—Biny  und  -^=  — ; — ,  «    *.  .  * 

d^  ^  dx  Biny  Noch  ist: 

d.  h.:  1 

^  «rcsec«=arocos — , 

gare  cos  ag_  1  x 

S       ■"  "  y(l-«»y  also: 

Ferner:  .  _1_ 

(2  arc  sec  jr  1  «r 


arctg«=y   nnd   tgy=«,  __        ^ 

nnd  da: 

1      __        1       1  d  arc  sec » 1 

aarcsin—  -        d  — 

rfarcoosecjf  __ x  1  * 

dx         "        d» 

also: 

(larccosecx 


/ — r  ^' 


dx         "     arV(««-iy 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  sftmmdiche  Arcus  zn  Diiferenzialqaotienten  algebraische 
Functionen  haben,  weldie  nbr  eine  Quadratwurzel  enthalten.  Die  von  arctgx  und 
arc  cot  :r  aber  sind  sogar  eindeutig,  wie  d^r  Differenziak|aotielit  eines  Logarithmus. 

9)  Höhere  Differen  zialquotienten. 

Die  vorigen  Betrachtungen  rechtfertigen  es,  jeden  Differenaialqnolienten  f*  (x) 
als  eine  Function  von  x  zu  betrachten,  denn  es  ist  derselbe  bis  auf  eiinelne 
Punkte  (oder  höchstens  Linien)  continutrlicbv  nnd  kann,  falls  die  Fnactioil  mono- 
gen ist,  wie  wir  voranasetaen,  keine  höhere  Mehrdeutigkeit  haben  als  /(a)t  wie 

dies  aogenblicklich  ans  dem  Ausdrucke:  lim^^^'^''^"'^^*^  folgt.     Offenbar  sind, 

damit: 

in  der  That  unendlich  klein  bleibt,  wenn  die  Function  mehrere  Werthe  hat,  nur 
die  entsprechenden  Werthe  fi{x'\'y)  und  f^{x)  mit  einander  zu  verbinden,  da 
z.  B.  f^  (x  -f- 1^)  und  f^  (x)  einen  endlichen  Unterschied  habeU'  Ausgenommen  sind 
hiervon  die  mehrfachen  Punkte,  wo  fi(x)=f^{x)  wird,  nnd  in  solchen  kann  man 
in  der  That  setzen: 

Es  wird  also  in  einem  solchen  Punkt  der  Pifferenzialquotient  im  AMgemeinen 
auch  einen  mehrfiMhen  Pnnkt  haben,  wenn  auch: 
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ist.    Jedoch  kann  ein  solcher  Paakt  auch  mit  einer  Discontinuitftt  verbanden  sein. 
Wir  wollen  dies  an  Kwei  Beispielen  zeigen. 
Die  Function: 

hat  för  x=0  einen  Doppelpunkt,  nnd  es  ist: 


;^=*' 


> 


ein  Ansdmck,  der  ebenfalls  für  ir=0  einen  Doppelpnnkt  hat.  — -    Sei  jetst  y 
bestimmt  dnrch  die  Gleichung: 

wo  f(x)  und  ff(x)  eindeutige  Functionen  von  x  sein  sollen.     Es  ist  dann: 

Beide  Werthe  haben   immer  einen  endlichen  Unterschied  von  einander,  ausser  in 
den  Funkten,  wo: 

A«)=±t(«). 

also: 

ist.    Diese  Punkte  sind  also  Doppelpunkte.    Differensüren  wir  jetzt  unsere  Glei- 
chung nach  dp,  so  kommt: 

d.  h.: 

du 
In  den  Doppelpunkten  aber,  wo  yz=:f(x)  war,  wird  -^  unendlich  gross,    es  tritt 

also  in  der  That  Discontinuit&t  ein. 

Es  ist  sonach  gerechtfertigt,  einen  Dififerenzialquotienten  wieder  su  differen- 
ziiren,  und  wir  bezeichnen  dies  durch  folgende  Ausdrücke: 


dx*  dx 

und  dieser  Ausdruck  heisst  zweiter  Differenzialquotient  von  f(x)  nach  x  genommen, 
femer : 


dx*  dx 


«— 1 


^(")(x)=£l^)=?L__W. 


dt"       «^ 

Durch   diese  Formeln    sind  die  hohem  Dififerenzialquotienten  einer  Function  von 
einer  Variablen  völlig  definirt. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  aber  auch  die  Functionen  von  mehreren  Varia- 
blen behandeln.    Sei  gegeben  /*(«,  y,  2),  ^o  hat  man: 


d^'-'f 


d 


^r_  \dx)    av_  5??  dV^   dx"""* 

x-^"     dx    '    da?»  """ST     •   •  •    .  n  3^      ' 


d«»        dx    '    d«»         dx      '  '  *    ^  n  3« 

Man  kann  aber  auch  erst  nach  einer  Veränderlichen  und  dann  nach  der  andern 
differenziiren.  Wird  z.  B.  erst  nach  x  und  dann  nach  y  differenziirt,  und  dann 
umgekehrt,  so  hat  man : 

83 
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•&0  .HJO 


dy  fix 

Es  läset  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  diese  Ausdrücke  gleich  sind.     Denn   ea   ist 


d 


dx 


Derselbe  Ausdmek  wOrde  sich  aber  anch  ergeben,  wenn  man  -^  bildet.     I>nrrh 

dx 

Wiederholung  dieses  Verfahrens  yerificirt  man  nnn  leicht  die  Gleicbnngen: 

dx'  dy*" 

d.  h.: 

„Wird  nach  mehreren  Variablen  differenziirt,  so  kommt  es  anf  die  Ordnung 
des  Differensiirens  nicht  an.^' 

Es  ergibt  sich  nun  leicht  die  Bedeutung  der  Formeln : 

dx  dy  dy  dx 

d^'-^Pfix.y)  ^  _d£^       dyP 

dx'^d^  dl/P    ""    dar"   ' 

d'^-^P'^^fix.y.z)    d9  rd"+^ 


dx'^d/dz^  dz^ldx^'dyP 


Beispiel.    Sei: 
80  ist: 


/•(«,  y)=«y«+y«% 

^  =  i^(y«+lixy)=2y+2*, 
ä^y  =  ^(2y+2x)=2, 


Von  sftmmtlichen  totalen  und  partiellen  Differensialgieichungen  gilt  noch  fol- 
gender Satz: 

.,Ist  eine  monogene  Function  ron  einer  oder  mehreren  Variablen  gegeben,  so 
sind  auch  alle  ihre  Dififerenzialquotienten  monogen." 

Es  braucht  dieser  Sau  nur  fOr  den  ersten  Differensialquotienten  nach  iigend 
einer  Variable  bewiesen  su  werden,  da  er  sich  durch  Wiederholung  des  Verfahrens 
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auf  Differenzial(tnotienten  von  beliebiger  Ordnnag  nnd  nach  beliebigen  Variableu 
erweisen  l&sst.  —  Sei  nun: 

*  =  x+yi, 
und: 

femer : 

In  Abschnitt  6)  zeigten  wir,  dass  man  hat : 

also: 
und: 

woraus  sich  dann  ergibt: 

,__oti__     d©         ^ dv__     du 

^  dx"     dy^  dx"     dy 

Durch  Differensiiren  folgt: 

dii'        d^ii       ^'  dHt       d«^         ds«       dv'        d*v 


dy         dz  dy*     dx  dx  dy*     dx        dxdy*     dy        dx  dy* 

also : 

dy  "^     dx*     dx   "  dy 

welches  die  in  Abschnitt  6)  entwiekelton  Gleichungen  der  Monogenität  sind. 
Indess  folgt  dieser  Satz  auch  schon  aus  der  Betrachtung,  da&s: 

also  die  Grenze  einer  Differenz  ist»  wo  der  Zuwachs  y  als  constant  betrachtet 
werden  kann.  —  Dieser  Satz  ist  nicht  mehr  richtig,  wenn  die  Function  discon- 
tinuirlich  is^. 

Mau  spricht  auch  von  hohem  Differonsialen,  und  definirt  sie  durch  die  Glei- 
chungen: 


d^  f=-r^dx*,      d*f=  --i  dx^ 


•  •> 


dP'  ^dyf=z  i hx^dg^    .  .  . 

dx^dy^ 

Auch  haben  die  Functionen  mehrerer  Variablen  totale  Differenziale  höherer  Ord- 
nung.   Es  war  nämlich,  wenn  x,  y  Ton  einander  unabhängige  Variable  sind : 

Hierin  sind  die  Vermehrungen  dtr,  dy  unendlich  kleine  von  einander  unabhängige 
Grossen,  die  man  als  constant  betra<»iten  muss.  Man  kann  also  mit  Anwendung 
derselben  Regel  auch  das  totale  Differenzial  ron  df  bilden ,  welches  mit  d*f  be- 
zeichnet wird,  indem  man  erst  nadi  x  und  dann  nach  y  differenziirt : 


d*f  d»/  d^f 


und  indem  man  so  fortlährt: 

83' 
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d*  f  d*f  d*f  d*f 

d^  f=  gJ^rfx»+  3  ^^  <fa.  dy+3  5^.  rf*  rf,.  +  ,-J  <%,«. 

Der  ganze  Mechanismus  der  Rechnung  zeigt,  dass  sich  hierbei  die  Binomialeoeffi- 
cienten  als  Zahlenfactorcn  einstellen.    Setzt  man  also: 


«i-".    "2--1T2     •  *  •  "»-  1-2. ..» 


80  hat  man : 


+  •  •  •  — :;  «y  - 

Es  kann  diese  Formel  auch  dargestellt  werden  durch  den  Ausdruck: 

2)      <fn',  y) = «,7+». V~ '  ^^+»« C"'  ^'  ^+  •  •  •  +^''  ^' 

wenn  man  auf  die  oben  eingeführten  Differenzialseichen  aclitet.  Symbolisch  kann 
diese  Formel  auch  geschrieben  werden: 

8)  ^n*,  y)={d^+d^f  fix,  y). 

Der  Sinn  dieser  Bezeichnung  ist  der   folgende.    Es  werden  d    und  d     zunächst 

als  Grössen  betrachtet,  nnd  (d  -^d  )     nach   dem    Binomischen   Satze   entwickelt, 

X      y  ■        , 

dann  aber  die  Bedeutung  der  Froducte  b  '•  d  ^  •  f(Xf  y),  welche  sich  hierbei  ein- 
stellen,  derart  ersetzt,  dass  man  darunter  dasjenige  Differenzial  versteht ,  welche« 
mit  d  'd  ^  f{x,  y)  bezeichnet  wurde.  Leicht  zeigt  sich  auch,  dass  man  in  giei- 
eher  Bymbolischer  Darstellung  hat: 

4)  iffix,,  «,  .  .  .  ',)=(^^+»:,+  •••+*,  ffi'i'  *•  •  •  •  *,)• 

um'  diese  Formel   zu   beweisen,  bemerke  man,  dass  der  ganze  Mechanismus 
der  Ableitung  mit  diesem  übereinstimmt,  wenn  man  die  nte  Potenz  eines  Poljnoms 

(iij-f-Wj-j-  ...««)     entwickelt. 

Indess  kann  man  die  Formel  4)  noch  auf  eine  andere  Art  direct  beweisen. 

Durch  wiederholtes  Differenziiren  erh&lt  man  nämlich  offenbar  AuBdrucke  Ton 
der  Gestalt: 

also  endlich: 

f    f    x^        x^  x^ 

=  ^   A. dx,""»^  rfr,«>  .  ..  dx' 

ff  «.  *     ' 

dx^''^dx^''»...dx^  ' 

wo: 
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ist  und  die  Ausdrücke  A»  zu  bestimmende  Zahlencoefiicienten  vorstellen.  —  Man 

hat  also  in  der  That  einen  Ausdruck  rechts ,  wie  ihn  die  EntwickeluDg  der  nten 
Potenz  des  symbolischen  Polynoms: 

angibt,  und  es  k&me  nur  auf  die  Uebereinstimorang  der  beiderseitigen  Coeflficien- 
ten  an.  Diese  lassen  sich  aber  ermitteln,  wenn  man  der  Function  f  einen  be- 
stimmten Werth  gibt.    Sei  demgemass: 

wo  a^,  a,  .  .  .  a^  Constanten  vorstellen,  so  hat  man: 

und  Indem  man  so  fortHUirt: 

Andererseits  aber  ist: 

— ^  =  n(ii-l)  .  .  .  (ii-«+l)(fl,«^+«,4r,-f  .  .  .    4-1»  a,  )»-«!  «  «i, 
da:  "t  *   *  P 

P 
also: 


d*f 


a 


n 


^=»(--1)  .  .  .  2.10.«»  a,"«  ...a/, 

also : 

und  diese  Formel  zeigt,  wenn  man  ii^=a^d!xi,  ti,  =  <i,d!r,  .  .  .  setzt,  dass  A^ 

mit  dem  CoefBcienten  von  « ^  ^  ti,  *  .  .  .  ti  in  der  Entwickelung  von  («L+Ka 
+  •  •  -  +^.)     übereinstimmt,  was  zu  beweisen  war. 

10)  Transformation  der  Dif f erenziale  und   Diff er enzialqno- 
tienten.    Vom  Diff erenziiren  unentwickelter  Functionen. 

Ist  eine  Grösse  nicht  entwickelt,  sondern  durch  die  Gleichung  gegeben: 

f{»,  y)=o, 

80  kann  man  ihre  verschiedenen  Differensiale  und  Difforensialquotienten  durch 
Differenziiren  dieser  Gleichung  finden ,  wobei  dann  x  und  y  nicht  von  einander 
nnabhängige  Veränderliche ,  sondern  y  als  eine  Function  von  x  zu  betrachten  ist. 
Offenbar  sind  unter  dieser  Yoranssetaung  s&mmtliche  Differenaialqnotienten  von 
f(xy  y)  gleich  Null.    Also  wenn  man  setzt: 
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a«3 


-1  4-9         '     ,/4.  -_lf/'t  4.V  „//-A 


Die  erste  Gleichung  gibt: 


y'= 


dy 


Setzt  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  kann  man  daran«  y'% 
durch  Einsetzen  beider  Werthe  in  die  dritte  y"'  n.  s.  w. ,  also  alle  Differenzial- 
quotienten  von  y  nach  x  erhalten. 

Statt  des  i^ufsuchens  des  Differenzialqnotienten  kann  man  auch  das  Differen- 

zial  dy  finden.    Es  ist  dabei  zu  berücksichtigen,   dass  dyzz-^dx^  also  dy  und  alle 

X  ^ 

höheren  Differenzialqnotienten  d^y  «  .  .  Functionen  von  x  sind,  dagegen  war  x 
als  unabhängige  Variable  betrachtet;  es  ist  also  dx:=.y  constant  zu  denken,  und 
daher  d'*x:=zd*x  ...  =0  zu  setzen.    Man  hat: 


Seien  jetzt  zwei  Functionen  von  x  und  y  gegeben  durch  die  Gleichungen ; 

/"(«»  yi  »)=0,    fi,  («,  y,  2)=0, 
so  sind  <fy,  dz  als  Functionen  yon  x  zu  betrachten,  und  man  hat: 


^^+*4.-,+^*=o. 


woraus  sich  -f-  und -=-  durch  Auflösen  von  linearen  Gleichungen  ergeben.    Femer: 
dx  dx 

und  eine  ähnliche  Gleichung,  welche  aus  dieser  entsteht,  wenn  man  f  mit  f^  ver- 

tauscht.      Beide  geben  d^y   und  </*2,  also  durch  Dividiren  mit  dx*  :  -r-^,  -r-;. 

Auch  hätte  man  gleich  so  differemiiren  kOnnen ,  dass  man  statt  der  Dififerensiale 
die  Dififerenzialqnotienten  genommen  hätte,  was  natttrlich  dasselbe  Resultat  gibt. 
Ganz  ebenso  verfährt  man,  wenn  mehr  als  drei  Variablen  vorkommen ,  also  wenn 
man  n— 1  Gleichungen  mit  u  Variablen  hat. 
Sucht  man  aus  den  Gleichungen: 
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nur  die  ersten  Differenzialo  oder  Differenzialqnotienten^  so  hat  man  die  Gleichnn« 
gen  aoftnlösen: 


^ 
<»*. 


«foi+ 


K 


n—  I 


dx. 


<ir,+  .  .  .    + 


^L 


f»— 1 


dx 


&,=o. 


Setzt  man: 


-"'■  '  tr-**- 


*^«-. 


ö«. 


_„  (»-') 


=« 


nnd: 


9   = 

f 


•  •   • 


,(«-«) 
(••-') 


'«-I 


(0-      (0 


f  —  I 


.   .   u 


«— 1 


I+l 


0 
0 


(n-1) 


:  V 


so  erhält  man  bekanntlich  als  Auflösungen: 

dx^ :  d!x,  :  dxg  .  .  .  idx  —v^  •  (^s^  ^s  •  • 

Ist  aber  die  Anzahl  der  Variablen  noch  ««  4i«  A^ahl  der  Gleichungen  klei- 
ner als  fi— 1,  etwa  gleich  ii-*f »  so  können  ii^s  Grössen  ida  Functionen  der  s 
übrigen  betrachtet ,  und  die  totalen  oder  die  partiellen  Differenziale  abgeleitet 
werden. 

Letzteres  geschieht,  indem  man  von  den  unabhängigen  Variablen  alle  bis  auf 
eine  als  constant  betrachtet  Also  z.  B.  wenn  nar  eine  Gleichung  mit  drei  Va- 
riablen gegeben  ist: 

kann  man  y  nnd  s  als  Functionen  von  x  betrachten.    Man  hat: 

bx'^  d%  dx^^'       dy  "*■  dz  ay"""* 

dx»"*"  «)*  02  d«  "^  dz»  W/  "*■  a«  dx« "  ' 

dy«"^^  ä^Si"  dy  ■*■  d,«  \dy/  "*"  d*  dy«  ""' 
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*  - 

und   wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  nach  y  oder  die  zweite  nach  sc  dÜTe- 
rensiirt: 

h^f         d^f  dz        d^f   dt       d^fdzdz      df   «)«i        _ 

da;  dy       dx  ds  d«      dy  d«  dy       dz*  dx  dy      d»  dx  dy 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich: 

d»d«     a»«        dH       du 

dxd^'    di^'     d^'    dy*  '  *  ' 

Sollte  man  dagegen  die  totalen  Differenziale  von  z  finden,  so  hat  man: 

d^f  d^f  da/  d^f  d'f  .      .  d*  f 

ans  welchen  Gleichungen  sich  dz,  d*z  .  .  •  ergibt. 

Seien  jetzt  gegeben  die  Differenzialquotienten : 

dy     d*y     d*^ 

dx     dx^^    dx*' 

Es  soll  statt  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  eine  andere  u  eingef&hrt  werden, 
welche  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

Da  M  unabh&ngige  Veränderliche  ist,  so  hat  man: 


also: 


dy 

4^ 

dx: 

• 

dx^' 

du 
dx 
du 

> 

ferner: 


,  dy      j(dy  ,  dx\       dx  d*y      dy  d*x 
•y  _      dx  _    VSi  '  du/  _  du  du*       du  du"^ 


d*y  ^     du  V 
du 


dx*        dx  dx 

du 
d_(d*y\ 


WxV  __  r(dfp\*  d*y_^  dx  d*x  dy       d^  /d*x\* 
dx       "  L\dii/    du*       du  du*  du^    du*  \du*) 


_dxdyd*x\      /rfrV 
du  du  du*J  '  \du/ 


dx     d*  X     d*  X 
Aus  diesen  Gleichungen  schafft  man  fort  die  Grössen  x,  -i-,  -j-^^  -r-^  dnrch  die 

Gleichung: 

^(«.  y»  •')=0, 
und  ihre  Differenzialquotienten: 

dy  dx       dy  dy    .^^r. 
dx  du'^  dy  du'^du"^'. 
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^«*    \du/  "•"  «)y»   \rfii/  "^  du*  "^    Vdo:  ^y  (/»  du '^  dx  du  du '^  dy  du  du)  dx  du* 

dyd>y 

•  •  • 

•  •  • 

Es  Bind  dann  -|,  ^  .  .  .  ausgedrückt  durch  y,  ii,^,  0  .  .  .,  also  x  TÖllig 
eliminirt. 

äS'  5»»  •  •  '  5"'  5~»  ' '  •  S^ßöben  sein,  und  statt  der  unabhängigen 
Veränderlichen  x,  y  nun  «,  u  mittels  der  Gleichungen: 

y(«,  y,  »,  «,  0=0,    V(*,  y,  z,  I«,  0=0 

eingefQhrt  werden,  so  wäre  dies  Verfahren  nur  zu  wiederholen,  indem  man  erst 
X  und  dann  y  als  unabhängige  Variable  betrachtet,  also  im  ersten  Falle  «,  im 
zweiten  x  constant  denkt. 

Man  hat  dann  zu  setzen  z.  B. : 

d«  _  ^  d*   d »  dl« 

dx  "  dx  dx       du  dx* 


d^ 

dx 


r«   d«a  W/  "^^  d<  du  dx  dx  "*"  VdttV  \dx/  '^did^'^did^ 


und  die  Grössen: 

da?'     da?'    d««'    däc*' 
sind  zu  eliminiren  mittels  dieser  und  der  Gleichungen : 

dy»       d y  da;       ^yd*j^^V^_/^ 
dx  "*■  dT  di  "^  "57  di'^dSTdi"'^' 

und  der  ähnlichen,   worin  ^  an  die  Stelle  von  y  tritt,   sowie  den  höheren  Diffe- 
renzialen  der  Gleichung  </.=0  und  ip=iO. 

Für    die  Differenzialquotienten   nach   y  finden   natürlich  ähnliche    Gleichun- 
gen statt. 

Seien  jetzt  gegeben  wieder  die  Grössen  ^,  j-|,  r-2.    Es  soll   nicht  allein 

die  unabhängige  Variable  x,   sondern  auch  die  abhängige  ersetzt  werden  durch  v 
und  u  mittels  der  Gleichungen: 

f(^y  y,  »,  ««)a=0,     ^ix,  y,  t»,  tt)  =  0, 
u  aber  unabhängige  Veränderliche  sein.     Durch  Differenziiren  dieser  beiden  Glei- 
chungen nach  u  erhält  man  zwei  Beziehungen  zwischen  —,  -r-j  -r-,    und    durch 

du    du    du 

abermaliges  Differenziiren    wieder  zwei  zwischen  -r-r,  ---?,  —f  .  .  .    Man  kann 

all*    du*    du* 

also  in  den  eben  gefundenen  Ausdrftcken  für  -r^,  -;-^  ...    die    darin  vorkom- 

dx     dx* 
menden  Grössen: 

dy       dx     d*y     d*x 

du'    'S'    S?'    5?  •  •  • 

«_       ,      ,  df>     d*x 

ansdrücken  durch  «,  v,  -j-,  —  .  .  .,  so  dasp  x  und  y  völlig  eliminirt  sind. 
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^         Ebenso  verfährt  man,   wenn  mehr  als  eine  unabhängige  Variable    gegeben 
ist.  —  Als  Beispiel  diene  der  Fall,  wo  man  hat: 

dr     dr      dr 

äi'    V    di' 

und  diese  Grossen  ersetzt   werden   sollen  dnrch  die  Differenzialqaotienten  Ton  r 
nach  w,  v,  tr,  wenn  gegeben  ist: 

«=^(*i  y,  «)i     v  =  (f(x,  y,  2),    ir=:^(x,  y,  »). 
Es  ist: 

dr dr  du       dr  dv        dr  dw 

^^"^     ^HM    ^"^^^     ^"^*      *^*     ^BM     ^Mv^      ^^v     ^a^H^       m^^^ 

dx       dudx       dv  dx       du>  dx^ 

du df     dv  ^dtf>     dw       dtp 

dx       dx*    dx  "  dx*    dx  "  dx* 

dr  dr 
und  indem   man  ebenso  mit  -r-  ?-  verfUirt,  erhält  man : 

dr       dr  df      dr  d'^       dr  d\fß 
dx       du  dx       dv  ox        die  dx^ 
dr  _  drdf 
dy  "^  du  dy 

dr  _^^, 

Aus  T^,  T^,  v^  .  .  .    lässt  sich  x,  y,  z  eliminiren  mittels  der  Werthe  von 
dx   dx*  dy  '  '' 

if,  V  und  tr. 

Haben    aber  die  Gleichungen,   aus  welchen  x,  y,  »  sn  bestimmen  ist,   die 
Gestalt: 

x=f(u,  V,  fc),    y-(f{u,  1;,  fp),    2  =  ^(«.  f?,  »), 
so  findet  man  t-,  t-»  g—i  5"  •  •  •  ^'»'^^  folgende  Gleichungen: 

dx_^^_^dfdudfbv       df  dw 
dx"    ^dudxdvdxdwdx' 
du  d  (f.  du       dtf-  dv       d(f>  du> 

dtr  ^n  dd;       dv  dx       dio  da; 

djp  ~    ~  dt«  d«       dv   dx       ow  dx  * 

drei  Gleichungen,  welche: 

du     dv     dw 

dx'    dx*    dx 
geben.    Ebenso  erh&lt  man  mittels  der  Gleichungen: 

!f^0    -^-1    --0 

dy-^*    dy'^*    dy-^* 

^-0    ^-0    --1 
dj-"'   dz"^*  dz"^* 

du     dv     dw       «  «"tf     du      dw 

Wären  endlich  gegeben  die  Gleichungen : 

f(x,  y,  «,  M,  f>,  ir)  =  0,     ^'  =  0,     ^=0i 
wo  ^  und  tp  ebenfalls  alle  6  Veränderlichen  enthielten,  so  hätte  man: 

dx  "*  du  dar       dv  dx      dw  dx 
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dtf  d^  du  dy  ö©  d#/.  ^_^ 

Sf  du  dx  dv  dx  dip  dx  "~   ' 

d0  d^  du  d^  dt)  d^  dfp^^ 

5i^  '  du  dx  dv  dx  die  dx  " 

-.«     .  dw  d«  diu  o  .  .      ^(a:)    -^ 

snr  Bestimmung  von  t-»T"»t~'  •***  '**   ~7~\  "*'  «  =  «: 

Die  Dififerenzialquotienten  nach  y  und  ^(a)=:tf.(a)=0, 

X  ergeben  sich  gans  ebenso,   wenn  man  ^  ^                 ..  .   ^      .  *    i-^i 

überlu   statt  nach  x,  bezüglich  nach  y  »<>  .»«*»'  ?!*J.  ««?f^«*  ;?+•'  '^^^'J^^ 

und  »  differenziirt.     '          **                 "^  k  eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.    Man 

hat  dann: 

Die     höheren     Differenzialqnotienten  ...        //  j_  \ 

von  r  sind  ebenso  zu  finden,  wenn  man  '  W  _  /(<*+*') 

dr      dr     dr  tf  M      q-  (a+vV 

die  Werthe  von  t-,    3-,    -r-  unter  der  ,       ,        ^^  '      Vm.!          ^   w 

dx     dy     dz  oder  da  man  vom  Zähler   und   Nenner 

Berftcksichtignng »   dass  r  eine  Function  die  verschwindenden  Grössen  f(a)  und 

von  11,  09  10,  diese  Grössen  aber  von  r,  y  (a)  abziehen  kann : 

y,    s   abhängig  sind,    differenziirt,   nnä  /'(«+'')— ^(a) 

ebenso  mit  den  Differensialquotienten  von  ..  ^ 

f,  y,  ^  verfährt.  iSS.  = ^ . 

11)     Auffindung    der    Werthe  ^^'  J 

einer   Eunction,    welche     unter 

unbestimmter  Form  erscheinen.  För  Zähler  und  Kenner  kann  man  aber 

TT  .      .       ^    ^  .     ,      A     I    •  i^i*®  Grenzen  f&r  verschwindend  kleines 

Unbesnmmte  Form«!  m  der  Analysie  „  g^h^gib,     „„^  hat  für  »=«: 

Sind    unter    andenn    die    Ausdrucke   %,  ' 

00  ^  /"(*)    rw 

— ,  da  jede  endliche  Grössf  a  mitOmul-  äTfr)  ^  aUai' 

gibt.    Es  folgt  also  hieran»:  ^^j  ^,(„j  ^„^  ^.^^^  gleichzeitig  NnU 


a 


0=0,    oder    a=|,  ^^^^  unendlich  werden. 


00  Beispiel. 

00  Sei  gegeben: 

wo  a  ganz  beliebig  ist.    Nehmen  aber  ...        ^    a^ 

zwei  Functionen  von  x,  f(x)  und  y(a?),  '  W ...  *  ""^ 

für  einen  bestimmten  Werth  von  x,  gleich-  ^  (')  "*       ^     ' 

zeitig  die  Werthe  0  oder  co  an,  so  kann  ein  Ausdruck,  welcher  *  wird  für: 

der  Quotient  doch  mit  keiner  grösseren  ^ 

Mehrdeutigkeit    behaftet   sein,    als  sich  ^^^* 

aus  den  allgemeinen  Werthen  der  Func-  Man  erhält: 

iionen  selbst  ergibt.    Sei  s.  B.  gegeben  f  M       x            x 

der  Ausdruck:  -j-f^zz  a  Iga— 6  lg6, 

9'  W 


«•-«« 


also  für  xzzO: 


x—a 

X      iX 


80  wird   derselbe  für  x:=a  den  Werth  ^  — ^  =lc^. 

f  annehmen.     Denkt   man   sich  indess  x  b' 

zunächst  X  um  ein  beliebig  Kleines  von  ^^^^^^  ^^^^  gj^  f^r  x^V. 
tt  unterschieden,  und  behandelt  den  Aus- 

druck  nach  allgemeinen  Regeln,  wo  sich  ^g^   =  -  =  1 

dann  ergibt:  x—l      x^  ' 

ar»-««  ar-1  1  1 

=j:4-csf,  = =  -. 

X  — 1       nx 
und  setzt  dann  a?  =  a,  so  erhält  man  den 
Werth  2«  für  unsern  Bruch.  ^s  \ii9knn  aber  auch  vorkommen^  dass  für 

Die     Diffcrenzialrechnung     gibt     ein   * "" "  ««gleich : 
Mittel,  das   hier  angewandte  Verfahren  f  W^o 

zu  verallgemeinern.  ^-^  {x)    ^ 
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wird.    Indem  man   in  diesem  Falle  das  f(a)  _  9''(«) /A(«)\* 

obige  Verfahren  wiederholt,  erhült  man :  fiM  "^  f  M  v/ (<t)/    ' 

M  =  f!L(2)  oder : 

und  allgemein:  y,(«)  -  y/(„)- 

f(a)  _  ^^'\«)  Mithin  gilt  fÄr  die  Brüche  von  der  :Form 

y  (^)      ^.W  („)  ^  dieselbe  Begel ,  als  für  die  Ton   der 

Wenn   die  «— Iten   ersten  Differenzial-  Form  {. 

quotienten  von  f(x)    und  ^(x),    sowie       j  . 

diese    Functionen    selbst   für  x=:a  der  „^^v  ":"««/"  r™**     "     T* 

Null  gleich  werden.  "^*^  ***'*®  Bemerkung  zu  machen. 

^    .       .    ,  Zu    dem  Ende   beweisen    wir    Xoleen- 

Beispiel.  den  Satz: 

Es  ist  für  «=0:  ,,Wenn  eine  Function  fix)  Ifir   d?  =  a 

bei  endlichem  a  nnendlidi  oder  discon- 
tinuirlich  wird,  so  muss  auch  ihr  Diffe- 
renzialquotient  unendlich  werden." 

_  _  In   der  That   sei  f(x)  unendlich  oder 

6  6'       discontinuirlich  ftr  x=(r,  sei   für    den- 

Hier  nahmen  die  zwei   ersten  Diflferen-   '^^^^^  Werth: 

zialquotienten  die   Form   J   an,  und    es  ,.     fCa+O-^W«  r/ /  v 

war  daher  dreimal  zu  differenziiren.  "^ y -/    W 

sinx'  dsinx*  cosx  einer  endlichen  Grösse  gleich,  so  wSre: 


x— sin«  _  1— cosx  _  sinx 
X»  ~  "  ~3x«  ~   "  l5x" 


cosj:       1 


x-isin2jr         l-co82x  ^(«+»')  =  ^W+»'r(«) 

_3sin  j:  (2cosx*— sinx>)  för  jeden  Zuwachs  y,  und  da  wegen  des 

—  2sin2x  endlichen  f'(<it),  yf\«)  mit  abnehmen- 

o  /n         .     »    .      .V  dou^    f^  verschwindet,    so    müssten    die 

^3cosx(2cosx»~7sinx«)_^  Grössen  fi^-^-y)  und  f(a)  mit  abnehmen. 

4  cos  2x  ^'  dem  y,  was  auch  y  sei,  einen  verschwin- 

f/j^\  dend    kleinen   Unterschied    haben,    mit 

Möge  jetzt  in  dem  Bruche  -^-^    gleich-  andern  Worten,  ^(x)  müsste  für  x=« 

zeitig  der  Zahler  und  der^Äenner  un-  «»"««^?'*<*  •«'"'  ''"  der  Annahme  wi- 
endlich  werden.    Der  Fall  lasst  sich  dann       aS?^J;mo«r««    lat    »,?*r   is^Aiu^    a^ 

sogleich  anf  den  früheren  zurückführen.  ttÄ«  ?- «  f.t.  ^ 

Es  ist*  '**'♦  wo  «-Q0  ist. 

Ans  diesem  auch  im  Uebrigen  wicli- 

1  tigen  Satze  folgt  für  nnsem  Fall,  dass, 

fix)  _  _y  (x)  wenn  : 
y(x)"    3l_'»  .  JTOO^« 

/•(x)  y  («)         GO 

und  also  hier  ein  Bruch  gegeben,  dessen  .      ^.^^  ^^^^  ^.^  ^^  •  •    der   Fall 

Ztihler     und    Nenner    -i_    und  -^       .        .  ,  ^   H*  •  .     r 

y^(')              A(')  ^^^'^   wird,   wenn  a  nicht  =oo  ist.    In- 
gleichzeitig verschwinden.  dess   schliesst  dies  nicht  aus,  dass  sich 
Es  ist  nun,  wenn  man  das  eben  ge-  ^  TW  «nd  y/(«)cingemeinschafyjcher 

gebene  Verfahren  anwendet  •  ^^^^  *"^®*'  ^^^  ^®"«"  Hinwegheben 

fix) 
man  den  wahren  Werth  von  -^-V4  «halt, 

y.(x) 


7^?) 

dx  tf  (x)«' 

rfx  /"(x)* '  cot  X         00 

also  ft&r  x=:a:  und  wenn  man  di£ferensürt: 


Beispiel 

• 

Für  r=0 

ist: 

-C-) 

00 
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,    m  1  F(*)  =  oo     und    /(x)=0 

_ _  =  __*^__8in^  __0  ist     Es  handelt   sich   also  um  Emiitte- 

coto:  1  X  0^  lang  der  gleichfalls  nnbestiromten  Werthe 

gin  ^a  0*,  0^.    Dieselben  lassen  sich  anf  den 

vorigen    Fall  zurückfahren,    wenn   man 
^'°^'  den  Logarithmus    nimmt.     Es  ist  der- 

.    /1\  selbe: 

Es   lasst  sich  übrigens  noch  eine  an-  f(x) 

dere  .  Methode    zur    Entwickelung    des  ^ 

Ausdruckes:  also  in  beiden  Fftllen  rr — ,    oder    man 

CO 

f(^)  _  »  seut  für  den  obigen  Werth: 

yW      «  f{x)_ 

finden.  i        » 

Zunächst   kann   man  7 (x)  =  y  setzen,  TeWfS 

und    den    ans   dieser    Gleichung  zu  be-  ^      ^^^ 

stimmenden   Werth   von  x  in  f(x)  ein-   wodurch  man  die  Form  |  erhalt, 
setzen.     Möge  f{x)-\f,{y)  werden,    so       Beisnicl 
ist  also  zu  untersuchen  der  Bruch:  ^ 

,.  Sei  gegeben: 

5^-^  für  den  Werth  «  =  00,  1 

y  '         .'  _ 

und  es  wird  auch:  y=[^(')J     und  F(ao)  =  oo, 

i/f(y)  =  QO  so  hat  man: 

Wenn  aber  y  unendlich  gross  ist,  so  hat  F{x)   ' 

™^°*  wenn  man  in  der  oben  gegebenen  For- 

und  —  ist  unendlich  klein,  welchen  end-  I'^C*)]    =     pi  \   » 

liehen  Werth  auch  Ä  habe.    Also:  Ist  also  F («)  =  *,  so  hat  man: 

V'(yH-*)  =  V'(y)+A^'(y)»  i 

n  X 

Da  nun  mit  Anwendung  unserer  Begel   wenn  «=:co  ist. 

für  y  =  ao:  Sudien  wir  jetzt  die  Grösse: 

y  ftr  a?=:0,  wenn  F(0)=0  ist 

ist,  so   hat  man  für  diesen  Fall  auch:       Man  hat: 

V'(y)_  v(y+*)-^^(y) 


l^^,  lg(,)=«IgF(.)=:!l4«. 


y 

wo  h  jede  endliche  Zahl,   also  auch  1 
sein  kann.  -» 

Sei  jetzt  gegeben  der  Ausdruck:  also  wenn  man  -  =  11  setzt: 

für  den  Fall,  wo: 


X 


oder:  für  «=00  und  somit: 


4d8 


[F(x)f=     '"^^ 


Also,  wenn  F(x)=zx  ist,  fUr  x=0  oder 
für  «  =  OD  : 


1 
1 


d.  h.: 


«*=1. 


Sei  noch  gesucht: 

wenn     iür     einen     bestimmten    Werth 
Ton  x: 

wird.    Man  hat  also   den   ebenfalls  an- 
bestimmten Ausdruck  1^  zu  finden. 
Man  hat: 

oder: 

lgy  = >~^— =  00. 


r(«)=v(«)=o 

wird  unzureichend,  wenn  alle  IKffereB- 
zialquotienten  von  f{tr)  und  y  (or)  der 
Null  gleich  werden.  In  diesem  Fall« 
kann  man  den  Ausdruck  auf  die  Korm: 

_1_    "00 

bringen,  und  nach  der  für  solche  For- 
men gegebenen  Regel  untersnchenv  oder 
den  Ausdruck  direct  untersuchen. 

Beispiele. 
Sachen  wir: 


.— « 


a 


^x 


xa      = 


X 


Usfi') 


für  x=:-f-QO.  Der  rechts  geschriebene 
Werth  hat  hier  die  Form  {.  Setzten 
wir  statt  dessen: 

«    _  00 
«  ~  CO* 

oder  wenn  wir  a  =y  nehmen:   • 

<»""*_  >gy  _te(y+i)~^g3y 

IgÄ 


X 


lg«-y 


Beispiele. 
Sei  gesucht: 


f 


a+*r  =y 


f&r  «=0; 


also: 


'.'=*%^=ii='. 


(l+«f=6; 


für  y=GO.     Es  ist  aber: 

also: 

«a       "=0, 
woraus  sich  auch  sogleich  eigibt: 

la  =00, 

X 


lga?_ 


ferner  für  «=0: 


y=:(cosfii«)*, 


also: 


m  sin  m  X 


Igy  =  -  lg  cos  m  a?  = --— ^— -  =  0. 
o;  cos  {jn  x) 

Die  Formel: 


yW     9.W(«) 


=0 


fiir  07=00. 
Ist  gegeben: 

wo  n  und  p  echte  Brfiche  sind,  so  wer- 
den alle  Di£ferenzialquotienten  des  Zfth- 
lers    und   Nenners    f&r  «=a  unendlich 
werden. 
VerfUirt  man  direct,  so  hat  man: 


ftr: 


(«-«)  P  (»+«)P  (»-{-a) 


l> 
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also  für  »  =  «:  Beispiel. 

(x  -  af  _^  Sei : 

wenn  n,  algebraisch  genommen  grösser  ^.  ,      -vi          ^' 

alsji  ist,  nnd:  ^*   ~  ^>  "^^^ 

(«  —  «)*  *'"  Ansdnick,   der  für  x=:l,  yzzl   die 

-^ ^ — =00,  Form  %  annimmt.  —  Dorch   Differen- 

^x*^a*)^  züren  erh&lt  man: 

wenn  das  Umgekehrte  stattfindet.    Nur  .       i\i  j  a    ^  ^V 

für  n^p  ergibt  sich:  t  V«-  i;  +t  y    ^ 


«  = 


(«.-«»)''      «''«''  ,,,0  155,! 

Wenn  der  unbestimmte  Ausdruck  meh-  -            - 

rere  Variablen  enthält,  so  muss  «wischen  "   '    y^"^' 

denselben  irgend   ein  willkürlicher  oder  jy 

gegebener  Zusammenhang   angenommen  ^ 
werden,   um  den  Werth  des  Ausdrucks                   »=:_|_ — =— |. 

KU  ermitteln.  ^? 


Beispiel. 


äx 


T?      ä,'  «»nfroKATi«  ^"  ^*""  hierbei  auch  der  Fall  eintre- 

Ü.S  sei  gogeoeni  ^^^  ^^^  ^.^  DiflFerenzialquoticnten  von 

Igg+lgy  Z&hler  nnd  Nenner  Null  sind,  nnd  man 


s  = 


jc+2j^— 3'  muss  dann  die  nächsten  Di£ferenzia]quo- 

ein  Ausdruck,  der  die  Form  J  annimmt,  ^^^^^  nehmen. 

wenn  man  setzt:  Beispiel. 

«  =  1,    !f  =  l.  Sei: 

Denkt  man   sich  y  als  Function  von  x,  («+«)* 

so  erhält  man  durch  Differensiireii  des  <=   ,  i  «»  »  «  =  0,  y  =  0. 


Zählers  und  Nenners: 


«*+y' 


1       1  <iy  <fy  ^^n  eihält: 

X      y  (far  _  <fa 


*  1-i.Qf^' 


2(«+y)(l+J) 


^+2^        ^+^^  *=        o^o    c/y     ' 

*«.  2x+2y-f- 

wo  man  für  «  und  y  die  obigen  Werthe  »^ 

eingesetzt  hat.  -  ^??  ist  hier  ganz  un-  '^  ^'  *=y=0  wieder  «  gibt. 

»*            --      .      V  Abermaliges  Differenziiren  gibt: 
bestimmt,  und    es  kann  dafür  eine  be- 
liebige Function  von  x  gesetzt  werden.  ^  A     rfy\>                 rfy*       /      rfy\^ 
Es  ist  nämlich  y  der  einzigen  Bedingung  ^  V^+S/  +^^*+y^^      ""^S/ 

unterworfen,  dass  für  x=a,  y-ß  wird,     /du\^ 5«« — ^ — 7Äi\i' 

wenn  «,>  diejenigen  Werthe  sind,  für  2+2(^1  +2»—          l+l?l 

welche   die  Function   unbestimmt  wird.  ^«*/            <*«■                ^«*^ 

Offenbar  kann  man  also  setzen:  du  .  ,    . 

......  ^  wo   -/^  wieder  ganz  willkürhch  ist 

eine  Function,   welche  diese  Bedingung  gg   jgt   j^jer   kein   Zufall,    dass    ^ 

erimit,  nnd  man  hat:  »«* 

t  nicht  im  Besultat  vorkommt,   sondern 

-^=:^'(x),  dies   wird  immer   eintreten.     Denn  wie 

^  auch  t  beschaffen  sei,  so  werden   die 

also,   da  ^  unbestimmt,  eine  ebenfalls  Differenzialquotienten    von    Zähler  und 

willkürliche  Function.  .,  j.    -o        v  v  i  «^ 

^  Nenner  die  Form  haben:  «+^-p  wo  a 

Möglicherweise  kann  jedoch  —^  ganz        ,    ^  «_    ^  j         •  j 

^  "^  rf«  **        und  ß  Functionen  von  x  und  y  sind. 

venchwinden.  Abermaliges  Differenziiren  gibt  dann: 
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dz  '^  dy  dx"^  dxdx^  dy  \dx/        ^  dx^' 


Sollen  aber,  wie  hier  vornasgeselzt  wurde,  ^f 

Zähler  and  Nenner  für  jeden  Werth  von  jy  dx 

•^   der  KuU    gleich   werden,   so  muss  ^  ^ 

^.  dy 

sein  * 

a=.ßzzOf  Ist  nun  für  ein  bestimmtes  Werthpsjr 

und    es     verschwinden    somit    die   mit      "^^  tf  —  P' 
^  mnltiplicirten  Glieder.   Werden  Zfth-  j^  =  ^=0, 

1er   nnd    Nenner   unendlich ,    oder   alle  eo    findet   Unbestimmtheit    statt.        Mit 

Differensialqnotienten  derselben  der  Null  Anwendung    der    allgemeinen     Methode 

gleich  oder  unbestimmt,  so  versagt  diese  geizt  man  dann : 
Methode  ihren  Dienst,  nnd  ist  dann  der  ^,  ^       d*  f  da» 

Fall  direct  zu  untersuchen.  — t  j L  fi 

Eine  Unbestimmtheit  tritt,  wie  schon  ^  =  —  ^^*       ^^^  ^ 

früher   beiläufig    erwähnt   wurde,   z.B.  dx  ^*f    .^^fdy* 

in  einem  gewissen  Falle  dann  ein,  wenn  g^  +  ^  -^ 

y  eine  durch  die  Gleichung :  '         ' 

f{xy  y)=0  ^An  hat  dann  eine  nach-^  quadratische 

bestimmte  Function  von  x  ist.    Man  hat  j^ 

nämlich  dann:  Gleichung,    welche  ^  gibt. 

t[  ^t^^zzOf  ^^  demselben  Besnltate  gelangt  man 

dx       üy  dx      '  auch  direct,  wenn  man  die  Gleichung: 

dz       oy  dx 
nochmals  differenziirt.     Dies  gibt  nämlich: 

dx''^     äxöy  dx  "^  dy»  \dx/  "^  öy  d»«""' 
wovon  jedoch  das  letzte  Glied  verschwindet,  da: 

dy 
war.    Also : 

aar«  "^^  dxdy  dx  "^  dy*  \dx/ 

Wären   auch  alle   zweiten  partiellen  Differensialqnotienten  von  f  der  Null  gleich, 
also : 

dx*       dxdy       dy*  ^   ' 

80  differenziirie  man  abermals.     Es  ergäbe  sich,  wenn  man  die  der  Null  gleichen 
Coefficienten  wegliesse: 

dx*  ^    dx*dy  dx^    dxdy*  \dx)  ^  dy»  \dxJ         ' 
also  eine  Gleichung  dritten  Grades. 

Allgemein,  wenn  alle  Differensialqnotienten  von  f  nach  x  und  y  bis  inclusive 
zum  n— Iten  verschwinden,  hat  man: 

d^f  d^ 


f_dy      n(n~l)        d^'f       /^y  J^HtlV^., 

dx^        dx^-%^  1-2    dx~-V^^^         '    '    '       dy^^^f'^ 

also  eine  Gleichung  titer  Ordnung. 

In  diesem  Falle  gehören  also  zu  einem  Werthe  von  y,  n  Werthe  von  -^, 
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D«    nan    dem    Differearialqnotienten  zialqaotieiit  unendlich  wird,  davon  soll 

keine  grössere  Mehrdeutigkeit  zukommen  später  die  Bede  sein. 

kann  als  y  seihst,  so  muss  y  wenigstens  Es     kann     aher    hei    der   Gleichung 

eine  Mdentige  Function  von  x  sein.    Die  f(x,  y)=:0    auch   der  Fall-  vorkommen, 

-_     .              ^9    *                   :i       j*  <)<^8  fttr   einen  hestimmten   Werth  von 

n    Werthe  von  ^  aher  zeigen,  dass  die  ^^^  ^.^  Gleichung  identisch  erfüUt  wird, 

Function   y  von  x   för   den   gegehenen  '^'^  auch  y  sei.     In  diesem  Falle  würde 

Werth  von  « =  ir  so  heschaffen  ist,  dass  «ich   also  der  Wcrth  von  y  nicht  direct 

sich  für  ein  unendlich  kleines  r,  n  ver-  ergeben.    Durch  Differeniiiren  aber  er- 

schiedene  Werthe  von :  hält  man  wieder: 

ergeben,  während  y  völlig  bestimmt  ist,  und  Air  jc=a  wird: 

man   also  das  Blatt,    auf  welchem  y  zu  ^^ 

nehmen  ist,  angegeben  hat.    Es  mttssen  Ihi^^ 

also  von  den  Werthcn  von  Vr^  .    \  n  auf  * 

.(*+7„     ^  sein,    weil   f(a,y)    identisch    der  Null 

contmuirlichc  Weise   aus   emem  Werthe  y^^^y^  j^^     ^s  wird  also  auch  sein : 
von  yr  .  hervoi^ehcn,   d.  h,  mit  andern 

Worten,  in  Punkt  a?  =  «r   n  Werthe  von  dx^^^ 
y  gleich  werden,  und  y  für  den  bezeich- 

neten  Werth    jedenfalls    einen    «fachen  eine  Gleichung,  welche  den  au  «=«  ge- 
Punkt haben.    Jedoch  kann  auch ,  wie  hörigen  Werth  von  y  gibt, 
wir   sahen,   ein  iifacher  Punkt  dadurch  Wäre  auch  die  Gleichung: 

du  df 

angezeigt   sein,    dass    ^  discontinirlich  r^^^ 

^'''^'  identisch    erfäUt^.  so    müsste    nochmals 

Beispiel.  differensiirt  werden. 

Sei  gegeben:  Beispiel. 

A«.  y)  =  mjr»-fiy«+l»*y  =  0.  Sei  gegeben: 

Man  erhält  durch  Differenziiren :  ^/^^  y) = m  «*  —  ar  -f  lg  (1+f  y) =0. 

Q-^-a««''y4.tij:f{?-4-fi«-0  ^^^    «  =  0    wird  diese   Gleichung,    was 

^•*    ^^H'^^'^dx^^^''^'  auch  y    sei,    identisch  erfüllt.     Diffewn- 

<(y    •       -.  V.      #-  o.  •  u     •**  1     "*rt  man  aber,  so  ergibt  sich: 

-^  nimmt  hier  fftr  ap  =  0,  wo  sich  mittels  . 

dx  dy 

der  Gleichung  /"(«,  y)  =  0  auch  y=Oer-  *5Jb^ 

gibt,  die  Form  f  an.    Abermaliges  Diffe-  2m«— I+yt ~^» 

renzüren  aber  gibt:  l-t-acy 

y,  Sei  femer: 

S!  +  ü,  /(«,  ,)=(,»-i)«»-»Dga+*)]'=o, 

"         "  welche  Gleichang    ebenfalU    fflr    s=0 

also  man  hat  in  der  That  zwei  yerachie-  identiich  wird.    Das  Differensiiren  gibt: 

den«  Werthe  Ton  ^.      LS.t    man    die     2,(,._l)+2»'y  J  -  J  Dg(H-»)]' 

Gleichung  f  (x,  y)  =  0   nach   y    auf,   so  ax      dx 

hat  man:  «  lg(l  +  ar)_^ 

n  —  |r    n*  fi  wo  die  mit  ^  multiplidrten  Glieder  für 

nnd  für  x=0  werden  beide  Wurzeln  der  ^.-o  verschwiiJden  müssen,  also: 
Noll  gleich,  so  dass,  wie  vorauszusehen  /  •     in/^  •     \       i    /<       \    a 

war,  ein  Doppelpunkt  stattfindet.  «(y*-i)(l+a?)-ylg(H-«;  =  0. 

Wie  sich  diejenigen  mehrfachen  Punkte,  Auch    diese  Gleichung   aber   wird  iden- 

wo  diese  Bedingung  stattfindet,  von  den-  tisch   für  0;=  0.    Differensiirt  man  nun 

jenigen  unterscheiden,  wo  der  Differen-  abermals»  so  kommt: 

34 
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/  ,     i\/i  .  o  1  ,  n    /i  ,    >     ''9  »odMtBT  Form    geben   woUen,     ton   «.' 

{!f'-l)i,l  +  ^)+2x(l  +  x)f^  dio  mehTdentieen  Fanctionen  in  der  i ha« 

,  hier  gegebanen  genuierea  Veminnlidnaj 

—if.\g(i+x)  —  -^^^0  RickBieht   nehmen  lu  kSnnen.      Za  d« 

ifa  l+x         '  Ende    mechen    wir   folgende   Vorbemet- 

alao  ftr  x  =  0:  kangen. 

A)    n  Bioe   geschlouena    Curre    lohr. 

9  —f—'--0-  yoQ     einem     Punkts    m     zn     deouelb« 

Ee    ergeben  lich   eJeo   für  y  die  beiden  mic    demaelbea   FnncUonewerdie    wiede 

Wurzeln  dieser  Oleichnng.  inrBck." 

in\  tr        j       T  1  U><i  ^fu  daher  jede  Curr«,   die  kci- 

IJ)  Von  den  Integralen  mono-  „g„    Windnngepnnkt    enthält,      ml»     gt- 

gene  r  *  o  nctionen,  BchloiBana   betrachten,   wenn  matka   bm<ii 

Ee   igt   bei  der  Betrachtung  der  Func-  Seiten  aU   Begremaag   BafTBLiat.      Z-  B. 

tionen    complezer  Variablen  uiclit  thun-  die   grede  Strecke  ABC  iat  gaachloues. 

lich,    die  Belrachtnngen  der  Differential-  wenn   man    anf   einer  Seite  Ton  jt  oadi 

recbnoDg    lu  Ende   *u  führen  und  denn  C,   anf  der   andern    Ton  C  n&ch  A  n- 

eral   anf  die  umgekehrte  Operation,  die  rlickgebt.      Anch    kann    nur   von    einen 

Integralrechonng    einzugehen.      E<   sind  Tlieil   der  Begreniung  die   andere  Seite 

algo     die     in     der    eraien   Abhandlung  milgerUilt  werden;  i.  B.  wenn   swei  lidi 

gegebenen    Betrachtungen    hier    bis    in  nicht  ichneidendeKreiie  durch  eine  Oradt 

einem     gewisacn     Grade     Torauagesetit.  Terbunden    aind,   so   hat   man    eine  ge- 

Namentlich    nlreu   hier   die  in  den  Ab-  scblossene  Cane,  wenn  beide  Seiles  der 

Bubniiten   I)     bis    13)    dieaea     Artikela  Oraden  gei&hlt  werden. 
gegebenen  Kitw   ei  neu  flechten.    —   Wir       B)  „Eine  Curre  begrenat  einen   ThetI 

erinnern    namentlich    an   die    Deüuition  einer  Flftche ,   wenn   man ,   ohne    ersteie 

eines  bestimmten  Integrals:  tu    dnrcbecbneiden ,    nicht   tod    diecen 

g  Theile  an    der  andern  Fl&che  oder  lun- 

y*  >*  gekehrt  gelangen  kitnn." 
/'(«)da!  =  lim[(i,-»,)f(*,)  Auf  einer  Ebene  oderKagol  begrenii 

*t  seltMtverstandlich  jede  geschlossen«  Com 

+i'i'-^i)f(.''t')+  ■  ■  ■  einen  Tbeil  der  Fliehe.    Solche  Flächen 

+  (x  —X        }f('        )]>  nennt    man  einfach  lusammenhftngende. 

"       t  — I         »— i  Umere     Fliehen,     welche     mehrdentigi 

wo  die  Zwischenwertbe  »wischen  x,  nnd  Functionen     yeraianlichen     nnd     welche 

X   ,   alao  x^,  z,  .  .  .   continuirlich    aus  llnge  der  Verzwetgtmgglinien  iDSMumen- 

..  UDd    ,    beirZ»  amli.  ...mLn,  ■•  ?■    ™1   '""»""'.  ?'•,'  D«PI«lP"k» 

•  n      "  '  a,  b,  c  (Fig.  73),  und  bilden  wir  die  enl- 

die   im   TJebrigea   ganc   beliebig   iat.   —  sprechenden,    ins   Unendliche    gehendes 

Auf  dieser  Definition  bemht  die  Theorie  Verzweignngslinlen,  die  wir  mit  A,  B,  C 

der  Mehrdentigkeil  der  Integrale,  die  wir  beieichnen.     Ziehen  wir  dann  s.  B.  von 

Jedoch  hier  nach  bemann  in  etwas  Ter-  Funkt  p  ans  auf  einem  der  beiden  BJii- 

Fig.  73. 
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ter    eine  Canre,    welche  a  und   b  ein-  nen  Conre  begrenzten  Ebenentheil.    Da 

schlieast,  bis  nach  p  snrflck,  so  ist  dies  Discontinnit&t  im  Innern  nicht  vorhan- 

eine  geschlossene  Cnrre,  denn  sie  fahrt  den  ist,   kann  die  Ordnung  des  Integri- 

anf  dem  ersten  Blatte  von  p  nach  Linie  rens  umgekehrt  werden.    Man  erh&lt  mit 

A,   geht  hier  beim  Durchschneiden  Ton  Berücksichtigung  der  Grenzen: 

A  anf  dem  zweiten  Blatte  nach  B,  und  #*                       p 

beim  Schneiden   dieser  Linie  wieder  auf  /(l'i~"l'o)''y'~/(yi"~9'o)<'*i 

dem    ersten    nach  p  zurück.     Indessen  *^                       ^     j.    j 

kann  man  von  Punkt  g   auf  dem  ersten  ^en^  ^^^  annimmt,  dass  die  den  ar-  und 

Blatte  auf  der  äussern  Seite  der  Begren-  y-^^^en    parallelen   Lmien    die   Curven 

znng    nach   r    mnerhalb   derselben   auf  ^^^  »weimal  schneiden, 

demselben  Blatte   gelangen.    Man  ziehe  Pit  p^  siiid  dieWerthe  von  p,  welche 

nftmlich  von   g  nach  C  auf  dem  ersten  demselben  y  auf  der  Begrenzung,  q  ^^  und 

Blatte   und   durchschneide  die  Linie   C,  q^  die  von  9,  welche  demselben  x  ent- 

womit  man  ins  zweite  gelangt,  dann  kann  sprechen.     Das    erste  Integral   ist  vom 

man ,  ohne  die  von   p  gezogene  Cnrve  kleinsten  Werth  von  y  bis  zum  gprOssten, 

zu   durchschneiden,  in   $  ins  Innere  ge-  das  letztere  vom  kleinsten  Werth  von  x 

langen,  da  man  sich  ja  auf  dem  zweiten  bis  zum   grössten  zu    nehmen,    und  da 

Blatte  befindet,  die  Curve  aber  im  ersten  beide    Wege     einander    entgegengesetzt 

gezogen   ist.    Durchschneidet   man  in  i  sind,  ist  das  zweite  Integral  mit  negati- 

Linie  B,  so  gelangt  man  wieder  ins  erste  vem  Zeichen  zu  nehmen.    Statt  dessen 

Blatt  und  auf  diesem  nach  r.  kann  man  auch  setzen: 

Kann    man    auf  einer  Fl&che   n  ge-  p 

Bchlossene  Curven  ziehen,  welche  keinen  /(p'^y—^^)* 

Fliichentheil  begrenzen,  derart,  dass  jede  i_     i-v  ^*                 •» 

andere    eine    solche  Begrenzung   bildet,  «"treckt  über    die  ganze   Begrenzung, 

wenn  man  diese  n  zu  Hülfe  nimmt,  so  ^^^^  ^*  die  ganze  Abscissenaxe  zurück- 

sagt     man ,     die    Flache    habe     einen  gelegt  wird,  indem  man  alle  entsprechen- 

n+1  fachen  Zusammenhang.    Eine  Func-  ^^^  Werthe  7 , ,  dann  aber  die  zugehö- 

tion  z.  B.  mit  drei  Doppelpunkten  hat  ^e^\  "^o   nimmt,    so   kann  man  statt 

einen   dreifachen  Zusammenhang,    denn  J«?   1****®™   ^®«®'  .^*®  ^^^  V*   ™5?" 

es  ist  leicht  zu  sehen,    dass  mit  Hülfe  Lehrter  Bw^tung   mit   4-y* ,    d.  h.    die 

der   durch  p  und  q  gezogenen  Curven  g*"**    geschlossene   Curve   zurücklegen, 

jede  andere  geschlossene  einen  Flachen-  ^^^^^  ™i?.'?™®!  das  entsprechende  q 

theil    begrenzt.     Denkt    man    sich    die  »»""»*•    Gleiches  findet  für  p  statt. 

äusseren  und  inneren  Seiten  der  Curven  Dies  bleibt  noch  richtig,  wenn  die  Be- 

p   und   q  als  Begrenzung  der  bis  jetzt  grenzung  mehr  als  zweimal  geschnitten 

unbegrenzten  Fläche,  was  auch  so  aus-  wird,  wenn  man  je  zwei  Funkte  dersel- 

gedrückt   werden   kann,    dass  man   die  ben,    die  demselben  x  oder  y  bezüglich 

Fliehe  in  diesen  beiden  Curven  zerschnei-  entsprechen,  als  j7|,  p^  und  9^,  q^  be- 

det,  90  wird  ans  ihr  eine  einfach  zusam-  trachtet.    Der  zuerst  betrachtete  Ausdruck 

menhangende.  dp     £2      .             ...  j,  „      , 

Nach  dieser  Einleitung  l&sst  sich  die  öx     dy                  ^                 ' 

Theorie  der  Mehrdeutigkeit  der  Integrale  auch : 

(vergleiche  den  Artikel:  Quadratur)   ans  #• 

dem  Satze  ableiten :  Jip^^+q  dy)  =  0. 

L    Lehrsatz.  Setzen  wir  nun: 

„Der  Ausdruck    / ^(») cb,  ausgedehnt  f{^^»-\-y^j    P^fi*%    V  —  ^fi*)^ 

anf  irgend  eine  geschlossene  Cnrve,  ist  gQ  jg^  also: 

dann  gleich  Null,    wenn   Tetztere  einen  /*                 /* 

Flftchentheil  begrenzt,  und  sich  innerhalb  I  f{^)^*-  1  f(*)  (dx+i  dy) 

desselben  kein  Discontinnitfttspnnkt  be-  «^                 «^ 

findet.**  der  Null  gleich,  wenn  man  hat: 

Man  betrachte  den  Ausdruck:  ^ 

rrion      baX  ®^°^    Gleichung,    welche    immer   erfüllt 

//  |-£j.-ll<fx</tf  wird,  wenn  f(ft)  eine  monogene  Fnnc- 

JJ  \bx  ^  V        ^  tion  ist. 

ausgedehnt  Über  den  von  der  geschlosse-  Hieraus  ergibt  sich  sogleich : 
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n)  „dui  maa  Air  einen  Weg  dti  In-  welche  Bedingung II.   erfBlIt.  —  In  äbr- 

/*,,  ...  .1  P-.   .  Bens  ein  DiacontinaiUUmpitnkt  kein  Wie- 

U8..1.yA.)J.,  der700..,.hlHhr,.  S^,^.^,.   ,„  i,|,„  Jeh  J,.  g„dli,^ 

jeden  andern   nebmea  k>nn,   der  von  a  gen  Theile  der  ElGmentamirve  weg.   na.; 

nach  b  führt,  wemn  beide  ■uaunmen  eine  sie  beachrlnkt  sich  auf  einen  Kcni. 
'^r^  K°M  ^"  *''*"'  "Sogobenen  Eigen-       ^.^  gj^^^  ^.^^^  ElemenUirwcg  er.tre<l- 

Bchaft  bilden."  j^     j„^^g^_,    ^^i^,^      ElemenSrintegr^ 

Denn    die   Summe    der  Integrale    ron  i«  i.  B.  *  (Fig.  74)  ein  Disconiiniiifi-^ 

a  nach  b  aof  dem  einen  Wege  nnd  ¥on  punkt,   »o   ist   das  E  lernen  tarin  legnl    xs 
b  nach   a  auf  dem  andern  iat  nach  obi- 
gem Salie  gleich  Null,   '    '  .      —  - 


bilden,   indem   man   von  a  narti  i,    ■m 

wo   das  eralere  Integral  auf  dem  einen,  jg   hemm   nach  b    inriick    nnd    nach    h 

dai    letalere   auf  dem    andern  Wege  xn  gehl,    and    wenn   keine   Mahrdentigkrii 

nehmen  iat  atatlfiodet,  haben  9a«  von  a  nach   b  nni 

Der  Werth  tob   f  f(_^)  A,    erstreckt  ^"  "n  *  U««''  «  «"treckte  Integral  d.e 

J  Summe  Snll. 

über  irgend    üne  geachloaaene  Cnrve  A,  Bai  einem  Wind ongaponkte  verschwia- 

iat   gleich  demselben  Integral ,    eritreckt  det  aber  in   der  Be^   der  kreia/finnige 

in  demaelben  Sinne  liber  eine  oder  meh-  Xheil  eines  ElemeniarinlegraU,    nsmlicb 

rere   geacbloaaene  Cnrven  B,  wenn  «ich  dann,   wenn   fQr   den  Windnngapnnkt  ■ 

Kriechen  A  nnd  den  letaleren  kein  Di«-  der  Änadmck: 

continnitättpankt   befindet,    nnd  daa  Sj-  ,.                   ~                   .         .               I 

■Km   A   ond   B  einen   Fl  leben  th  eil   be-  iff(.i)dt=l  /■(«-(-ee*')  e' V/ 

grentt.    Denn  verbindet  man  einen  Funkt  J                  J 

Ton    A   mit   der   ersten  Corve  B,  einen  *nm    Argumente  Nnll   hat,    d,   A.    wenn 

Punkt   dieser  mit   der   »weiten  Cnrre  B  «ich   j/(n-(-t)    mit  abnehmendem  =  der 

u.  t.  w.,   die   letite  Ciirve  B   aber  wie-  Null   nlhert.     Dies   ist   alao    imtncr  der 

der   taW  A,   rechnet   aber    beide    Seiten  Fall,  wenn  /■{«  +  >)  «"'i'ic'' ist.   aJ so  wenn 

dieser   Haifalinlon   mr   Begreninng,    «u  n  nicht  lugleich  ein  DiBContinnitÄtapnnkl     | 

bilden    A    nnd   B    mit    ihnen    eine   ge-  i"t,  aber  auch  dann,  wenn  f{a+t)  «war     , 

schlosaene   Cnr»e,   alao  da*   Ober  A    er-  ^j^  solcher,  aber  mit  x~'    proportional     ' 

«treckte  Integral   iat  gleich  dem  über  ß  i,j_   „^  .  ein  positiver  echter  Bmch  iai. 

nnd     die   Hülfalimen     eratreckten.      Es  ^^^^^    ^^^^g    erhallen    dadurch     nocli 

fallen     aber  die   lautem  gan»  weg,    du  gj^e  Erwaiterang,  als  nicht  alle   Diacon- 

aaf  der  emen  Seite  in  einem  Sinne,  anf  [jnni,i,an  ihre  Anwendung  ansscblicasea. 

der     andern   in.    entgegengesetsten   aber  j^,    „  ein  DiscontinuitiM-,   nicht  aber 

aie  die  Integration   anaind ebnen  ist,  und  ^^„i^i^   ein   Windungspunkt,   nnd   neh- 

nnd    da   nur  geschloBacne  Gurren  dorch-  j„p„    ^^j^    ,„      ^^g,    ,j^[j    ^j^   Fnaction 

gegangen   werden,    Eindeutigkeit    statt-  „g^j,  p„,itiTeQ   nnd   negativen   Poten.en 


findet. 


1  der  Nüh 


Ana  IL   folgt  anch  augenblicklich,  dass  l&aal.    Denke  man  non  in  r  als  Mittel- 

man  statt  eines  Integrals,  daa   sich  über  punkt  einen  kleinen  Kreis  0,  der  inncr- 

eine   in    sich  lu rückkehrende   Cnrvo    er-  halb   der  Begrenz ang    liegt,    «o    ist    da> 

streckt,   auch   die  Snmme   der  über   die  über    diesen    erstreckte   Integral    gleich 

ihr    ent  apre  eben  den    Glemenlarwege    er-  dem    über    die   Begreninng   erstreckten, 

streckten   aeticn  kann,  wenn  sie  keinen  wenn    kein  anderer  DiBcontinnilfl.tapnnkl 

Discontinuiiatspunkt  umschliesst.     Aber  sich   innerhalb   derselben  befindet.     Fin- 

selbst  wenn  aolche  vorhanden  ist .    kann  deC    letzteres    statt ,   so  iat  du  Integral 

man  dies  noch  thnn,  wenn  man  die  Ele-  über   eine   Anzahl   von  Kreisen,   welche 

mentarwege   hinzufügt,    die   diesen   Dis-  die  Disconünuitltspnnkte  omgeben,  gleich 

conti nnil&tspunkten    enuprechen.      Denn  dem  Über  die  Begreninng  cntreckten. 

die    Snmme   der  so  enlttehenden  Wege  Der  Ausdruck   f(t)   auf  ehiem  dieser 

bildet   mit  dem  gegebenen  tän«  Corve,  Kreise  besteht  nun  aua  einem  nach  p»- 
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sitiven  Foteoaseii  von  z—a  fortechreiten- 
den ,  also  conUnnirlichen  Theile,  und 
einem  zweiten  von  der  Form: 

wo  A  eine  Constante,  p  eine  ganze 
IK>8itiYe  Zahl  bedeutet,  also: 


und  kein  Windnngspunkt ,  so  ist  zu 
setzen  $=:h,  also: 

Aus  den  in  Abschnitt  4)  gegebenen  Be- 
trachtungen über  Elementarwege  folgt 
nun  sogleidi: 

„Ein  auf  einem  beliebigen  Wege  von 
g  nach  h  führendes  Integral: 


f{i)dt  =  2A  f 


dt 


(.-«)P 

Setel  man  2=:«+^<^*>  so  ist  fiir  den 
Kreis  r  constant  y.  in  den  Grenzen  0  nnd 
2f  zu  nehmen,  also: 

Jedes  der  Integrale  ist  auf  beiden  Gren- 
zen gleich,  verschwindet  also,  wenn  p>  1 
ist.     Kur  für  /9  =  1  hat  man: 


J       /,«* 


0 


also: 

„Die  obigen  Sätze  finden  noch  statt, 
wenn  zwar  Discontinnit&ten  a  innerhalb 
des  begrenzten  Raumes  enthalten  sind, 
in  deren  N&he  sich  aber  die  Function 
nach  positiven  nnd  negativen  ganzen  Po- 
tenzen von   x^a  entwickeln  lässt,   und 

das  Glied nicht  vorkommt/' 

Wir  werden  übrigens  bald  zeigen,  dass 
die  erste  Bedingung  bei  allen  Disconti- 
nuitätspunkten,  die  nicht  zugleich  Win- 
dungspnnkte  sind,  erfüllt  wird. 

Bei  jedem  Elemcntarintegral  kommt 
in  Betracht  der  Anfangswerth,  die  Rich- 
tung der  Integration  nnd  der  critische 
Funkt.  Sei  M  der  letztere,  so  unter- 
scheiden wir  die  positive  nnd  negative 
Richtung  wieder  durch  das  Vorzeichen. 
Ist  aber  M  ein  nfacher  Windnngspunkt, 
so  ist  festzustellen,  von  welchem  An- 
fangswerth man  in  a  ausgeht.  Möge 
z.  B.  von  dem  ^ten  Wnrzelwerthe  aus- 
gegangen sein,  so  brauchen  wir  die  Be- 
zeichnung (+if  )  für  das  entsprechende 

Integral.  Führt  nach  einer  Umkreisnng 
dieser  Wnrzelwerth  zu  dem  Aten,  so  hat 
man  offenbar,  wenn  in  entgegengesetzter 
Richtung  integrirt  wird,  (-f-  ÄT^),  also: 

Ist  der  Punkt  ein    Discontinuit&tspnnkt 


besteht  ans  dem  von  g  nach  a  führen« 
den  (und  zwar  auf  gradlinigem  Wege, 
wenn  die  Grade  ga  keinen  critischen 
Punkt  enth&lt,  sonst  auf  beliebigem,  z.  B. 
gradlinigen  mit  einer  kleinen  Auswei- 
chung), einer  Anzahl  Elementarintegrale, 
durch  welche   f  (z)  nach  fJz)  hinüber- 

geführt  werden  möge,  und  endlich  dem  grad- 

linigen    /      A(«)rf»i" 
•^  a 

Möge  jetzt  eine  einfache ,  in  sich  zu- 
rückkehrende Curve  alle  critischen 
Punkte,  natürlich  mit  Ausschluss  des 
ünendlichkeitspunktes  umgeben,  so  ist 
diese  nach  den  zu  Ende  des  Abschnitts  4) 
gemachten  Betrachtungen  als  eine  solche 
aufzufassen,  welche  den  ünendlichkeits- 
punkt  allein,  jedoch  in  entgegengesetzter 
Richtung  umkreist.  Das  auf  sie  bezo- 
gene Integral  kann  also  einerseits  er- 
setzt werden  durch  die  Summe  aller  von 
einem  beliebigen  Punkte  a  ausgehenden 
Elementarintegrale,  mit  Ausnahme  des 
auf  den  Unendlichkeitspunkt  bezüglichen, 
andererseits  durch  das  letztere  mit  um- 
gekehrtem Vorzeichen,  welche  Ausdrücke 
somit  gleich  sind,  d.  h. : 

A)  Nimmt  man  alle  Elcmentarinte- 
grale  von  a  aus  (das  des  Unendlichkeits- 
pnnkts  eingeschlossen)  in  gleicher  Rich- 
tung, so  ist  diese  Summe  iVull. 

Das  auf  den  Unendlichkeitspnnkt  be- 
zogene Integral  setzt  sich  aus  zwei  grad- 
linigen : 


.00 


00 


a  *^    a 

und  einem  auf  einen  Kreis  bezogenen 
zusammen,  auf  welchem  f  (z)  nach  A(z) 

herübergeführt  wird.     Setzen  wir: 
1  tfi 

wo  ^  sehr  klein  nnd  constant  ist,  so  ist 
dies  Integral  von  0  bis  2/i  zu  nehmen. 
Man  erhftlt: 
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/^^  f  (\  —  yAl    —y^j^  y    dem    Ansdrncke    y  *^     proportaodu! 

'fVo  •        /^*        '^^  wird,    BO  beschränkt  sich    das    auf   dea 

Unendlichkdtspunkt  besogene  Klementar- 
Dies  aber  rerschwiiidet,  wenn  der  Ans-   integral  auf  den  gradlinigen  Weg. 

^^^^'  Ist  der  Unendlichkeitapankt   kein  Win. 

1    ^  /    1   \ 1  ^  A  \  dnngspnnkt,    so   wird   in    dieaem    FaDt 

?'*  '  \     VV      y  ^  ^y  ^  ^^    Elementarintegral    nberhanpt     rer- 

^  *           ^  *  sdiwinden. 

für    verschwindendes   y    gleich  0  wird.       ^.^  j^^^,^^^  ^^j^^^^  j^^^^  angefMirt  and 

Offenbar  ist  dies  der  Fall,  wenn  f  (i)   werden  in  den  n&disten  Abschnitten  be- 

9\yl    weisen.  daAS  in  diesem  Falle  aidi  iminer 


^y/    weisen,  dass  in  diesem  Falle  sidb  immer 
für   verschwindendes  y    sich  dem  Ans-  f(%)   nach  ganzen  Potenzen  ron  s  (po- 

'  drucke  öy^"^*,  wo  A  positiv  ist,  nühert.  gj^yen  nnd  negativen),  also  ffi)  maxk 
Also:                        '  ^y/ 

/1\      .  .    .   ,     ,  i^t^ch  solchen  von  v  sich  entwickeln  llssL 

B)  Wenn  f^  \^J  mit  verschwindendem  gei  demnach : 

dann  wird: 

Alle  andern  Glieder  sind  nämlich  mit  e'^'*  mnltiplicirt,  die  Integrale  werden  also 
an  der  obem  und  untern  Grenze  gleich,  ihre  Differenz  Null.    Also: 

C)  Das  Elementarintegral  des  Unendlichkeitsponktes  fUlt  ganz  weg,   wena 

derselbe  kein  Windungspunkt  ist  und  sich  in  der  Entwickelung  von  fi-j   Air  y=0 

kein  mit  y  multiplicirtes  Glied  findet.  Findet  sich  ein  solches  «i  y,  so  ist  das 
Über  eine  geschlossene  Gurve,  welche  alle  critischen  Punkte  im  Endlidien  lungibt, 
ausgedehnte  Integral  gleich  2ffta^. 

Beispiel.    Sei  gegeben: 


y(«i-*)(«i-«)  •  •  •  («s,-*)' 


Fflr  s  =  -  ergibt  sich: 

y 


K^)= 


»• 


^^     V(«.y-l)(«,y-l) .  .  .  K.y-1) 

und  -f(  — )=0  für  y=0,  immer  wenn  «  grOaser  als  Eini  ist.    Fflr  y^O  hat 

man  hier  keinen  Windnngspnnkt,  da  dann  dt«  beiden  Wonelyrerthe  ungleicli  sind; 
also: 

Immer,  wenn  *  grOsser  als  Eins  ist,  wird  das  Aber  eine,  alle  Wtndnngqnukte 
nmgobende  Cnrre  erstreckte  Integral  rerscliwinden.    Ist  al>er  *=1,  also: 

f(f)=rr.        ^ 


'C-)= 


V(«i-*)(«.-«) 
y 


^^     V'(«iy-i)(«ay-i)' 

so  wird  das  mit  y  multiplicirte  Glied  sein  gleich  1,  also  das  besprochene  Integral 
gleich  —  2;vt. 

Sei  femer  gegeben: 
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V^(«i -»)(«*-«)   •    .   •  («8j_i-*)' 


80  ist: 


^6)= 


/-* 


^'     V'(«.y-i)(«,y-i)  •  . .  («2,_iy-i) 

"/'f  — 1=0,   wenn  s  g^röfser  als  1  ist.    In  diesem  Falle  ist  das  Elementarintegral 
des  Unendlichkeitspiinktes  gleich: 

/,00  /»CO 

a  *^  a 

Der  Unendlichkeitspnnkt  ist  hier  ein  Windnngspnnkt,  und  da: 

ist,  so  hat  man: 


für  das  Elementarintegral. 
Ist  1=1,  also: 


2/*    ^(s)& 

/dt 


dip 

-^?— .  =  00 


Setzt  man  y=Qe^  ,  so  hat  man  für  rerschwindendes  ^: 

,      _             1      ,^    .       ,  ^^  '^®^^  "'^'^  ^^^  A  ^<^<^  einem  Pankte 

wegen  des  Factors  -rj.    Es  ist  also  das  der  geschlossenen  Curye  g,  legt  dieselbe 

,     ,       TT       ^1.,.*?.         ,      ,  n  mal  in  einer  oder  der  andern  Richtung 

auf    den   Unendlichkeitspnnkt   besogene  zurück,   was  den  Werth  nK  oder  -nK" 

Blementanntegral    aus   der  Betrachtung  gibt,   und  geht  schliesslich  yon  g  nach 

aussuschhessen.  ^.    Man  hat  dann : 

13)  Perioden  der  Integrale.  ^h                 n(fl9^) 

Der  Ausdruck  #  ^(t)rfs,  erstreckt  über  Ja               J               "" 

eine  geschlossene  Curve,  wenn  er  nicht  wo   das  Integral   rechts   auf  dem   Wege 

verschwindet,    heisst  Periode  dos  Inte-  agh  genommen  ist,   also   ein   specieller 

grals.    Eine  Periode  entsteht  also,  wenn  ph 

eine  geschlossene  Curve  nur  einen  Dis-  Werth  von  /      f(ji)d%  ist. 

continuitätspnnkt,    und    auch  wenn   sie  ^   a 

mehrere    Windungspunkte    derart    ein-  Von  Perioden   gelten  folgende  Satze: 

schliesst,  dass  sie  kein  Fl&chenstück  be-  A)   Zwei  geschlossene  Cnrven,  welche 

grenzt.  dieselben  cri tischen  Punkte  einschliessen, 

Ist  K  eine  Periode,  so  ergibt  sie  eine  geben  denselben  Periodenwerth.    Es  liegt 

Mehrdeutigkeit   des   in  Bede  stehenden  nftmlich   kein  critischer  Punkt  zwischen 

Integrals  derart,  dass  man  zu  demselben,  ihnen ,  also   gilt  Satz  III.  des  vorigen 

weldbes  anch  seine   Grenzen  seien,  ein  Abschnittes. 

beliebiges  positives  oder  negatives  Viel-  Selbstverständlich  ist  jede  Periode  eine 

faches  von  K  addiren  kann.  Summe  von  Elementarintegralen. 

/b  B)  Hat  die  Function  fl*)  n  Werthe 

f(*)d%  zu  bestimmen,  derart,  dass  man  von  jedem  auf  irgend 

a  einem  Wege  zu  dem  andern  gelangen 
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kun    (*1jo   durch  Umgcbeii    von  Wio-  i„ 

dnngapunkleD),  so  iit  jedePeriode  eines  i  /       ia=2ni, 

Weithei  f(t)   auch   tolchs  einea   jeden  •'   o 

andarn  f  (t).     Denn   sei    i.   B.  a^im  and  somit  ist: 

(Fig.  75)  eine  Com ,  welche  einer  Fe-  p^  4x        /•(<*^)^ 

F,g.,6.  •/.T=/     T+»--- 

WO  du  erste  lateKral  racfata  sof  dem 
Krndlin^n  Woge  •&  gsBommea  lat. 
Diese  Qieicbang  enthllt  also  die  Mehr- 
deutigkeit der  Logarithmen. 

Eine  aweite   Periode   wftrd«    dar    Ün- 
•ndlidikeitapankt    geben;    da     aber    (or 

riode   TOD  f  (t)  enlsprichl.     Gebt  maa   "'>    ■*>    !*'   diese   Periode     der      eraMn 
nun  Ton  «  mit  Werth  /j(.)    ans,    nnd   *'*'*''" 


nun  Ton  h  mit  Werth  /,{»)    ans,    nnd  /• 

b..d,..lbt  irg„a  .ta.nW.g  Mir,,  d.r  ''    ^?'  /  ''"''^  ""  """•  »">■ 

n  f(i)  fahrt  (also  Windangspnnkteum-  ff  ')—      ' 

kreist,   wie  hier  nicht  angegeben),   geht  l  +  x* 

dann  von   g  nach  a   mit  f  (t).  nnd  be-  :.>      u       i.  .         .  .r.. 

»                        f,W.       u  oe  „t.    »lan  hat  «wei  Discontinnititapttiiki*. 

»cbreiht  eine  beliebige  Aniahl  Ton  Ma-  welche  x=  +i   nnd   i=  — i  entsprechen 

len   die  Feriodencarve  awtni,  gebt  dann  „-           1 

den  Weg  agfIKnh  lurüek,  so  kommt  "''  *",   "K""  ''**  = 

man  mit  ^^(i)    wieder    in    A    an ;     das  V. 

«ntaprecbende    Integral      ist     alio    anf  J  ^^'^  ^~  ~I T^~i* 

einer    geschlossenen    Cnrre,    und  lomit  ,    .                              ^^y 

■eine  Periode  von   fJt).    Es  heben  sieh  ""^   ^*"?*''   '=ril"<!hen   Ptinkt    gibt.     E« 

i     j-    w       i-       ,  '""*"  "'°  '»=''1*  Perioden  die  Sn»..» 

■o  dass  dl«  Periode  von  ftz)   m  t   dar  ^^         „                                    ■     »«™«- 

.                          .^      .    ^.'^'  geßbrt.    Set«  niani  =  i+fl,»«    ■<,  wj^ 

eben  genannten  identweb  wt.  wenn  p  nnendlich  >'leinre»«()^Mu; 

Eine  Cnrre,  die  alle  attischen  Punkte  ''''^' 

nngibt,  ist  dann  eine  geschlossene  fver-  _                  „in       .  „i             «_ 

gleiche  Abschnitt  4),   wenn  der  Uuend-  ffMd^^r      J^^  _  /*      j„  _ 

licbkeiwpnnkt  kein   WindnngBpnnkl  ist.  J                 J    «   OJo«''      J         "f—"' 

In   diesem  Falle   gibt  also  die  fragliche  ,      .                        °                    " 

Cnrre  eine  Periode.  ?■'«  "'  "  d'«  Periode.    Daa  betreffende 

Die  Perioden  einer  Fnncüon   kOnnen  u^^,  rT'   *"^""""''   ""•    *'«»- 

uuofern    von    einander    abh&ngig    sein,  g^  ge| . 

all  eine,   £,    eine  Summe  von  andern  i 

Perioden  X  nnd  JST,  «ein kann,  also I. B. :  fji) 

L=v,K+nK,.  yC«,-ir)(«.-.)  .  .  .   (.«^^-iT 

Dann  ist  offenbar  ftherüBssig,  die   Fe-  Nach    vorigem  Abschnitt«    iet    daa    auf 

tiode  L  zu  betrachten.  den   Cnendtlchkeitspnnkt   beaogene  EI 

i)D.,A„d,.,k/f  b..  ^..  p.  E;;-?rr.;j;,-°''.:s,f,'„™;^ 

riode,     die    dem   Discontinniiätspunkte  Sandes  einen  Windungspnnktea  des  Zel 

j;  =  0  entspricht.    Setit  man;  ™en   indert,  bei   dem  des  andern    daa 

.  »Ibe  also  wieder   herstelh.     Den  Win- 

x=r.»',  dnngspnnkton  o.,„.  .  .  .  „^^  enUpredhen 

M  er^bt  die  Periode:  die  Elemenlarintegrale : 
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•'0  «I 

oder  d»  ft(*)=—ft(*)  >*t: 
^       allgemein: 

IS 

•  i4  =2   r"'  fix)dx. 

*       •/   0 

I        Die  Perioden  bilden  beliebigpe  Grössen  A  —  A.. 

Die  zweite  ist  negatiy  tu  nehmen,  da  nach  Umkreisen  des  ersten  Windungs- 
punktes  a     das  Zeichen  sich  ändert«    Alle  Perioden  aber  entstehen  dnrch  Addition 

der  folgenden: 

A^'-^A^f  A^—Agf  Ag^A^  .  .  .  "»jji^i""  -^jn* 

Die  Summe  aller  Elementarintegrale  in  der  Ordnung ,  wie  sie  umkreist  werden, 
,         also : 

A,  — ilj+il,— A^-f-  .  .  .  +"«2,1» 

verschwindet  wegen  der  Eigenschaft  des  Unendlichkeitspunktes.     Es  ist  also  eine 
Periode  die  Summe  der  andern,  und  die  Anzahl  derselben  gleich  2»  ^2. 

^  Fflr  11=1  hat  man: 

r(«i -«)(«.—*) 

was  eine  Periode  il^ — A^  gibt 

Der  Unendlichkeitspunkt  (der  kein  Windungspnnkt  ist)   gibt  das  Elementar- 
,  integral  2nt.     Also: 

I  i4|— il,=  2«i 

'  ist  die  Periode  von: 


/dx 

4}  Sei: 

1 


so  ist  das  den  Unendlichkeitspunkt,   der  hier  ein  Windungspunkt  ist,  betreffende 
Integral  su  berftcksichtigen.    Die  Blementarintegrale  sind  also: 


A.-2r"'nx)dx, 


0 

wo  f  einen  der  Werthe  1  bis  2»— 1  hat,  und: 

Von  den  Perioden: 

wird  also  ebenfalls  eine  auf  die  übrigen  redneirt.  Die  Ansahl  ist  auch  hier  2fi— 2, 
jedoch  mnss  n  grosser  als  1  sein,  ^r  fi=l  findet  keine  Periode  statt,  da  das 
auf  den  Unendlichkeitspunkt  erstreckte  Elementarintegral  unendlich  gross  ist. 


5ia 


14)  Eniwickelung  derFunctio-  g%%n 

neu  in  Reihen  nach    gansen  po-  mod/      F{ti^d(f'<2nL, 

■  itiven  Potenzen.  «/o 


sitiven  Potenzen. 

»  A_    1.x         .    1     T  X       1   CfM^  I^Ä  L  mit  abnehmendem  a  Tervehwindef 
Betrachten  wir  das  Integral^  '-j^   ,^  ^^^^^  ^.^,  ^„^  ^.j.  ^ 

zunächst   ausgedehnt    anf  eine  einfache  ^9n 

geschlossene  Cunre,  die  keinen  crilischen  /      if^f^)  df 

Punkt    der   Function    /*(«)   einschliesst.  J  q 

Das  Argument  wird  dann  nur  für  «— s     ...      *,   .  ^^„„  „_„  |^^. 

j.  ^^ ..**  .  ,.  V       1  ^    •      j  j       statt.    Aber  wenn  man  xnr: 

discontmuirlich ,    also    in   dem  von   der 

Curve  eingeschlossenen  Baum  dann  nie-  f(i-^pe^*) 

mals,    wenn  Punkt  s  sich   ausserhalb       .        ■««■     v 
desselben  befindet.    Dann  ist  also:  »«**^«»  W«™  »®**'= 

Befindet  sich  dagegen  z  innerhalb  dieses  ^ 

Baumes,  so  kann  man  diesen  Punkt  mit  -{-%  C    F(a')dft 

einer     beliebig    kleinen    geschlossenen  J  q 

Curve    umgeben.     Zwischen  dieser  und    ,   ,   ^ 

der  gegebenen  ist  dann  kein  critischer  ^*  ^'' 

Punkt  mehr  vorhanden.    Beseichnet  man  /*(s)  f(a\ 

also   durch    /       das   auf  die  z  umge-  "^ 

«/  Es  ist  also: 

bende  Curve  belogene  Integral,  so  ist:  ^     ^jf,\j 

/  a-z        J        0-»  oder  =0, 

Befindet  sich  endlich   z  auf  der  ersten  je  nachdem   z  innerhalb   der   einfachen 

n  iu  *  •*»«!.-.     /*^(«)*«   Curve  Kegt,   auf  welche  die  Integration 

Curve  selbst,  so  ist  offenbar  J  -A£_.   ^.^  erstreckt,  oder  ansserhalb  derselben. 

discontinuirlich,  da  der  Nenner  0  wird.  Im  erstem  Falle  können  wir  nun  für 
Wir  haben  hier  ein  Beispiel  einer  diejenige  geschlossene  Curve,  auf  wel- 
längs  einer  Linie  discontinuirlichen  Func-  eher  das  Integral  genommen  ist,  eben- 
tion.  Sei  jetzt  die  innere  Curve  ein  f»Wfl  einen  Kreis  setzen,  dessen  Mittel- 
Kreis  mit  abnehmendem  Badius  o,  so  punkt  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
ist  das  Integral  in  den  Grenzen  <f>=0  liegt,  und  dessen  Badius  r  kleiner  ist, 
und  »=2.1  zu  nehmen,  wenn  man:  »1»    ^^^  Modul  der  kleinsten  Grösse  m, 

für  welche  f(u)  aufhört,   eindeutig  und 

a=z-f-^e^*,  continuirlich  zu  sein.    Es  wird  dann  un- 

folelich:  "er  Kreis  keine  Mehrdeutigkeit  oder  Dis- 

'  continuit&t    von  f{a)  nmschliessen.    Da 

da^=Q\€^^dfp  z  innerhalb  dieses  Kreises  liegt,  somuss 

,     ,              V          /  ^^^  Modul  von  z  kleiner  als  der  von  a 


sein. 
2;v  _.  Man  hat  nun: 


8ei  femer:  Die  Integrationsgrenzen  sind: 

also: 
also  F{q)  eine  Grösse,  die  sich  mit  ab-  «ir  ^/  \ 

nehmendem  ^  der  Null  nähert.    Sei  fer-  fiz)—   r'"A(«)'««y 

ner   L    der   grösste  Werth  des  Moduls  '^  ^    2w./   q        «t — z     ' 

von  F{tf)  fQr  gegebenes  ^,  also: 

wo  * 

F((f)dff><Lmod  i       rfy,  a  =  rc' 

^  ^     ^  zu  setzen  ist.     Da  aber  der  Modul  von 

d.  h.:  IC  grösser  als  der  von  z  ist,  so  hat  man: 
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«— » 


ö=i)' 


Z 

WO  —  einen  echten  Brach  som  Modnl  hat,  und  da  man  in  dicflem  Falle  setzen 

kann: 

1        ^      »    .   **   . 

a 

wo  rechts  eine  conrergente  Reihe  steht,  so  ist: 

f(^^=ifj  w  [1 + -^  +  S  +  •  •  •]  «v.  • 

oder: 

eine  convergente  Entwickelang: 


•'    0      a 


a^rJ^\ 


L    „Es  l»Mt  sich  also  f(z)  in  eine  .  %n  //«)   ,       i    pf(a)  du 

convergente  Reihe    nach  ganzen  positi-  /        -^-^-^  <'?=—/     \V  .» 

ven  Potenaen  von  «  entwickeln,  so  lange  «^0      a*              *  «^     «  "^ 

v?L«JS'l!?n^JI*u/^^^    J^'^'T   *^L*^^''  «»id  wenn  man   sich   also  dies  Integral 

^T^f^^    '  a'  !^'  "*?  ^'^'?  ^rl'  liter  jeden  von  zwei  concentrischen  Kreis, 

tion  aufhört,  emdentig  nnd  continuirlich  penpherien  ausgedehnt  denkt,  deren  Ra- 

«V  "/«,  w^-^^l^^'^v/".^"'^^^^^^^  Sien  r  und  r'  Zwischen  0  und  Äliegen, 

tilts.  oder  Windungspunkt  eintritt.«  ,^  ^^^den  beide  Integrale  nach  dem  im 

Immer    nämlich    lasst    sich  dann  ein  vorigen    Abschnitte    angeführten    Satze 

Modul  r  finden,  der  grösser  als  der  von  denselben  Werth  haben. 

z  ist,    und  die  gegebenen  Bedingungen  Es     ist    also    in   der  Reihe  3)  nicht 

erftllt  nöthig,  dass    r  grösser    als   der  Modul 

Ist  aber  der  Modul  von  x  grösser  als  von  »  sei. 

der  kleinste  Modul  Ä,  für  den  ein  cri-  Dieser  merkwürdige   allgemeine   Satz 

tischer  Funkt   eintritt,   so  muss,  da  r  t^ber  die  Entwickelnng  der  Functionen 

diese    Ghrenze    nicht    übersteigen   kann,  jn  Potenzreihen  ist  von  Cauchy. 

-   einen  Modul  haben,    der  grösser  als  ,  üebngens   Iftsst  sich  aus  der  Grand- 

«                                              **  formel: 

1  ist.    Die  Reihe  fttr  —^    wird   also  f/.N-  ^     /Y(«)  da 

.«:«^.<^«A.     -«j   «K^».     t/*-u     o\      w  worin  sich  das  Integral  über  irgend  eine 

.t  IST  H«^«   T   *..l\^'''^  ^^:    =•  einfache    ge«chlo8.ine   Cnrre    ewtreckt, 

nr^vJ^J^Jn.V^^\^   '^^1?  »o*   ein   allgemeiner  ScMas.   machen! 

-.„H?-^^  ^Äi.  *  Z""^"*'!!"'  "***■  D«  ntolich  f%)   ftr  alle  Pnnkte  inner- 

n  L  ^liM^i^f  K^-    ^*  kann  nur  ^^^   derselben    continuirlich   ist,    kann 

dann  ein  Zweifel  entstehen,  wenn  z  einen  ^__  .«♦.«« . 

Modul    hat,    der    gleich    dem  kleinsten  ""»«■«««'*• 

Discontinuitatsmodul  R  ist,  und  dieser  d(         t 

Fall  ist  dann  besonders  zu  untersuchen.  -,,.       1     /*    \a— »/  .,  v  , 

Uebrigens   erleidet  der  Werth  von  A  '  W  =  2ri./   — S~  '  W^« 

keine  Veränderung,  wenn  man  dem  Mo-  1     /Y(«)  da 

dul  Ä  von  a  einen  beliebigen,  zwischen  — 9^/  ^«— *^>' 

0  und  Ä  liegenden  Werth  (die  Grenzen  ,    ,      ,          ,       .     v,'.v      .  J    . 

ausgeschlossen)   gibt.     Denn  in  diesen  ^^  d"  Integral  rechts  bleibt  eindeutig 

fff^  und  continuirlich,  so   lange  t  nicht  in 

Grenzen  ist   -^-^-^   auch  eindeutig  und  die  Begrenzung  flllt.    D.  h.: 

o'"*"  IL    „Ist  innerhalb  irgend  eines  ein- 

contiirairlidi.    Man  hat  aber:  fach  begrenzten  Gebietes   f(f)  eindeutig 
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und  continuirlich,  so  wird  dies  aach  mit       m.    „In   demselben  Kreise,   wo  ^(s) 

f'{^)  und  mithin  mit  allen  Differenzial-  sich  nach  ganzen  positiven  Fotensen  ron 

qaotienten  von  /(>)  der  Fall  sein/*  %    entwickeln    l&sst,    ist  dies   aach   mit 

Das  Letztere  folgt  nämlich,  wenn  man  allen  Differenzialqnotionten  von  f(z)  der 

den  Differenzialqnotienten  f"  (s)  der  end-  Fall.** 

liehen  nnd  continnirlichen  Function  f' (z)       ««u-*  j-«         ••  ^     r^-*     -^ 

betrübtet  u.  ..  w.     Hier...  ergibt  sich  .  ^S^l."""   *"  ^>ff<»'«»»"«°  'o«*'   *° 

auch :  *""'  ""*"  = 

4)  fi'\.)^h^fm^ 

oder  wenn  man  die  Integration  über  denselben  Kreis  wie  bei  ^(0  erstreckt: 


.  .  s. 


also: 

(Vergleiche  Formel  8.)    Somit  kann  man  aach  setzen: 

die  bekannte  Madanrin^sche  Reihe. 

Entwickelt  man  f'(i)  aus  Formel  4),  so  kommt: 

j  i4   1  ist  aber  der  Differenzialquotient  von  A  i  . 

„Die  Beihe  für  f  (s)  besteht  also  ans  den  Differeniialquotienten  der  von  /'(z).*' 
Dies  ist  nicht  selbstverst&ndlich,  da  die  Glieder  ins  Unendliche  gehen.'* 
Setzen  wir  noch  in  die  Formeln  8)  und  5)  für  f(i) :  ^(«+x),  so  erhalten  wir, 
indem  wir  fiu-^-x)  als  Function  von  x  betrachten: 

oder  wenn  man  wieder  u+x^z  setzt: 

6)  f(%)=A,+A,(»-u)+A,{i-u)*+ 


•     •     • 


•     •     •> 


WO  man  hat: 


*     inj  0 


*"f^\.       „  =  re'*. 


oder: 


^,=n5^'<"'* 


worans  sich  dann  ergibt: 


^'•'<-)=^r-/T  V- *■ 


Diese  Entwickelungen  sind  gültig,   so  für  gegebenes  r  eine  Kreisperipherie  ent- 
lange der  Modul  von  x  kleiner  als  der-  spricht,  deren  Badius  r  und  dessen  Mit- 
jenige  R  ist ,   für  welchen  die  Function  telpnnkt  u  ist,  so  hat  man  den  Satz : 
/^(••+«)  discontinuirlich  oder  mehrdeutig  IV.    „Wenn  u  eine  beliebige  Grösse 
wird.    Da  nun  dem  Werth  von:  ist,    und   u   kein  Discontinuitilts*  oder 

Windungspunkt,  so  lässt  sich  f{i)  nach 

izzu+re^*  ganzen  positiven  Potenaen  von  4— «  ent- 
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wickeln   innerbalb   eines  EreitM,   der«    '    r.,  .  ,,     .        fi^) 

tum  Mitleiponkt  hat,   nnd  deuen  Pari-        '('•+")-F(il)+it y^t 
pherie  durch  denjenigen  DiacontinnitltB- 
oder   Windnngspnnkl    g«ht,    welcher  h 
iDQftchet  liegt." 

D«   non,   sobald    /(r)   kein  critiicher                                  F[A-t- t)~F(A) 
Pnokt  iai,   aich  immer  Pnnkte  «  «öden  *  f.4i_i.m 


F'M)  = 


InaMD,   deren  Entremang  von  a  kleiner  Kv/;i_i_  \     KrrA\ 

iat  ala   die  Entfernung  von  h    nnd  dem  F"(j4)  =  lim      (^+''J~*'   t'*) 

ihm  nächsten  rrilischen  Punkte,  so  folgt  •* 

V.     „Jede   Fnaetion    f(t)   lUat    aich  ',  \  \ 

fOr   alle  Punkte  mit  Aatn&hms  der  cH- 

tiachen  in   eine  Reihe   n»oh    nnien  po-  .  ,    __,    ,.        ,     j_,  i         •_   . 

.0  .  em.  C<..«.DI.  1,1,  ai.  In  p".»"  '?"  k»"»".  "•;»  "■.""  '  "' <"'  »"^ 

ar.D..i>  willklrlla  Lt     Dl«e  Ora..n  J™"":  ^  '"  '^""■"?»  !•««    "  "!," 

.b»  Ud.r.  ■»,  ..m  dl.  V.ri.W.  1^  i!, Ä.   °',;T"^*  'i'""?'-    "J'l" 


»  Grenzen  überach reitet." 
Setaem    wir    anch    in   die  Formel   1) 


erhalb  eines  Kreises,    der  keil 
I   Pnnkt    cinachliei 


/■{«+»)  fOr  /■(.),  so.erh.IUin  wir.  Mittelpunkt    hat.      Sei   nnn   der  Werth 

f(L^~~      /'/'(''+■')'*''  Ton  F(t)   für  den  beliebigen,  nicht  Ofi- 

"■  ■^     2iiJ     o-s-u  ■  tischen   Punkt   »  =  a   in   ermitteln,    dei 

Durch  Differenaiiren   dieser  Form   er-  ""^^  '?"  "''">'  geschloaaenen  Cnr»e  um- 

b&lt  man-  geben   lat,    anl    welcher   F^t)    diaconti- 

'  Duirlich  ist. 

-    f'(i)=: —.  1  ' '"^°^      ,  Man   verbindet  A  mit  B  durah  irgend 

2ai^    (b— *—»)''  eine    Liui«   AB,    die    kdnen    critiicben 

nnd   diese   ««igt,   das«  der  in  U.  bewie-  ^aakt  enthllt  (wie  man   dies  j»  immer 

sene  8ati  andi  auf  solch«  Fl  Sehen  rtome  t»^).  '"i  «ioem  Pnnkt  deraelben,  wel- 

gilt,  die  nicht,  wie  dies  die  uTsprfingliche  «^«'^   "ocl"   innerhalb  des  um  A  geic«^ 

Formel  verlangt,   den  Anfangspunkt  der  nen  Kreises  liegt.     Schlagen    wir   einen 

Coordinaten,    aondem    einen   beliebigen  «weiten  Kreis  von    gleicher  Eigenschaft, 

Pnnkt«,  aber  keinendercritiachenPnnkte  »<»>   einem  Punkt   dieses    letatara  einen 

einschli essen.  dritten  u.  a.  w.,    ao    lassen   aich   die*« 

Ana   diesen  Betracht« ngen  aber  leiten  Mittelpunkte    immer     nahe    genng    den 

wir  noch  einen  wichtigen  Sati  ab :  Peripherien  des   vorhergehenden  Kreises 

VI.     „Eine  Function   ist   gegeben  Air  oebmen,    dasa  B   innerhalh   de«   letalen 

alle  Werthe,   wo  aie  eindeniig  nnd  con-  dieser  Kreise   liegt.     Bei  «   einer  dieser 

tinnirlich   iat,   wenn   aie   auf  einer  noch  Mittelpunkte,    ao    gilt  für  jeden  Pnnkt 

SQ  kleinen  Strecke,  alao  anf  einer  end-  dieaes  Ereiaes  die  Bntwickelnug ; 

liehen  Linie  gegeben  ist."  F(t)=:FM  +  r M(f-a) 

Denn    sei   auf  einer  von  A  (Fig.  76)  ™,  , 

ausgehenden   kleinen  Strecke  die  Faai>  .| iJ /,_„)' j.,  .  . 

tion  F(»)  gegeben,  ao  ist:  1  -2 

also  anch  fQr  den  Mittelpunkt  det  nich- 

Fig.  76.  tten  Kreises  p.    Durch  Dlffereiuijren  des 
Werthes : 

Fy)  =  F(«)  +  F'(«)0»-») 

1-2  ^ 

lassen  sich  dann  P  (ß),  F'  {ß)  .  .  .  be- 
stimmen ,  nnd  die  Entwickelnng  fUr  den 
folgenden  Kreis: 

"(•)=*■«)+'•(«(.-«+ .  ■ . 

ist  alao  abeufalls  gegeben.  Da  Bun 
F(A),  F'(A)  .  .  .  (Br  den  ersten  Kreia 
bekannt  sind,  so  ergeben  sich  diese  BeU 
hea  Ar  all«  Krelae,  nnd  dnrcb  «neceafirc 


?(/!-.)•+.. 
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Entwickelang  in  Reihen  kommt  man  lo   Banm   tbUt,   lüi   mlehen   di«    Vunotion 

auf    Tltllig   eindeatige  Art   bii   la   der,   defloirt  liL 

welche  F(B)  gibt.  I>ie«e  Schliüu    find«    offenbAir    Aaitn 

Äendsrt  man  den  Weg  AB,  ohne  die  immer  noch  Amreadaag,  weDD  fftr  Punkt 
Endpanlcte  id  Aadein,  lo  kann  die  Eni-  a  alle  DüTereniialqnotientea  verachwin- 
wickelang,  mit  der  man  nuh  £  kommt,   den.     Alio: 

offenbar  eine  andere  werden,  and  diei  2.  „Fiir  irgend  einen  Pankt  a,  wo 
mau  der  Fall  aein,  wenn  beide  Wege  die  Fnnotioa  definirt  iit,  können  DÜdit 
einen  Windangtpunkt  zwischen  eich  ha-  alle  Differendalqaotlenten  rem^ninden.'' 
ben.  Immer  aber  ist  durch  die  Strecke,  XI.  „Eine  Punclion  kann  in  keinem 
welche  von  A  aasgeht,  und  den  Weg  AB  eadlichen  Qebiete  anendlich  oft  Kall 
die  FonctioD  in  B  TÖllig  bettimmc  werden,  wenn  gie  daeelbit  eindentig,   coU' 

Wir  knOpfen  hierin  noch  einige  SHIec  tinnirlich  BDd  nicbl  der  Null  gleich  ist.'* 
TOn  Fabctionen.  Denn    gongt    mttiiten    die    Nnllponkle 

Znnkchtt  erinnera  wir  an  den  Ab-  achlieiiluh  lo  laiammennirjieken ,  da*H 
schnitt  II)  bewieienen  Sali.  deren  nnendlicb   riet  in  der  N&he    einea 

VII.  „Wenn  in  irgend  einem  Pnnkle  Fnnktei  a  ligen,  nnd  ei  wtren  dann, 
<t  die  Fanciion  discontinnirlich  iit,  to  wenn  man  tob  einmn  p  m«  idduMn 
flndet  dieg  mit  allen  Dlffereniialquoiien-   p+i  ginge: 

"V"5;'  fC)=o,  ftf+»)=o, 

Vni.     ,4»t  der  Differeniialqnotient  in  "•»<»  *«  *   ">■  unendliche  abniinint.    in 

a   di.continairlich,     »o    flndet   entweder  i^r  Mähe  Ton  h,  andi: 

Oleichei    mit   der  Function   lelbat  atatl,  ,.     f(fl  +  k)-r(ß^     „,  ,      „ 

oder  eie  irt  mehrdentig."  '""             A            =/*W  =  0. 

Denn  lonet  mn»  nach  Bati  11.  am  o  ,    _,  .  ,        ^   ,               „       „._ 

hemm  der  Ditfereniialqootient  continnir-  «"^   Gleiche«   finde   mit  allen  Dlfferen- 

llch  sein.  iLalqnotienten  statt.               ^ 

IX.     ,,In    keinem    noch    so    kleinen  ^"'     "*-«  """  ■''™   *""»   Fnaction 

aber   endlichen    conti nuirticben    Räume,  inüerhalb    einea    endlidten    Oebieta    mit 

«ei  M  Flichenettlck    oder   Linie,    kann  ^*'  ''"  ^X.   enthaltenen  Ananfthin«  nicht 

^e  Function   conatant  lein,   wenn    «ie  unendlich  sein. " 

nicht  eben  alch  allgemein  anf  eine  Con-  ^«"1  *"• 

e  redncirl."  /'(«)  =  ao. 


also  conatant. 

Xni  „Jede  eindentigo  FuDcUon  nimmt 
wenigstena  fSr  einen  Werth  der  Variable 
einen  gegebenen  Werth  A  an." 

Wir  beweisen  dlogen  Sali  ffir  Asao 
inn&i-hat.  Sei  Jf  der  grOaate  W«rth  des 
Hodnis  von  f{t).    Nnn  war: 

2nr    '    0 
von  /■{»)  für  l  =  «  der  Null  gleich,  also  in   Ergelit  man  dag  Argument  durch  Jf,  so 
einem   Kreise   nm  «  die  Function    con-   kommt: 
stant.     Zieht    man    nun  ans  ß  iancrbaih 

diese«  Gebielc.  «inen  zweiten  Krci.,  fdr  P      mj         o     » 

den    Entwitkelnng    nach   Potenien    lür  J       lat'l  —  M«, 

(t-ß)  stattfindet,   so  iat  auch  f(ß)  mit   ^ 
allen     Differeniialquotieaten     der    N  all 

gleich,    aUo   auch  in  y  innerhalb  dieaca  madA"htn^^     d  * 

Kreiaea  die  Fn actio n  constaut,  ao gelangt  "'""'      W'-^  ~W 

man  ,  wenn    die   obige  Aasnahme  nicht  f 

nauflndet,  mit  conatantem  Werthe  von  Wird  i 
f{*)  nach  einem  beLebigea  Paukte,  und  man  r 
tliei  findet  al*o  lüi  den  ganien  oder  den   es  ist: 
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/(*)/m-.A  WO  man  den  Ansdmek  Im  Bx|»oneB(en 

r      [y?-^,  snnäcfaflt  sich  als  Zahl  a  denkt,  und: 
was  anch  n   tei,  was   nach  X   nnmög-  , 

lieh  ist.  e    =14-«+  -—--^-  .  .  . 

Beweisen    wir   den  Satz  jetst  fftr  be-  a  •  ^ 

liebiges  A,    Man  nehme:  entwickelt,  wobei  der  polynomische  8ata 

1  in  Anwendung  kommt.    Man  hat  dann 

'  ^*^  ^  f(i\^A  *  Glieder  von  der  Form : 

so  wird  dieser  Ausdruck,    wie  eben  ge-  ^'^  7(*i»«t.««  ) 

acigt,    für  irgend  einen  Punkt  «r  unend-  A,'»  A,'«  .  , , ** . 

lieh,  also:  .  dx^'^dx,'»   .  .  . 

/(a)-i4=0,    r{a)  =  A.  Diese  QliedeV    sind   schliesslich  in  ihrer 

Noch   erw&hnen    wir   der  Ausdehnung  Bedeutung  als  Differenzialquotienten  auf- 

des  Taylor'schen  Satses  fAr  mehrere  Va-  zufassen. 

"'slr^u  entwickeln:  „  1^)    Betrachtungen     über     die 

Functionen    reeller   Variablen. 

/(*+*»  y+*)-  Wir    wollen  jetzt  TorausseUen,    dass 

Denkt  man  y+k  constant,  so  ist:  sowohl    die    Variable    x    als    auch    die 

M(x,if'\'k)  Function  f{x)  reell  sei.    Der  Zuwachs  y 

/(*+*»y+«^)=/(*>y  +  *)  +  * ^ —  ist  dann  immer  als  reell  zu  betrachten. 

,       .,  -.  ..  Sei  *'  positi?.    Soll  also  ^(«  +  k)  grösser 

,    »     <>    /(*>!(+»;,  als  f(x)  sein,  so  mnss  man  haben: 


und  wenn  man  jedes  Qlied  nach  Föten* 
aen  von  k  entwickelt : 


Soll  das  Oegentheil  stattlinden ,   so  ist : 


fix,  y+*)=r(*,  Sf)+*5J+  •  .  1  f{x+y)''f(')  ^Q 


y 


%y          =  5^-H*T^+'-  •  •»  ^*  ™*o  »^«»^  den  Ausdruck  links   mit 

öy              öx        öxOy  ff  (^j  verUuschen  kann,  so  hat  man  den 

^V(^^  y+*)  ^  £!/ .  4  ^ V  .  Satz: 

d»«           "  da:«       SiS"''  '  *  *'  «So  lange  f  {x)  positiv  ist,  wird  die 

.     ^  Function  f  (j:)  mit  wachsendem  x  eben- 

*"^'  falls  wachsen,    so   lange  f'(x)   negativ 

ft    xv       I  LN-A    A.  \^\^f A^L^f  dagegen    abnehmen.     Diese  Bedingung 

/C«+*i  y+*^-Al*  +  y;+»5;^i-«5^  iet  nothwendig  und  ausreichend.«« 

A*    h^t      ^kk  d*f  ^^^^  f{^)  ^^^  Zunehmen  zum  Ab- 

4 ^  + nehmen  übergeht,   sagt  man,  die  Func- 

1  •  2  dr*       1-2  dxdy  jJqq  j^abe   ein  Maximum,  geht  sie  vom 

k*    d*  f  Abnehmen    zum    Zunehmen    über,    ein 

+  272  57«"^  •  •  •  Minimum. 

^  Für   den    erstem  Fall   ist  nothwendig 

Diese  Entwickelung    gilt  offenbar  so  ,jud  ausreichend,   dass  f  (x)  vom  Posi- 

lange,  als  die  Moduln  von  A  und  A  klei-  giiivcn  zum  Negativen,  für  den  letztern, 

ner  sind,  als  der  kleinste,  für  den:  ^^g   es   vom   Negativen   zum   Positiven 

/  (*  +  A,  y  +  *)  übergehe. 

•  j     *f^     -j        *•  .  «-i'«!.  ki^zv«.  Hierbei    kann     f'(x)    discontinuirlich 

emdentig  und  contmuirlich  bleib^  ^^^^^^     ^.^  Fall ,  der  besonders  unter- 

Bei  Functionen    von    mehr   als    zwei  ^^^^it  werden  muss. 

Variablen    sind    diese   Schlüsse    fortzu-  Bleibt  r(«)  continuirlich,  so  muss  in 

setzen.    Man  ftberaeugt  sich  dann  sehr  f^j^en  F&llen: 

leicht  von  der  symbolischen  Formel:  *  ^. 

fO^t+K  *.+*«  •  •  •  *H+V  werden.  -    Im   ersten  Fall   (wo  /'(*) 

d             d                           d  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht) 

*i  j-*4- Äji  j-;-4-  .  .  .  +*    vT"  ist    hierbei  f^(x)   im   Abnehmen,    also 

*'*»          *^*«                     ^  ^n  f''[x)  negativ,  im  leUtern  /"'(*)  im  Zu- 


=:S 


ff  X      nehmen,  also  f"{x)  positiv. 

'  v*i»  *.  •  •  •  V        Es  kann  aber  f^(x)^0  weiden,  ohne 
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dass  ein  Maacimnm  oder  Adfinimam  statt-  sweite    kleiner   als   Null.     Beide   Ant- 
findet,    wenn  es  n&mlidi  nicht  sein  Zei-  drflcke     sind    die    Differenzialqnotienten 
chen   wechselt.     Wenn    aber   f'{x)  z.B.  besfiglich  von: 
positiv,  dann  Null  wird  nnd  positiv  bleibt,  FixS-G «/» (x\     FCx)  -K*!»  (x\ 
dann  hat  f  W  BQlbst  ein  Minimum,  und  '  ^^      ,  ^  ^  ^'       ^^       .     ^  ^' 
wenn  es  erst  negativ  ist,  ein  Maximum,  ^o»  denen  also  der  erstere  mit  wachsen- 
in beiden  FWlen  also  ist  r'(^)  =  0,  und  d«"  *  abnehmen,  der  letztere  znnehnicn 
/"'(x)   ist  im  ersten   Falle  positiv,    im  ^""d»   ^cnn    «/>(«)  positiv  ist.     Es  wird 
zweiten  negativ.  *^*®  sein: 

f"(x)  aber   kann  nach  dem  eben  Ge-  F(a-fÄ)  — (?<l*  (a+A)<F  («)-(?*  («), 

sagten  gleich  Null  sein,  ohne  dass  f  (^)  J   ^  . 
ein  Maximum  oder  Minimum  hat.     Dann 

ändert  es  sein  Zeichen,  nnd  f(x)  hat  ein  F(rt-f*)—  ^W^g 

Maximum    oder   Minimum.     In   diesem  </>  (a+A)— <l»(a)       ' 

Falle   ist  A";W  =  0  u.  s.  w.     Das  Gc-  ^^^^   ^„^^  ^j,  ^     ^^„„  ,^,^^^^  ^ 

sagte  fasst  sich  m  dem  Satze  zusammen :  ^.^  -^^     Ebenso  ergibt  sich : 

„Hat   f(x)   ein    Maximum   oder  Mini-  FCa+h)—  F(a) 

mum,  so  muss  eine  ungrade  Anzahl  der  — ^ ^>Ä". 

auf  einander  folgenden  Differenzialquo-  l»  (ä +*)-*(«) 

tienten  verschwinden,   und  der  erste  er-  Dasselbe   findet  statt,  wenn   ^ {x)  iie> 

scheinende    im  ersten  Falle  negativ,  im  gaiiv,  da  in  diesem  Falle: 

letstem  positiv  sein.**  »P  (a  +  A)  <  *  (a). 

Ausgenommen  ist  der  Fall,  wo  ^'(«)  ,      ^      t.  ,.  \t                    •     • 

oder  der  erste  erscheinende  Diflferenzial-  »"<>  ^^^  »">*«  Nenner  negativ  ist. 

quotient  discontinuirlich  ist.    Dieser  Fall  Da    nun   diese  Werdia  besftglich   der 

ist   besonders  zu  untersuchen.    Es  muss  .^        -t_i..«ri-           ^  («) 

^^jjuj  grOsste  und  kleinste  Werth  von      ,^  ' 

f'{X'\-k)<f'(x)  einer  continnirlichen  Function  von  ar  wa- 

im  ersten    nnd  -  ^^'  *^  vmh  der  Ausdruck  links  einem 

'          '  zwischen   den  Grenzen  a  und  u+h  He- 

f'(X'\-y)>f'{x-y)  F^(x) 

im  zweiten  Falle  sein,  wo  y  unbestimmt  «^"^^^^  ^^'^^^  ^*»  4^if    «*«>^   •*'»• 

klein  ist.  Ist   ^  ein  echter  positiver  Bruch,   so 

In  diesen  Betrachtungen  ist  die  Theo-  nimmt  jeder   dieser   Werthe   von  x  den 

rie   der  Maxima  und  Minima  der  Func-  Ausdruck  A-^-^h  an,  und  man  hat  also 

tion  einer  Variablen  enthalten.  den  merkwürdigen  Satz: 

Wir    entwickeln    au8   dieser    Theorie  'l'(a+k)-'P{a)       *'(«+**)' 

noch  einen  wichtigen  Sats.  wenn  nur  '/>'(x)  in  den  Grensea  o  nnd 

Seien  die  Functionen  F nnd  <l>  sowie  a+k  nicht  vendiwindet. 

ihre  Differenrialquotienten    continuirlich  ^^^  ^^^  g^  j^j^^^  ^  ^^^  g^, 

«wischen    den   reeUen   Gren.eii    a    nnd  ^^^  ^^  Taylor'schen  SiUte«  für  reelle 
a-f-A,    ausserdem    aber  habe  m   diesen  j^^nctj^ue«  «k 
Grenzen   <#*    kein  Maximum   oder  Mini- 
mum, werde  also   *'  hier   nicht  gleich  Es  kommt  nämlich  oft  vor,  dass  man 
Null,  dann  hat  in  diesen  Grenzen  offen-  den  Grad   der  Convergenz    der  Fotenz- 

F'(x)  reihen  wissen  muss,   also  wie  gross  der 

bar    der   Ausdruck  -^pr^  «»n«»  grössten  vernachlässigte  Theil,  der  Best  ist,  wenn 

und  einen  kleinsten  Werth.  die  wir  be-  ^^^  «  <^^f^^^  ^^  ?^^^T^!'' .^^ 

üglich  mit   G  und  K  bezeichnen.     Es  »»"™>    D»ese"i  Beste  soll  hier  ein  all- 


z 


ist  also  dann:  *  gemeiner  Ausdruck  gegeben  werden. 

Zu    dem   Ende    setzen   wir  in   Qlei- 


oder: 


*  w     •!'  w       .       F(x)=A«+Ä)-^r(«)-(«+A-*)r(x) 

F'{x)-Ä:*'(a:)>0,  ^ 

wenn  «!»'(«)  positiv  ist.     Ist  es  negativ,  (a-f  h—x)    rW/^j 

•o  ist  der  erste  Ansdniek  grOwer,  der  1  •  2  .  .  . »  ^' 
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4.(,)  =  i,.(a+k)-f(x)-(a+k-*),f'(x)-^^±^^^<f"(x)-  .  .  . 


1    •  2s  •  .  .  Q 


9 

Wir  nehmen  hierbei  an ,  da»s  die  Functionen  /*,  7,  f^  and  ^'  continnirlich  seien 

in  den  Grenzen  a  nnd  0+^  und  dase  ^A^  '    '^  in  diesen  Grenzen  nicht  yersch winde. 
Da  man  nnn  offenbar  hat: 

F(a-fA)=:*(fl+A)=0, 


80  gibt  Sats  1): 


Es  ist  aber: 


•jf  \      («+*-«•)'   («+0/  \ 


Femer : 


also: 

2)      ^(«+*)=^(a)+*r(a)+*4;:-(^>+.  .  .+i-2*^,yi^  ■ 

nnd  da  die  ersten  n-\-l  Glieder  mit  der  Taylor*schen  Reihe  übereinstimmen,  so 
ist  F  (a)  der  verlangte  Best.    Da  man  aber  hat : 

so  ist,  wenn  man  die  entsprechenden  Werthe  einsetzt: 
8)      F(«)=C,.(«+A)-//.(a)-»9,'(<i)-^ ,/'(«)-  .  .  . 

^  ist  eine  beliebige  Function,  q  eine  beliebige  ganze  Zahl,  nur  darf  ^^^"^  ^  in 
den  Grenzen  a  und  a+^A  nicht  verschwinden.  Dnrch  Specialisiren  kann  man 
dem  Beste  leicht  einfachere  Ausdrücke  geben. 

A)  Sei  q{x)={x^a)^'^\  dann  ist: 

9.(^+")(x)  =  0>+l)p(p-l)  .  .  .  (p-^+l)(x-a)P-», 
und: 

Wird  hierin  noch  ^  =  7  gesetzt,  so  ergibt  sich: 

B)  Setst  man  dagegen  in  der  allgemeinen  Fonnel  j=0,  «o  ergibt  aich  : 

86 
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also  wenn  wieder  q.(x)  =  (x  -  «)''        ist: 

7)  F(a)  = ^ ^— ^ ^^ ^ 

oder  wenn  />=0  ist: 

*J  ''W- 1.2...« 

ein  Ansdmck,  den  Cauchy  zuerst  gegeben  hat. 

Sei  femer  q(x)  =  {a+k—'x)^'^^t  so  gibt  Formel  6): 

worans,  wenn  p=H  ist: 

folgt,  eine  Formel,  die  von  Lagrange  herrfthrt. 

Nehmen  wir  an,  dass  f^*^'^^^(x)   in    den  angegebenen   Grenien  nicht    ver- 
schwindet,  so  kann  anch  in  6)  (f(x)=f^^\x)  genommen  werden,  also: 

11)  F(«)=[r(-)(<,+*)-M-)]  r2~ 

Diese  Darstellung  ist  von  Roche. 

Besonders  zur  Anwendung  eignen  sich  die  Formeln  8)  und  10)  für  den  Best. 
Diese  Bestbestimmung  hat  ausser  dem  Zwecke,  den  Grad  der  Ann&herung  sn  fin- 
den ,  noch  den ,  dass  die  Reihe ,  selbst  wenn  sie  divergirt,  mit  Hinzunahme  Ton 
F(a)  noch  einen  Sinn  gibt,  was  s.  B.  f&r  die  halb(K>nyergenten  Reihen  wich- 
tig ist. 

An  die  obige  Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mit  einer  Va- 
riablen knüpfen  wir  noch  die  Theorie  derer  mit  mehreren  Variablen  an. 

Damit   für  ein  gewisses  System  tou  Werthen  x^,  x.  .  .  .  x     der  Ausdruck 

fixij  x^  .  ,  •  JT  )  im  Wachsen  oder  Abnehmen,  ein  Maximum  oder  Minimum  sei, 
muss  für  beliebiges  reelles  und  unendlich  kleines  dx^^  dx^  .  .  .  dx  : 

im  ersten  Falle  kleiner,  im  letztem  grösser  als  f(x^^,  x,  .  .  .  x  )  sein,  also  der 

Ausdrack: 

f(xg+dx^,  x^+dx^  .  .  .)— /*(*!»  ««•••) 

bezüglich  negativ  und  positiv  für  jeden  Ausdruck  dx^y  dx,  . . .  Dieser  Ausdruck 
ist  gleich: 

WOZU  Glieder  dritter  Dimension  kommen,  die  gegen  die  hingeschriebenen  ver- 
schwinden. Auch  der  Ausdruck  zweiter  Ordnung  ist  unendli<£L  klein  gegen  den 
erster  Ordnung,  und  da  dir,,  dx^  .  .  .  positiv  und  negativ  sein  können,  so  muss 
sein: 
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fi 


Continnitiit  der  Differenzialqnotienten  yoransgesefczt.    Es  mass  also  die  homogene 
FnQCtion  «weiter  Ordnung: 


WO  f  nnd  t  alle  Werthe  von  1  bis  n  annehmen,  im   Falle  des  Maximum  negativ, 
im  Falle  des  Minimam  positiv  sein. 

Bekanntlich  lässt  sich  keine  solche  Function  in  eine  Summe  von  fi  Gliedern 
von  der  Form: 

verwandeln ,   wo    die    Coefficienten    a    nur   von    den  QrOssen  -r— ^,  -^ — '—  ab- 

ox  "   ox  dx. 
f         st 

hängen. 

Es  ist  klar,  dass  im  Falle  des  Maximum  alle  diese  Coefficienten  negativ,  im  Falle 
des  Minimum  positiv  sein  müssen.  Haben  sie  ungleiche  Zeichen,  so  findet  keins 
von  beiden  statt.    Diese  Bedingungen  sind  nothwcndig  und  ausreichend,  den  Fall 

ausgenommen,  wo  die  GrOssen  t — j,  x — 4 —  all«  verschwinden.    Dann  wäre  gans 

wie  oben  auf  die  Glieder  höherer  Dimension  znrficksugreifen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Function  zweier  Variablen  ^(;r^,  «,),  so  mnes  sein: 


Sei  noch: 


so  ist  das  Glied  zweiter  Dimension : 

adxi*+2bdx^dx^-\-cdx^^=a(dx^-\-''dx^y-\-(c )rf«,', 

also  im  Falle  des  Maximum  oder  Minimum  bezüglich : 

ö<0,     C-— $0. 

Wegen  der  ersten  Bedingung  ist  im  Falle  des  Maximum  ca—b^>0,  und  ebenso 
im  Falle  des  Minimum.  In  beiden  Fällen  muss  also  ca>b^  sein,  wobei  die  Be- 
dingung d^O  beide  Fälle  von  einander  trennt. 

16)  Beispiele  zum  Taylor'schen  Satz. 

Wh:  geben  jetzt  einige  Beispiele  fUr  die  Benutzung  der  Taylor'schen  Reihe. 

Der  Ausdruck  (x^h)  soll  entwickelt  werden  für  reelles  und  imaginäres  n. 
Es  lässt  sich  zeigen ,  dass  diese  Entwickelung  gelten  muss ,  so  lange  der  Modul 
von  k  kleiner  als  der  von  x  ist,  mit  Ausnahme  des  Falles,  wo  n  eine  ganze  po- 
sitive Zahl,   also   die  Beihe   eine  endliche  ist,   und  für  jedes  h  gilt  —  Denn  sei 

tc 
zunächst  n  ein  echter  oder  unechter  Brach,  also  **=-^: 

ß 

(x+hf='^ix+hf. 

Setsen  wir  *=— «+re''  so  wird: 

ß 

86* 
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also  fQr  ^=:0  nnd  fl&r  (f>=2n: 


a    2a  m 


(x-\-hf  =  r^    und    («+*)"=  r^e    ^    . 

Miin  kehrt  also  erst  nach  /Smaligom  Umkreisen  des  Punktes  A=~s?  zu  dem  An- 
fangswerth : 

a    %aßni       a 

r^  e    ^    z=r^ 

zurflck,  nnd  es  ist  dies  ein  Windnngspnnkt.    Somit  hOrt  die  Richtigkeit  der  Knt- 
Wickelung  auf,  wenn  der  Modul  von  k  den  von  x  erreicht.    Gleiches  gilt,    wenn 

fi  irrational  ist,  da  dann  r^  und  r'^e''*"*  ebenfalls  ungleiche  Werthe  haben.   Aach 
kann  ohne  Aenderung  dieser  Betrachtungen  n  negativ  sein.  ' 

Sei  jetEt  aber  n  eine  beliebige  compleze  Zahl,  so  hat  man: 

aber  fUr  hzz—xi 

lg(«-fA)  =  lgO=a>, 

wo  dann  also  Discontinuität  eintritt. 
Für: 

ist  nun: 

/^'(«)=n «**"*,   /^"(«)  =  n(n-l)**"'*   .   .   .   r^'\«)  =  fi(ii-l) 


also  wenn  man: 


f  ■"  1-2  ...  f 


setzt: 


(jr+A)"=***+iw*"^A+«,»"""V+  .  .  .  +n^ »"""'** 


— 1  .1+1 


wo  man  statt  des  letzten  Gliedes  auch  setzen  kann: 

(«•+1) »,+ j  (1- *)'(*+**)""'"  "a*"^  S 

natürlich  nur  dann ,  wenn  x  nnd   k   reell  sind ,  und  dieses  letzte  Glied  gibt  die 
Grenze  des  Fehlers  an.    Setzt  man  z.  B.  «=1,  wo  man  dann  hat: 

(l+A)*=:l+ia4--^^^Ä*+  ...    +n    Ä*H-  .  .  . 

1  •  2s  s 

Der  Modul  von  h  muss   kleiner  als  1  sein.    Es  wird,   wenn  man  mit  ii^A     ab- 
bricht, der  Fehler  zwischen: 

n,_^y+'    und    »,+  ,(1+*)— *-!*'+• 

liegen ;    er  wird  also ,    wenn  n  und  h  positiv  sind ,  nicht    grOsser  als  der  letztere 
Ausdruck,  wenn  h  negativ,  n  positiv  ist»  nicht  grOsser  als  der  erstere  sein  kOnnen. 
Sei  femer: 

/•(«+*)=  lg  («+A). 

Die  Beihenentwickelung  gilt,  so  lange  modA<moda?  ist,  da  für  A= — x  Discon- 
tinuitat  eintritt. 
Man  hat: 


lg(.+»)=l,x+^-ai^  +  Tt-..+(-l)'+'-i'+(-l)' *'     '  .  .  , 

and  fBr  x=l  erUUt  man  hiemiu: 

lgCl+*)=*-**'+iA*+  .  ■  .. 
Ifir  x=0  dagegea  wird  dies«  Eotwiekelang  immer  illuaoriicb,  da  dann  niodi<0 
Bein  mflsiM.     Setien  wir  in  der  letzlen  Botwickelang  4  =  1,  lo  hkt  m*a: 

lg(2)=l-j+i-i+  .  .  . 
Die  Glieder  oehmea   ab  und  conTergiren  nach  Hall  bin.     Die«    i«t  ein  Zeichen 
dalttr,  dau  die  Beibe  eonreci^rea  mnee  (siehe  den  Artikel :  Reibeo). 
I(t  Jk=-1,  io  bat  man: 

lg{0)=-(H-|+i+i+-.)- 
DieH  Beibe  wird  dirergiren,  da  dieielbe  eqt  Summe : 

lgO=-oo 
beben  wflrde.    Ei  i«t  diei  ein  Beiipiel  fflr  den  Fall,  data  in  der  That  anf  der 
Grenze  die  Function  courer^ren  oder  divergiren  kann. 

EindetitigB  Functionen,  welche  Ar  endliches  x  nie  digcontinnirlioh  werden, 
können,  wai  auch  x  «ei,  iqmer  nach  ganzen  positiven  Potenzen  Ton  z  entwickelt 
werden.     Dieie  Eigenacbart  haben  i,  B.  die  Fnnctionen : 

und  in  der  That  werden  die  enUprechendon  Reiben  : 


1-2. 3^1. 2. 3-4-5      ■■■ 
eoi  x=  1  -  j-^  +  __.__  _  ,  .  , 

Von  eokhen  Functionen  tagt  man,  dau    tich   In   dem  Bings   iwiichen   A   und  B 

sie    „den   Charakter  ganier  Functionen   und  auf  dieieu  Cnrren  lelbit  keine  Dii- 

baben,"     oder   neunt   sie   auch   kanweg   continnillt   oder     Mehrdeutigkeit    finde. 

„ganie  Functionen."     Sie  tind  aber  an(£ 

die   einiigen  ,    welche    llcb   immer  nach  ^'B'  '°- 

ganzen  poeitiTen  Polenten  von  x  eelbsl 

entwickeln  Ijueen. 

17)  Entwickelnng  der  Functio- 
nen nach  ganten  positiven  und 
negativen  Potenten  der  Va- 
riablen. 

Wir  nntersncban  Jelit    Bbonuali  dsa 

eritrecken  dauelbe  Jedoch  flher  ii^ei  ge-  Die   geichlosseno    Curve     hIiI    vorauf, 

scblosiene  Curven  A  und  B,  von  denen  dasB    in  dem  ganten  von  B  umidilOHe- 

die  eine  von  der  andern  gani  nmgeben  nen   Gebiete    lich  entweder  kein  Win- 

wird  (Fig.  78).    Wir  aetien  Torau«,  da»  dnngspunkt  finde,   oder  mehrere  derart 
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dass  beim  Umkreisen  dergelben  auf  Cnnre  A  die  Function  in  jedem  Fnnki  mit 
ihrem  alten  Werthe  wieder  znruckkomme. 

Da   dann  in  dem  von  A  und  B  begrenzten  Gebiete  der  Ausdruck  nur 

a — » 

fUr  «  =  «  eine  Discontinni tat  annehmen  kann,  so  ist,  falls  Punkt  z  in  diesem  Ringe 

liegt,  nach  dem  am  Schlüsse  des  Uten  Abschnittes  angeführten  Satze: 

,/         tt—  z        J         a — z        J  « — » 

wenn  i  im  Binge  liegt,  wo  I  und  I  die  über  die  Currenul  und  B  erstreck- 

ten  Integrale,  #  dasjenige  auf  eine  kleine  geschlossene  Curre  erstreckte  be- 
deutet, welches  den  Punkt  z  umgibt.  Befindet  sich  aber  s  ausserhalb  desRiDges, 
so  ist: 

J  a—z  J  «—I 

Man  beweist  nun  wie  in  12),  dass: 

J  «— * 

ist,  also : 

oder    ^  0, 

je  nachdem  z  zwischen  A  und  B  liegt,  oder  aasserhalb  dieses  Baumes. 

Finde  das  erstere  statt,  und  substituirc  man  den  beiden  Curyenil  undi^  con- 
centrische  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und  deren 
Badien  bezüglich  r  und  ^  seien,  so  darf  zwischen  r  und  q  kein  Badins  oder  Mo- 
dul liegen,  ftlr  welchen  f{i)  discontinuirlich  wird.  Ausserdem  ist  zunächst  zu 
setzen : 

r>mod»>^. 

Mit  dem  ersten  Integral  kann  man  ganz  wie  in  Abschnitt  12)  yerfahrcn,  da 
r>mod2  ist,  und  erh&lt  somit  auch: 

1     /.W  fja)  ,__ 


2nL 


_  1     /••»  fW,^  „i 


also: 


Was  aber  das  zweite  Integral  anbetrifit,  so  ist: 

mod  A>mod  et, 


Da  nun  für: 


ttzzQc*   : 


f(a)  da  =  At  ftt  ä<f> 
wird,  so  hat  man: 


nnd  tonnch  hat  mftii  fUr  jeden  Werth  ron  i,  der  in  dem  b«t«ichne(«D  Binge  liegt : 

A«)='*.+'*.*+^,»'+  ■  .  .  +-7*  +  7i+  •  ■  ■ 
A    aoi]    B     beben  dio  obigen  Werihe.  p-     »q 

^ede  Funetioa   lisat  «ich    nach  posi*  i 

tiren     und    negativen   gongen   Folenien  | 

entwickeln ,    in    dem  von    zwei    concen-  | 

trischen.  in  unMrem  Sinne  gcBchloiicnen  | 

Kreisen  begrenzten   Raame,  durcli  deren  I 

Peripherien  je  Ewei  D&cb«ie  Dlicnntinui-  i 

tftlspnnfcte  gehen." 

Hat  dso  eine  eindeutige  Fnnction  f{i) 
in  funkun  A,,  A^,  A,  (Fig.  79)  Dia- 
cnntinuilitcn,  so  legt  man  durch  diescl' 
ben  Kreise,  deren  Uiticlpnnkt  der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  ist ;  twiscben 
den  durch  A ,  nnd  A^  gellenden  Krei- 
sen, ferneT  iwisehen  den  durch  A  ,  und  A , 

gehenden  u.  •■  f.  findet  dunn  die  Entwicke-  

lungS  Statt,   die  immer  convergirt,   je-   wickelt  wird,  also  sümmüiche  J)  der  NsU 
doeb     in     den    verschiedenen    Oebieien   gleich  werden. 
A,  4,,  A.A....   verschiedene  Coeffi-       n-    nr  ^t  .  ,   »      i- 

elwwn  iXt,  während  bis  n.  Krei,  A,  Die  Werthe  von  J,  und  fl^,  d»  mn 
nach    gsnien     positiven   Fotenien    ent-   auch  achrelben  kann ; 

leigeo  aber,  dasB  die  Integrale  rechts  dieselben  bleiben,  nenn  man  r  und  q  be- 
liebige Werthe  gibt,  ivelcbo  zwischen  die  r  nnd  q  nniachl [essenden  beiden  n&disten 
Diacontinnittlsmodnln  fallen,  denn  für  alle  diese  Werth«  ist  -  ■■--  nnd  f{a)a 

eindeutig  und  continnirlich  ,  also  das  Integral  dasselbe  (Abschnitt  11).  Die  Be- 
dingung r>mod»(i  ist  also  aufgehoben,  für  q  und  r  sind  beliebig  auch  gleiche 
Wwthe  zu  nehmen,  welche  jedoch  zwischen  den  beiden  zunächst  liegenden  Dis- 
conti nnititnnodnln  liegen.  Eben  weil  diese  Qrenaen  mit  dem  Gebiete,  worin  • 
liegt,  wechseln,  wechselt  anoh  die  Form  der  Enlwickeinng.  Man  rieht,  dasa  man 
jetal  auch  sehreiben  kann: 

'*_!        '*-.3        •*_, 

2)  A»)=  ■  ■•  +-71-  +  ^;-  +  -^+'*.+'*.  *+'*•»'+■  ■•• 

n=:re'',      P<r<B, 


-hf: 


wo  R  der  t  nichate  grOsaere,  P  der  nicbste  kleinere  Discontianiiätsmodnl  Ist. 

Es  llsst  sich  indeaa  noch  eine  andere  Entwickelang  nach  poeitiren  tud  ne- 
gativen Potenten  von  t  flnden,  die  jedoch  einen  weaentlich  andern  und  enfem 
Charakter  trilgt  als  die  vorige.     Setzen  wir  xn  dem  Ende: 
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1  dem  dies  fUr  einen  oder  den  andern  der 

•*  =  «— 7'    'W— y  W»  Werthe   stattfindet,   ist  das  Zeichen  der 

so  ergibt  sich  sogleich:  Wurzel  Ton  «=-5-±l/^  +  l       poaitir 

^__5f.  j-i/lL-i-l  o^**"  negativ  an  nehmen.    ErfOUen  beide 

2  —  r  4"^  '  Werthe  die  Bedingung,   so   i«t  ds»  Zei- 

,ind:  ^^^^  beliebig. 

.— j —  Um  die  Qrenzen  der  Gültigkeit  nnse- 

(1  fii^ss/l— 4- 1/— 4-lY  ^*^  Entwickelung  zu  finden,    fragt  sidi, 

^  \  J     /^2  —  |r4       /*  welche  Werthe  von  s  einem  gegebenen 

Untersuchen    wir    jetzt,    in    welchen  Modul  von  u  entsprechen.  —   Zu    dem 
Grenzen  von  s   sich  die  Function   f{z)   Ende  seUen  wir: 

nach   ganzen  positiven  Potenzen  von  u  _^*      • ,.7* 

entwickeln  lasse.    Bedingung,  dass  eine  u^ge    ,     z  —  re    , 

solche  Entwickelung  überhaupt   mOglich   also: 

sei,  ist  die,  dass  7.(11)  für  «=0  keinen  ^^         ^j         i 

critischen  Funkt  habe.    Diesem  Werthe  Qe      =re -r, 

entspricht  *=+l,  je  nachdem  man  der  re^ 

Wurzel  das  eine  oder  das  andere  Zeichen  ^|  ^      1    vi 

gibt.     Es    muss    also    wenigstens  einer  qb  »r«     ^' e^, 

der  Werthe  f(+l)  und  ^(—  1)   keinem  *" 

critischen  Funkte  entsprechen.    Je  nach-   also  durch  Mnltiplication : 

^«  =  ^r-~j    cos  y.« -f  (r+-- j    siny», 
oder: 

Es  ist  dies    die  Gleichung  einer  Curve  in  Folarcoordinaten  r  und  y-,  q  ist  eine 
gegebene  Constante.    Führt  man  rechtwinklige  Coordinaten : 

X  =  r  cos  (f,    y  =  r  sin  rp 

ein,  so  erhftlt  man: 

Die  Curve,  welche  wir  mit  U  bezeichnen  wollen,    ist  also  vierten  Grade«.    Ana 
der  Gleichung  derselben  ergibt  sich: 


r« 


=  cos2y^+^±y(co8  2y+J)*~l. 


Da  r*    reell   und  positiv   sein   muss,  ten  für  /(»)  noch  im  Allgemeinen  einen 

so  muss:  zweiten  critischen  Funkt  für  y(ii),  den- 

pS  jenigen  nämlich,  wo  beide  Werthe  von: 
cos2y.+^>l  — — 

,         ,  .«Tl.  *  =  "«■  + l/-r+l   gleich  werden ,   also: 

sein,  denn  den  negativen  Werthen  von  2  —  |f  4 

cos  2'/'+^  entspricht  negatives  r«,    de-  -j-  =  — 1, 

nen,  die  kleiner  als  1  sind,  imagin&res.  «=+219    s=+t; 

Dagegen  finden  für  jedes  y,  welches  die-  j^^   diesen  Werth  ist  p  =  2,  r=:l.    Ent- 

ser   Bedingung     genügt,    zwei    positive  gprechen    also    den    critischen  Punkten 

Werthe  von  r  statt.     Der  grösste  Werth  ^^n  f{i)  nur  Werthe  von  o,  die  grösser 

von  y  ."t jron   o  abhängig.     Tritt  nur  ^^  g  gi„^^  g^  j^j  die  Entwickelung  den- 

em   cntischer  Funkt   von   f{t)  ein,   so  n^ch     nur    für    das    Innere    derjenigen 

entspricht  diesem   em  gegebener  Werth  Curve  (/,  für  welche  (?  =  2  ist,  gültig.   Je 

von  r  und  y,  also  vermöge  Gleichung  grögger  o,  desto   grösser   ist  auch  ver- 

1)   em  ganz  bestimmtes  q,  welches  die  „^ge     unserer    Ungleichheitsbedingnng 

Curve  U  völlig  bestimmt,   und  diese  ist  der  grösste  Werth  von  ®;  für  o=2  er- 

es  dann ,  innerhalb  welcher  unsere  Ent-  j^j^^  jq^q  .  ^ 

Wickelung    statt    hat,    wenn  sie   keinen  ^ 

»weiten    critischen    Funkt    einschliesst.  co8jf>~l, 

Es  gibt  aber  ausser  den  critischen  Punk-  eine  Bedingung,  welche  immer  erfüllt  ist. 
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Jedem  kleinerea  q  aber  entsprecben  Werthe  ^  (— 1)  oder  beide  keine  critlscfaen  Punkte 

,.    , ,  .         1    ^    •  j  sind, 

von  y ,  die  kleiner  als  g  sind.  y^^  ^e„  ,,gi^^„  Werthen  von  r ,   die 

In  diesem  Falle  zerf&Ut  die  Curve,  wie  gegebenem  y.  entsprechen ,    wachst   der 

leicht  SU  sehen,  in  zwei  völlig  von  ein-  grössere  mit  p,  und  der  kleinere  nimmt 

ander  getrennte  Theile,  deren  einer  den  wegen  der  Gleichung  r^r^=zl  ab,  wenn 

Punkt  »  =  1,  der  andere  den  Punkt  »=-1  Q  wichst.    Dies  »eigt,    dass  jede  Curve 

symmetrisch    umschliesst.       Beide    sind  U^  die  grösserem  q  entspricht,    alle  mit 

unter    einander   congruent  und  zerfallen  kleinerem  q  völlig  einschliesst 

in  zwei^  congruente  Stücke.     In  einem  Nachdem  so  das  Gebiet,   in  welchem 

derselben  oder  in  beiden  findet  die  Ent-  unsere  Entwickelung  gilt,   völlig  festge- 

wickelnng  statt,  je  nachdem  ^(+1)  oder  stellt  ist,  kann  man  in  demselben  setzen : 

«.,=,(.,+,.<o,(.-i)^!^'(.-i)-+|5^(.-i)V..., 

wo: 

y(-)=/(«+yr^) 

zu  setzen  ist  In  gewissem  Sinne  ist  es  nun  möglich,  hieraus  eine  Entwickelung 
nach  positiven  und  negativen  Potenzen  herzustellen.    Man  hat  nämlich: 

« 1=2     —  ••«  +««»  -I-    .   .   .   ( — 1)    Z        , 

wo  fi,  n,  .  .  .  die  Binomialcoefficienten  sind.  Hieraus  ergibt  sich,  wenn  man 
nach  Potenzen  von  >  ordnet: 

A-UJ-'^      .<-+'>,         /'+^>  .<*+'>  ,  s 

"*«-.!  ^^  4+1     +(,+l)(,+  2)2!      («+l)(«+2)(«+8)31^  *  •  •■'' 

n*)=A,+  'i*  A  [t*  +(-1)*  .-*], 

wo  unter  ff^'^  der  ste  Differenzialquotient  von  ^(ii)  für  «=0,  unter  sl  der  Ans* 
druck  1  •  2  . .  .  s  verstanden  wird.  Ihrem  Ursprünge  gem&ss  gilt  diese  Entwickelung 
nur  innerhalb  des  einen  oder  andern  von  der  Curve  U  begrenzten  Gebietes. 

Bricht  man  die  Entwickelung  mit  »    ab,  so  darf  man  auch  nur  bis   zu  z 

gehen,  und  in  A    nur  bis  zu  dem  mit  tfA**^    multiplicirten    Gliede    vorschreiten, 

und    kommt     es    dann  nicht    darauf   an,    ob    die    Ausdrücke     für    A^    selbst 

convergiren.  Nur  wo  dies  Gebiet  innerhalb  des  Ringes  liegt,  wo  die  Entwickelung 
2)  convergirt,  sind  beide  zu  identificiren. 

Beispiele. 
I.    Sei: 

er—  A       p—  2       y — 4 

<r,  /9,  y  beliebige  Constanten,  deren  Moduln  jedoch  der  Bedingung  genügen ,  das« 

mod  a<  mod  ^<mody  ist.     Ist   dann   mod»<moda,  so   können  die  Brüche 

1         11 

,  ,  nach   ganzen  positiven  Potenzen   von  s  entwickelt  werden,  und 

« — »   ß — 4   y — s 

man  bat: 

A         ^  1  1 
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Ist  jetzt  niod  ff <modt<mod/9,  so  kön-  so     ist    in    demselben    ^(<)     eindeatig, 

1  1  .  n&mlich : 

nen  noch  :: nnd noch  positiven,  

aber  nnr  nach  negativen  Fotenaen  ^  ^^  f  \z       / 

von  t  entwickelt  werden.    Man  hat:  und  für  x  =  r  und  »  =  re"^*  nimmt  f(z) 

/•(»)=il^+i4,»+il,i«+  .  .  .,  denselben  Werth   an.      Da     der    Modnl 

,  B.   .  S,  ,  von  —   kleiner  als  1  ist,  so  kann  man 

+ r  — +  •  •  •>  z 

*       *  nach  dem  Binomischen  Satz  entwickeln 

Ist  modj9<mod2<mod/,   so  wird  nur  1  *  8 

nach  positiven  Potenzen  zu  ent-  l«^-o«2   z 

y—«  also: 
wickeln    sein.    In  der  obigen  Beihe  ist 

1      _         »—1      »—1  i'^'4    * 

^,=Tri'*=~"    "''    •  ^   1-3    1 


Ist   endli^   mody<inodt     so   tritt  för  Diese  Entwickelnng  gilt  für  aU«  Werthe 

alle  drei  Brüche  Entwickelnng  nach  nc-  ^„„       d^^„  ,j^»,  *^„^,  ,^  j  ;„ 

gativen  Potenzen  ein     Es  ist:  ^ 

rr  \  — ^»  a-  ^*  _i_  ^*  _L  ^^)  Entwickelung  der  Fnnctio- 

/(2;_— +  — +  — -I-  .  .  .,  nen  nach  Fourrier'schen  Reihen. 

ß  -_. ^* — 1 Ä* — 1 *  —  •  Unter   Fourrier'schen  Reihen   versteht 

<                        />             /         >  ]^{ii^    Entwickelungen    nach   Sinns    and 

Da  den  Werthen  2  =  «,  z  =  ß,  zzzy  Dis-  Cosinus    der  Vielfachen   der  Variablen, 

continuitätspunktc ,   und    zwar  die  einzi-  Ihre  gewöhnliche  Anwendung  erfolgt  bei 

gen,  welche  f(z)  hat,  entsprechen,  mnss  reellen  Variablen,  jedoch  haben  sie  na- 

in  der  That  die  Entwickelung  sich  vier-  mentlich    auch  ftir  complexe  Argumente 

mal    ändern,     n&mlich    in    dem    Kreise,  «ehr  wichtige  Eigenschaften.     Sie  können 

dessen  Peripherie  durch  «  geht,  erfolgt  leJcbt  aus  den  Entwickelungen  des  vori- 

sie  nach  positiven   Potenzen,   innerhalb  K^n  Abschnittes  gefunden  werden, 

der   Ringe,  deren   Grenzkreise   durch  a  Sei    zu  dem  Ende   f(z)  emt  in    ge- 

und   ß,  ß  und  y  gehen,   und  innerhalb  wissen  Gebieten  oder  im  ganzen  Baume 

des  ganzen  Gebietes,  welches  ausserhalb  eindeutige  Function,  und  setzen  wir: 

des  letzten  Kreises  fällt,    in  Entwicke-  f(z)  =  F(u), 

InSn"*'**  '"*  "**'*'''*  ^"'*°'*°  ^°  "  «"«*"  '"  ''°"*  ""*  Gleiehnng: 

Diese  Entwickelung   dauert   so  lange  ^nit 

fort,    bis    ein   Modul    eintritt,   welcher  _     o» 

einem  Windungspunkte  entspricht.    Fin-  """*         » 

det  derselbe  für  z  =  0  statt,  so  kann  man  also  : 

der  Entwickelung  von  f{z) ,  indem  man  co  lg  ti 

zr=x+v    setzt,  die   von  /"(x-f-i«)  nach  *~~Q~~^* 
Potenzen   von  «,   oder   von  2 — x  snb- 

stituiren,    wenn  für   x    kein  Windungs-  wo  oi   eine  beliebige  Constante  ist.    Es 

punkt   stattfindet,   und   diese  Entwicke-  wird  also  sein: 

lung    gilt  dann  bis  zu  dem  x  am  nach-  /ft>lgti\ 

sten  liegenden  Mehrdentigkeitsmodul.  ^^^^^^V^nT/ 

H.    Sei : 

Wenn  aber  auch  f(t)  eindeutig  ist,  so 

n'^)=y'(X+*)-  ^iri  die.   nicht  mit  f(!^)  im  All- 

Für  2  =  0  nnd  2  =  — 1  finden  Wmdunga-  '  \2nt  / 

punkte  statt.    Zieht  man  vom  Anfangs-  gemeinen  der    Fall    sein,   da  lg«   eine 

punkte  aus   einen  Kreis  r>l,   welcher  mehrdeutige  Function  ist.    Man  hat  je- 

also  beide  Windungspnnkte  einsehKesst,  doch  bekanntlich: 
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]gM=;(||)4-2s7It, 

wo  t  ein  bestimmter  Werth  des  Logarithmus,  sni  eine  belüebige  ganze  Zahl  ist, 
und  diese  Formel  nmfasst  alle  Wertbe  von  Igti.    Bs  wird  also  sein: 

^W=''te  ['(-)+2-'])=/'(!=^  +  '4 

Damit  also  F(u)  eindeutig,  d.  h.  Ton  dem  Wertbe  von  $  unabhängig  sei,  muss 
für  jeden  Werth  yon  z  sein : 

eine  Qleicbung,  die  offenbar  erfüllt  ist,  wenn  man  bat: 

/^(«-f«)=rr(2), 
denn  dann  ist,  wenn  man  fftr  z  nach  einander  setzt: 

—  2+01,    2+2(1),   2+3j*    .  .    .  2  — W,    2— 2cü    .   .    ., 
/'(2)=r(2-fti)=/*(2-2ai)  .  .   ., 
f(2)=n«  +  ö>)  =  fv2+2«)    .   .   ., 

Eine  Fanetion,  welche  diese  Eigenschaft  hat,  nennt  man  periodisch,  und  sagt,  sie 
habe  die  Periode  w. 

Die  Entwickelnng  des  vorigen  Abschnittes  ist  also  nur  anwendbar  auf  F(m), 
wenn  /"(z   =F(ti)  in  Bezug  auf  2  die  Periode  a>  hat. 

Sei  dies  jetzt  der  Fall,  so  hat  man: 

^-3         ^-,         ^-1 

F(u)=  .  ..  --^  +  —j-+-—-+A,+A,u+A^u*+..., 


ir-'Fj^ 


r  ist  ein  zwischen  zwei  nächsten  Discontiuuitfttsmoduln  der  Function  F{u)  liegen- 
der Werth. 

Sei   rzze  ,     Setzt  man  in  Formel: 


so  erh&lt  man,  da: 


war: 


d.  h.: 


fix)  =  Fi*): 
2niz 


0} 

u=e 


2nzi      .  ,     . 


2=g^(y-Ai), 
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also  wenn  man  auch  für  den  allgemeinen  Werth  von  u  wieder  e  **     setzt : 

87it2  änii  bniz 

1)  /(2>=ilo+i4|e    '^  +il,6    "^    +il,e    '^   +  .  .  . 

2niz  ^niz  dniz 

+A_^e       *~+.>*_j«       ^+^_3«       ^  +  .  • 


Es  fragt  «tch  noch,  in  welchen  Qran* 
len  Ton  %  diese  Beihs  brauchbar  tat. 

Za  dem  Ende  haben  wir  zu  nutei- 
fnchen ,  welche  Werthe  tod  z  Bleichem 
Modul  r  von  u  entiprechen.    Sei; 


Um  hat  abo ; 


Winkel  iOüi  =  r-cr, 
«od   die  OrSaie   (•iD(r-~^  wird  dnrcb 
t  anf  Om  roTgetteUt, 


'-¥■ 


-(»-»'). 


■=,-ji, 


dai  Loth  zy  \ 
d.  fa.: 

,^lle  Fnnkle  t,  welche  gleichem  Mo- 
dnl  TOD  u  entiprechen,  haben  gleiche 
Entfecnnng  von  Ou,  liegen  alao  in  einer 
Parallele  mit  der  Linie,  welche  den  der 
Perrode  entsprechenden  Pnnkt  mit  dem 
1   die   imaainilren  Theile    Anfangipankle  »erbindet." 

Sind  alio  .4,,  A^  iwei  beliebige,  aber 
einander    nlcbgte    Diteontinnittlen    von 
in(f-rf)=— i.  *i    *"   '■*'''   ""l   dnrch   dieielben   iwei 

nnendlicbe  Linien  parallel  nüt  Bichtnog 
d,  h.   l  conitant  bleibe     ^<"i  ""'^  ^'  '■^°  Punkte  i,  welche  iwi- 
■chen  denselben  liegen,  findet  die  obige 
Entwickdang   von   /(z)    statt.      Ei    iat 
übrigens,    wenn   vir   h   die   Entfernung 
eines  beliebigen  Punktes  z  iwiachen  die- 
Diete  Bedlngang  iit    notbwendig  nnd   sen  Parallelen,    k„  t,    die  der  Fankt« 
aBereichend.     Denkt  man  »ich  (Fig.  80)  ,2' 

den  w  nnd  den  z  entsprectienden  Pankt   ^i  "■">  ^i  "O"  "'"  nennen:   i= ; 

mit  dem_  Anfangspunkte  O    Terbanden,   „  „ehmen,  wo : 


io(r-<f) 


2fk 


so  i(t  offenbar; 

Ot  =  ^,      Winkel  tOX  = 
Winkel  uOX=-t, 


■ODit  h  beliebig  tat.    Utn  hat  slio: 


-.=f,/:'K+"^]' 


Die  lotegraüon  Andet  in  Being  anf  die  reelle  GrOsse  7  statt,  nn 
Zweideutigkeit  nnterworfen,  da  f  immer  reell  bleibt.   —  Setzen 

»  =  -^, 

■o  wird,  da  auch  A  reell  ist,   keine  Zweldentigkeit   eintreten. 
Integralion  werden  dann  «=0  nnd  a=A  sein,  also: 


Die  Gkenien  der 


^.=1//[t<"+")]. 


Di«  OrOue  h  braucht  nnr  beim  Uebergang  Ober  eine  der  Parallelen  mit  Oa,  welche 
dnreb  einen  Diicontlnnil&tspunkt  geht,  vertadert  zn  werden. 
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Diese  Entwickelnng  l&f tt  neb  immer  auf  den  Fall  siirttckftthreii ,   wo  a>  reeU 
ist;  denn  ist: 

f(t+iü)=/'(t), 
■o  betrachte  man  die  Function  ffW=fy^)i  wo  A  reell  ist.    ICan  hat  dann: 

Ee  hat  also  q-  (t)  die  Periode  A,  wo  A  gans  beliebig,  also  aadi  positiv  und  gleich 
dem  Modul  Ton  o»  genommen  werden  kann.  In  diesem  Falle  fUlt  Linie  Oio  oder 
OA  mit  der  Abscissenaxe  sosammen.  Ist  dann  für  reelle  Werüie  von  s  die 
Function  continufrlicb,  so  kann  man  h—O  setsen  für  alle  Punktes,  welche  swischen 
den  beiden  den  Abscissenaxe^  parallelen  Linien  liegnn,  in  welchen  die  ihr  nAch- 
sten  DiscontinnitAten  enthalten  sind,  und  man  hat: 


'*>  ^.=t//w 


2n$at 
e        ^    da. 


Ffir  dieses  Gebiet  nimmt  die  Entwickelnng  1)  noch  eine  andere  Qestalt  an,  die 
besonders  branchbar  ist,  wenn  s  reell  ist. 

Es  wird  nämlich  das  mit  A    multiplicirte  Qlied  sein,  wenn  man  den  Factor 

e  unter  das  Integral  schreibt : 


t//<«> 


e^  da. 


Vereinigt  man  hiermit  das  mit  ii_     multiplicirte  Glied,  so  hat  man  als  Summe: 

2f  Tri ,        ^  lini 

Cs-«;| 

da 


'       cos ^ — -  f{tt)  da. 


AJ    0 


Nor  ffir  (Im  Glied  A^  findet  eine  solche   Vereiniguig   nicht  sUtt    Die«  OUed 
•her  ift: 


A,> 


i//«"" 


nnd  man  hat:  « 

Da  aber  auch  ist: 

2i7i ,       .  2$nz        2f7ia ,    .   2inz  .    2ina  ^ 

cos  —T-  (»— a) =cos  — -j—  008  — j — h»n  —-x—  sin  —i— »  # 

so  kann  das  Integral  in  swei  andere  getheilt  werden,  deren  eins  nnr  Cosinus,  das 
andere  nur  Sinus  enth&lt ;  die  Factoren  cos  — -t— -  nnd  sin  --p-  aber  kOnnen  ausser- 
halb des  Integralzeichens  geschrieben  werden,  so  dass  die  Reihe  die  Gestalt  an- 
nimmt: 

5)   /^W=  2^+  *i  cos  -j--h  B,  cos  -j-f  .  .  .  +^i  rin-^  +  C,  am  -j-  -|-  .  .  ., 
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Es  ist  dies  die  gewöhnliche  Fomi  der  Reihe.  —  Liegt  aber  der  betrachtete  Pankt 
z  nicht  in  dem  ersten  Gebiete,  welches  die  Abscissenaxe  einschliesst,  so  bedient 
man  sich  der  Formeln  1)  und  2),  welche,  im  Falle  cd  seinem  Modul  A  gleich 
wird,  die  Gestalt  annehmen: 

iniz  ^nU 

6)  f(z)^A.+A,e  ^    +A^e  "*+... 


%niz  2n%z 

— 1 


4-  i4        e  -f  A_^  e  +  .  .  ., 


2»  s  ,.         .. 
(4— «0 


Wie   bei  allen  früheren  Entwickelun-  reelles   z    mit  Ausnahme  der  Disconti- 

gen   ist  ein  Zweifel,  ob  die  Reihe  con-  nnitätspunktc,  und  allgemein: 

vergire,  nur  an  den  Grenzen,  also  wenn  „Wenn  auf  irgend  einer  Oa>  parallelen 

2  in  einer  der  Linie  Ocu  parallelen  liegt,  Linie  Discontinuitaten   Torkommen,    so 

welche   eine  Discontinuit&t  enthält,   vor-  gilt    die  Fourrier*sche   Reihe    noch    far 

banden.    Denkt  man  sich  nun  die  beiden  die   andern  Ponkte  dieser  Linie,    wenn 

der  Abscissenaxe   nächsten   Discontinni-  man   sich   unter   h  die  Entfernung  der- 

taten  derselben  immer  naher  rücken,  so  selben  von  Oüj  denkt." 

wird   das  Gebiet,  in   welchem  die  Ent-  Der  Beweis  hiervon  soll  jetst  gefuhrt 

Wickelung  5)  stattfindet,  nur  dann  statt-  werden. 

haft  sein,   wenn  in   z=x-{-yi  der  mit  i  Wir    bemerken    zunftchst,    dass    sich 

multiplicirte  Thoil  sehr  klein  wird.   Wenn  nicht    nur,    wie   bereits   gezeigt  wurde, 

diese  Discontinuitäten  für  reelles  s  statt-  der   Fall    immer    auf  den   zurückfuhren 

finden,   so   werden  die  Grenzen   unserer  lässt,  wo  oi  reell  ist,  also  auf  die  Reihe 

Entwickclung  zusammenfallen   und   die-  6),    sondern    selbst  auf  den  Fall,   wo   s 

selbe  entweder  gar   nicht,  oder  nur  für  auf  der  Abscissenaxe   liegt.      Denn   sei 

reelles  s  statthaben.    Eine  höchst  merk-  z  =  x-\-yii  so   ist   y   die  Entfernung  des 

würdige    Eigenschaft    der  Fourrier^ sehen  entsprechenden  Punktes  von  derAbsdssen- 

Reibe  ist  nun,  dass  in  diesem  Falle  die  axe,  also  nach  unserer  Annahme  für  h 

EntWickelung  noch  immer  statt  hat  für  zu  setzen.  —  Man  hat  dann: 

2nt(«-f-yi)  *7it(«-fyi) 

7)                f{x+yi)  =  A,+A,e        ^  +A^e        ^        +  .  .  ., 


.4/ 


A  -j-(y— «») 

/(«4-yi)e^  äa. 

0 


Offenbar  kann  man  diese  Reihe  vertauschen  mit: 

'iniz  in  ix 

8)  /•(«+yO  =  «.+«,«  -*  +«,e  ^  +  .  .  ., 

2fff  oi 


B,=^f    /<«+yi)e        ^    da. 


eine  Reihe,  die  ganz  mit  5)  übereinstimmt,  wenn  man  y  constant  denkt,  x  an 
die  Stelle  von  z  setzt  und: 


*)  Eine  zweite  Entwickclung  ist  ähnlich  wie  im  vorigen  Abschnitt  zu  finden. 
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nach  der  Fonrrier'scheii  Reihe  entwickelt. 

Wir  beschrftnken    nna  daher  darauf,  den  Satz  fUr  den  Anidmck  4)»  welcher 
mit  5)  fibereinstimmi,  zu  beweisen.    Derselbe  war: 


Ä 

oder: 


^f   r(«)rf«[l+2'£    co82»«^^]. 


und  wir  'werden  direct  beweisen,  dass   derselbe    för   reelles  z  mit  f(z)  ftberein- 
stlmmt,  wenn  f(z)  die  Periode  ta  hat. 
Es  ist: 

c  -*     -1 

Die  Reihe  ist  n&mlich  offenbar  eine  geometrische  von  2fi+l  Gliedern.    Der  Aus- 
druck aber  nimmt  auch  die  Qestalt  an:  • 

8(ii-|-l)ni^ — 3-^      — 2«n»^ — j-^ 

e  ^     — 1 

oder  wenn  man  mit  e  multiplicirt: 


(,„+.)„i(i^J!)     _(,«+.)^i^-V-    •in(2ii+i).(i:=iÖ 


Der  zu  untersuchende  Ausdruck  ist  also,  abgesehen  Tom  Factor  •—,  die  Grenze  von: 


sin 


(«?) 


fftr  wachsendes  n.    Offenbar  hat  dieser  Ausdruck  die  Periode  Ä  und  es  genflgt 
daher,  ihn  für  die  Werthe  zu  untersuchen,  wo  z  zwischen  0  und  A  liegt. 

Setzen  wir  z-^a=ß^  so  wird  dies  Integral: 

.   (2»-hl)g  ^ 
%m- — -j-^  ß 


/(«-Ä ^ dß. 


Nehmen  wir  an,  a  und  b  w&ren  gleichzeitig  positiv  oder  negativ,  und  beide  zwi- 
schen ^A  und  -^-A  liegend,  aber  nicht  mit  einem  dieser  Werthe  lUMinmanfallead, 
so  kann  man  setzen: 
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kA  (h-^i)A         (k+2)A 


•b       /»2«t-|-l       /*   211+1         y«    2114-1  gmb 

=/       +/  +/  +.   .+/ 


2n+l  2n-f-i  2n-f-i 
A,  ib-fl}  A-f  2  .  .  .  /  Bind  ganse  Zahlen,   welche  so  beschaffen  sind,  das«   k  das- 
jenige Vielfache  von  ^ angibt,    welches  zunächst  grösser  als   a    ist,    and   / 

dasjenige,  welches  zunächst  kleiner  als  b  ist. 

Denkt  man  sich  unter  jedes  Integral  als  Argument  die  OrOsse: 


f(z—ß)ein -j-  ^ 

.    nß 
sin  -~ 


dß 


geschrieben,    so    hat    offenbar    innerhalb    jeder   Theilintegration    der    Auadmck 
sin^ — —^  dasselbe   Zeichen.      Man   hat  also  fUr  das  Integral  den  Werth  cb 


A 

setzen : 


Mfnin^^!^äß, 


wo  M  ein  gewisser  Werth  von  '-^- — ^^  ist,    in  welchem  ß  innerhalb  der  Grenzen 

n  ß 

der  Integration  liegt.     (Dies  ist   offenbar   selbst  wenn  f{%—ß)  complex  iat,   der 

h'  A     (WA'XS  A 
Fall.)    Seien  ö~Zi'     9    11  '  ^>«  Integrationsgrenaen,  so  erhält  «man: 

^^  [coa  n  f-co.  n (f+1)]  =  ±  2  j^_^, 

ein  Ausdruck,  der  sich  mit  wachsendem  n  der  Kuli  nähert.  Gleiches  findet  anch 
mit  dem  ersten  und  letzten  Integrale  statt,  welche  geringem  Werth  haben  als 
das  obige. 

Aus  unserm  Integrale  verschwinden  also  alle  die  Theile,  worin  ß  einen  end- 
lichen Unterschied  von  — il,  -{-A  oder  von  0  hat,  denn  alle  diese  können  in 
Grenzen  a  und  b  eingeschlossen  werden,  welche  unsem  Bedingungen  genügen. 
Es  war  aber  ß^z—a^  und  die  verschwindenden  Theile  entsprechen  also  den 
Werthen  von  er,  die  einen  endlichen  Unterschied  von  s,  von  %'\-A  oder  von  z—A 
haben,  worin  die  beiden  letztem  nicht  vorkommen,  da  z  zwischen  0  und  A  liegen 
soll.    Man  kann  also  unser  Integral  vertauschen  mit: 

,z^u             8in(2i»+l)«--T-^ 
f(n)da 


/ 


•"'*'  sinn 


A 

wo  y  und  fA  positive  und  beliebig  kleine  Zahlen  sind.    Sei  noch  a— x=  —  Jl^  solange 
a  kleiner  als  a  ist,  und  a — izz-^-ky  wenn  a  grOsser  als  z  ist.    Man  erhält  dann: 

.y  sin(2«-Hl)x     n^  sin(2»+l)^ 

•^    0  »;„^  -^    0 


sin-j-         "^    "  sm-T- 

A  A 


In  diesem  Ausdracke  sind  aber  folgende  Aenderangen  gestattet.    Zunächst  kann 

man  y  unendlich  klein  nehmen,  und  dann  ist  es  gestattet,  sin  -p  mit  -rr   au  rei^ 

tauschen.     Dann  kann  man,  wenn  /*(»)  in  Punkt  i  continuirlich  ist,   f(z  —  l)  imd 
f{z+l)   als    constant   betrachten   und  ausserhalb   der   Integralseichen  schreiben. 


/ 


/, 


/ 
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Dies  iBfc  aber  selbst  dmna  noch  der  Fall,  A  haben  oder  nicht.     Immer  wird  das 

wenn  f(z)  in  s  discontinnirlich ,  jedoch  _  ,      .    1 

nicht  unendlich  ist,  immer  werden  einer-  "^^SraX  mit  j-  multiplicirt  also  die  Four-; 

seits  die  Werthe  /•(.-A),  die  kleiner  als  rfer'sehe  Beihe  f(z)   vorsteUen,  wenn  z 

C^*\  iN"°f.'    ""^^    anderseits    diejemgen  reell  ist  (oder  allgemeiner,   alle  Werthe 

(yfy'J'^\«^^!!'\^ify)  ""^'    *^^?-  annimmt,  welche  auf  einer  OA  oder  Oto 

tinuirlich  sein.^  Endlich  kann  man_die  parallelen    Graden    liegen),   so   lange  z 

Integrale,   nadidem  der  Factor /*(»  + A)  zwischen  0  und   A   ist.      Da   aber   die 

hernusgemcltt  ist,  also :  Entwickelung  periodisch  ist,  so  wird  für 

•    /ö    I  i\"^  z'zzz+$Aj  wo   s  eine  ganze  Zahl   ist, 

T ^i^i  also  für  alle  in  Frage  kommenden  Werthe 

Bin^  ▼on  s   die  Summe   der  Reihe  (f.(z)  be- 

A  stimmt  durch  die  Gleichungen: 
statt  in  den  Grensen  0  nnd  y,  sogar  in  ftM^^fiz) 

den  Grensen  0  und  oo  nehmen,  denn  für  \  \ 

alle  Werthe  von  A,    welche  einen  end-  U<z<A, 

liehen  unterschied    von   0  haben,    ver-  (f(i)=.f(zsA), 

schwindet  ja,   wie  wir  gesehen  haben,  (8+l)A>z>$A. 

das  Integral.    Nun  ist  bekanntlich :  t?    v  .    i  /  /  ^.    «    .  C      m 

®  Es  hat  also  </>  (z)  die  Periode  A. 

"°^^rfl  =  —  II)  Da  innerhalb  der  Grenzen  0  und 

j        Jl  2'  A  auch  keinerlei  Stetigfceitsbedingungen 

.        ,  .     .        ,  in  Bezug  auf  /*(«)  gegeben  sind,   so  ist 

wenn  h  posiuv  ist,  also :  es   selbst  nicht  nöthig  ,  dass  f(a)  inner- 

.    /o    , -.x  wi  ^^^   Ö  -^    gerade  dieselbe   irgend  wie 

CO  sm  Qßn+i)  -j-  ^  gegebene  Function  vorstelle.     Es  kani^ 

; ^^^  "TT»  '•  ß'»  wenn: 

8»nj-  O<0<b<A 

und  £omit  unser  Ausdruck  1)  gleich:  If^^/S?  ?  ^''  "*  /"W  irgend  eine  Funo- 

'  '  tion  p(a},  Ton  a  bis  A  eine  andere  \fi(a), 

_  tff,_i\i  ff,  ii\t  'W'd  Ton   b  h\a  A  eine  dritte  y(a)  vor- 

2  lf(.»    *;-t-fl«+*;j.  steUen,  nnd  olle  diese Bedingnngen  Unn 

Wird    mit   A    dividirt,    so    kommt   die  "^  l)««ebig^  DiscontinnitUsbedingan- 

Fonrrier'sche  Beihe   in  4)  oder  6)  des  §*"    »"terwerf«?;     Es   wird  dann    die 

Yorigen  Abschnitts,  nnd  m  ist  somit  di-  f'"?'2«   <*?•■  »«Ae««  immer  eine  der 

rect  bewiesen,  dass  die  Snmme  derselben  ?"»  Functionen  F(.).  v-.W,  rW  geben, 

ftr  jedes  reeUe  «,  wo  /-(,)  nicht  nnend-  {?  '"*J^?',.*,'°  ''."J  "T"  ?^*' "^'»™ 
lieh  ist.  betetet  *  Grenzen  enthalten  ist.     In   den  Discon- 
ty    viregi.  tinnit&tspunkten    aber    wird   der  Werth 
i[/(«-i)+/'(»+A)].  der  Reihe  die  arithmetische  Mitte  beider 
X    Ist   eine   verschwindend   kleine,  aber  Grenzwerthe  geben,  welche  in  dem  be- 
positive Grösse.    Findet  also  Continuit&t  zeichneten   Punkt    stattfinden.     Ansser- 
statt,  so  hat  man:  halb    der    Grenzen   0   und    A    ist    die 
^/^_j^\_.^/^  ,  >\^_  >/  \  Summe    der    Reihe    dadurch   bestimmt, 
'^        ^      /v'Ty      iK  Jy  dass  dieselbe  periodisch  ist. 
und  die  Summe   der  Reihe  ist,   wie  im       Indessen  darf  die   Fanction  (f>{z)  im 
allgemeinen  Falle,  /(«}.    Findet  Discon»  AUgemeinen    in    irgend    einem  Punkte 
tinuit&t    in   f(z)  statt,    io   sind  f{z^X)  nicht  derart  unendHch  werden ,  dass  das 
und  f(z-¥X)  die  beiden  Werthe,  welche  auf    eine   grade  Linie    zu   erstreckende 
in  X  sprungweise    aus   einander  hervor-  integral  1)  bedeutungslos  wird.    Ist  aber 
gehen.      Die    Fourrier'sche  Reihe   hört  eine    der  Functionen  F(«),  v(«)f    /(«) 
dann  nicht  auf  zu  convergiren,  gibt  aber  far    einen    Punkt  bezüglich  zwischen  0 
die  arithmetische   Mitte  beider  Werthe.  nnd  a,  oder  a  und  6,  oder  b  und  A  so 

Diese    Betrachtungen    geben    höchst  beschaffen,  so  vermeidet  man   dies  da- 

wichtige  Aufschlösse  über  die  Natur  un-  durch,  dass  man  annimmt,  die  Function 

serer  Reihe  für  den  betrachteten  Grensfall.  gtelle    in  dem  bezeichneten  Punkt   eine 

I)   Man   kann  in  dem  Integral  1)  die  andere  nicht  unendlich  werdende  Fnnc- 

darin  vorkommende  Function /"(«r)  inner-  tion  vor,  ^(t«),  wo  dann  der  unbestimmt 

halb   der   Grensen  0  nnd  A  mit  jeder  werdende    Theil    des    Integrals    elimi- 

andem  identifidren,  sie  möge  die  Periode  nirt  ist. 
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Die  obengemachten  SchlfisM  lassen   sich   aber  auch  in  Besag  anf  die  Beilie 

2)  des  Yorigen  Abschnittes  machen.     Identifieirt  man  darin  r  mit  dem  obem  Mo- 
dal|   wo  die   Function  anfhOrt,  continnirlich   oder  eindeutig    zn  sein,   and    «etat 

izzre    ,  so  wird: 

nnd  &iX  2n^Ä  stimmt  diese  Beihe  mit  der  hier  untersachten  ftberein,  wo: 

/(re**)  =  y.(.») 

gedacht  wird.    Hieraas  folgt  also : 

„In  der  Peripherie,  wo  z  aafhdrt,  eindeatig  and  «ontinüirlich  sa  sein,  gilt  die 
Entwickelang  8)  des  vorigen  Abschnittes,  wenn  r  der  Radius  dieser  Peripherie 
ist,  und  diejenigen  Discontinuitftten ,  welche  f{%)  nnendlidi  machen,  eliminiit  wer- 
den, indem  man  f  darch  eine  beliebige  Fuaotion  ersetat  Für  den  DiscontiBititftts- 
pnnkt  stellt  dann  die  Entwickelang  wieder  das  artthmetische  Mittel  beider  Orenz- 
werthe  dar.** 

Da  nan  immer  eine  Entwickelang  nach  ganaea  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen in  solchen  Peripherien  stattfindet,  so  kann  eben  dämm  keine  Entwickeloog 
nach  positiven  Potenzen  allein  stattfinden,  die  Madanrin^sche  Beihe  also  ist  auf 
der  Peripherie  des  Qrenskreises  im  Allgemeinen  nicht  anwendbar.  Hör  einzelne 
Werthe  des  Argaments  9-  können  möglicherweise  eine  Ausnahme  machen,  indem 
f&r  eine  solche  beide  Beihen  fibereinstimmen. 

Wir  wollen  hierzu  ein  Beispiel  geben. 

Gkben  wir  zanächst  der  Function  die  Periode  2/r,  so  ist  in  Formel  5)  des 
vorigen  Abschnittes: 

^(s)  =  -^-f  ^^C08Z  +  ^lCOs2s+    .   .    ., 

+  Ci  sin«+f-tMn2z+  .  *  ., 

1  r^ 

B  =• —  I       cos  s  a  f(a)  da, 
■     n  J   ^ 


C  =:  —  /       sin  s  «/(«)  da. 


Nehmen  wir  femer  an,  die  Fanction  f{z)  möge  in  den  Ghrensen  0  nnd  n  einer 
andern  ^(s))  und  zwischen  n  und  2/r  dadurch  bestimmt  werden,  daas  in  dieaen 
Grenzen: 

/*(«)  =  y(27i-t) 
sei.    Offenbar  ist  dann: 

\    pn  1    p%n 

B  =:—  I      C0B$9t(f{a)da-{ — /      costa^(2n—a)  da, 

*  ^4/   0  ^  '  n 

X    pn  1    p%n  i 

C= —  /      8ins<T^(ff)<lflfH — /      sinsagr(27r  — a)(f<r. 

•  ^  /    0  ^*^  n 

Setzt  man  in  B^  nnd  C    in  den  zweiten  Integralen  2;r — a==/9}  so  nehmen  diese 
basüglieh  die  Gestalt  an: 

1    r^  1    P^ 

— -  /      coBtß(f(ß)dß^ /      untß^(ß)dß. 

Es  werden  sich  also  in  C^  beide  Theile  heben,  also  sein: 

C,=0, 
dagegen  in  B^  addiren,   nnd  man  hat  für  alle  Werthe  von  t  swischen  0  und  nx 


7(0=-^+«i<!0«»  +  «.'».2»+     .     . 


B.=— I      0 

*         TtJ     0 


ic  BeüiDgQDg,  dui  iwiachen  0  und  ti : 

B    vGnchviDden,   nod  maa  h«t,  wenn  >  iwiKhen  0  nnd  it 
7.(.)=C..in.+C..ina.+  ... 

len  0  und  a  ii(  dar  Warlh  der  Baiha  TolUtlodig  butiinint 
BedingnagGD,  ood  dorch  den  ünutand,  da»  lie  die  Periode 
bcr  innernalb  der  Oremen  0  und  n  dio  Function  9(1)  noch 
irden.  —  8«i  i.  B.  Figur  ABCD  (Fig.  81)  ein  Trapea,  die 
S   nntereinander  .beide  gleich  4b',   die  Frojeetionen  AE  nod 

Fig.  81. 


auf  die  Grnndlioie  loUan  beide  gleich  a  lein,  nnd  der  Linie 
iinfachhoit   wegen    die  LInge  n.    E«  i«t  dann,  wenn  vir  A 

Coordinatan.  AB  all  Abiciiaenax«  betrachten,  die  Ordinate 
ebrocbenen  Linie   ÄCDB   oSeabar  ein»  Fnnotion  ^(a)   dn 
'Igenden  Bedingnngen  nnterworlen  iit. 
ir  0<x<a  igt  ^(a)-*,  da  %46*  =  1  itt, 
fOr  ««XU— ai        if(x)  =  a, 
far  n—a<g<ii  iit  tf(m)=m-~x. 
<   nadi  Beihe  8}  entwickeln,   da  der  Terlanf  Ton  ^.(z)  will* 
rStser  al*  n  wird.    YHi  hatnm : 

(a)Ai= —  /      atintarfa-l /  aiiniada 

"Ja  "J* 

H —  /  (n— a)einjaie. 

"  '  n—a 


wir  !t—a^p,  nnd  erhallen: 

+  —  f    ßiiaißdß, 
"  J   t 

nrden  «ich 
»J  0 
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geben,  im  letztern  heben  sie  sich.   Das  mittlere  Integral  gibt: 

2a  r  ,        .-    4« 

—  [coi  sa—ooBS  (n — «)] = —  cob  la, 

wenn  t  ungrade  ist,  nnd  Null,  wenn  ft  grade  ist.  —  Aus  der  Reihe: 

y  (x)=Ci  sin x+C^  sin  2«+C,  sin 3ar+  .  .  . 

fallen   also  die   mit  graden  Vielfachen    der  Sinns  behafteten  Glieder  ganz    weg. 
Man  hat  nnn: 

ys              ,   P COB ta  ,          acoBsa  ,   sinsa 
a  Bin  sa  dazz cos  sa+l  »«= : — • 

oder    wenn    man    das    Integral    in    den    Grenzen    0    und    a    nimmt    nnd    mit 

4        ,  .  ,.  .        4  /sin«Ä      <ico8sa\         ,     ,.         .     ,        «,     ,^     ,  .   . 

—  mnltipliart:  —  I — j 1»  nnd    dies  mit  dem  Werthe  des  mittleren 

Integrals  vereinigt,  gibt  f&r  ungrade  t: 

C  = — r  sm  sa, 
«     nt* 

Es  wird  also  die  Ordinate  ^(x)  vorgestellt  dnrch  die  Reihe: 

4  .  .        .       .  sindasinSjB  .  sinöasinöo;  .   sin7asin7«  .  . 

(y,(rr)  =  ~(sina8in«+ ^ + ^^ + ^^ +   .  .  -)• 

Setzt  man  noch  a  =  -^,  wo  sich  dann  das  Trapez  in  ein  gleichschenkliges  Dreieck 

verwandelt,  so  hat  man: 

,  .     4  , .         sin8»  ,  sinB»       *    . 

y  W=~(8»n« — gr-+-5i —  •  •  •)• 

Die  Fourrier'schen  Reihen  sind  zuerst  schaft,  für  «  =  «  disoontinnirlich  sawer- 

in   Bezug   auf  reelle  Werthe  der  Varia-  den ,   ohne  dass  a   ein   Windangspnnkt 

blen    in    Anwendung    gekommen,     und  ist,    so   lässt  sich,  wenn  man  Piinkc  « 

zwar     bei     Gelegenheit    des     Problems  mit  einem   beliebig  kleinen  Kreise  nm- 

der     schwingenden     Saite     dnrch     La-  gibt,  zwischen  der  Peripherie  dieses  Krei- 

grange,     obgleich    Euler    diese    Reihen  ses  nnd  derjenigen  concentrisehen,  welche 

schon   kannte.      Ihre   hohe   Wichtigkeit  dnrch    die  a  n&chste  Discontinnit&(  oder 

für  den  Zweck,  willkürliche  nnd  discon-  Mehrdentigkeit  geht,  die  l^nnction: 

tinuirliche      Functionen      auszudrücken,  fM^fCa-^-y) 

wurde    zuerst  vollständig  von   Fonrrier  ,                         .  .           V, 

erkannt  (theoHe  analytigue  de  ckakur).  £*!     ^*°''®''    positiven    und    negativen 

Die  Convergenz    der  Reihen   für  reelle  I*?t«Men  ▼on  y=x-a  entwickeln,   wie 

Variablen  bewies  zuerst  Dirichlet  (Crelle's  '"E, «"««»"»  haben. 

Journal,  Bd.  4).     Ihre   grosse  Wichtig-  ***  ^^  *"<*' 

keit  für  die  Theorie  der  complexen  Va-  ^(«)=««+ai(4;— a}4-«2(«— a)*+  .  .  ^ 

riabien    ist    in    der  nenesten  Zeit  erst  l             ^ 

völlig  erkannt  worden.  -j i — U- — -2_- — i-  ,  .  . 

17och  bemerken   wir,    dass   sich  eine  Die  Coeffidenten  dieser  Entwickelang 

zweite  Entwickelung  nach  Potenzen  von  sind  Abschnitt  17)    gegeben.     Da    der 

e^**  analog   der    zweiten    im    vorigen  ®"*®  «  umgebende  Kreis  beliebig  klein 

Abschnitte  finden  lässt.  ■®'"  '^*"n»    •<>   8^^  diese  Entwickelang 

für  alle  Werthe  von  x,  welche  im  swei- 

19)    Grundzüge  der  Residuen-  ten  Kreise    liegen.     Es    lasst  sich  naa 

rechnung.  folgender  Satz  beweisen. 

Wir    haben  noch    eine   Entwickelung  ^    ^*  die  Discontinuitat  in  /(*)  Ar 

zu  geben,  welche  alle  eindeutigen  Punc-  «f  ««"*«'  Gattang,  so  ist  m  der  Ent- 

tionen  in  einer  nicht  von  Gebiet  zu  Ge-  Y'*^^®^?"^«  "*^?  Potenzen  von  x-a  die 

biet  wechselnden  Entwickelung  darstellt.  -Ä.nzahl  der  mit  n^ativen  Potenzen  von 

Es  sind  dazu  jedoch  noch  einige  andere  *-;«    Wiafteten    Glieder    immer    eine 

Betrachtungen    nöthig ,    welche  die   von  ^'^jijjp"®-        .    ,.  v  .     .     j-          i?  « 

Cauchy    so    genannte  Residuenrechnung  Offenbar  nftmlich  ist  m  diesem  FaUe: 

bilden.  ^    ^  q 

Hat    eine  Function  f(x)    die    Eigen-  /"(«)"  ' 
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und  bleibt  continairlich.     Man  kann  daher  in  den   angegebenen  Grrenzen 
nach  positiTen  Potenzen  Ton  (x—tt)  entwickeln,  also: 

^  =  ap+ai.(a:-a)+aa(«-a)»4-  .  .  . 

wird  aber  tf«=0.    Es  kann  ansserdem  noch  eine  beliebig^  Anzahl  derCoefficien- 
ten  «1,  a,  •  .  .  yerschwinden.    Wir  nehmen  daher  an,  daas  a    der  erste  sei,  wo 

dies  nicht  stattfinde,  nnd  erhalten: 

f(.')=  ^ 


«,(*-«)•+«,+ i(*-«)"*'V  .  .  . 


0. 


In  diesem  Falle  sagt  man  auch: 

„^(a»)  habe  in  Punkt  «r  eine  Unendlichkeit,  von  der  sten  Ordnung/^ 
Es  ist  dann: 

^^'^"^^'  U+V,(«-«)+-.+,(*-«)'+-.J=  ^'  *  ^' 

und  ^(«)  ist  eine  Function,  die  Ar  «=:«  continuirlich  bleibt  und  nicht  Null  wird. 
Man  kann  also  setzen: 

9(«)  =  6.4-6,(«-tt)+6,(«-a)«+  .  .  ., 
woraus  sieh  ergibt: 

womit  unser  Satz  erwiesen  ist 

Zur  Bestimmung  der  Grossen  h  hat  man  dann  dje  Gleichungen: 

2)  yW  =  («-«)V(«).  , 

6o=y(«)»    *i=^'(«),    *t=-Y:^  .  •  • 

„Eine  Unendlichkeit  ster  Ordnung  der  Function  f(x)  in  Punkt  a  kann  man 

also  als  eine  solche  definiren,  die  so  beschaffen  ist,  dass  (x^af  für  xzzza  conti- 
tinuirlich  und  von  Null  yerscfaieden  ist.** 

Bei  DiBcontinuit&ten  zweiter  Gattung  findet  selbstverständlich  keine  solche 
Grenze  in  der  Anzahl  der  mit  negativen  Potenzen  b^iafteten  Glieder  statt ;  die 
Reihe  geht  ins  Unendliche. 

„In  jedem  Falle  nennt  man  den  Coefficienten  von in  der  Entwickelung 

von  f{x)  das  Besiduum  von  f{x^  fllr^Punkt  a." 
Die  Bezeichnung  dafCür  soll  sein: 

„Unter: 

JTEes  f{x) 

verstehen  wir  die  Summe  aller  Besiduen,  welche  den  Discontinuit&ten  von  «, 
a,  /}  •  .  .  im  ganzen  Baume  oder  innerhalb  eines  angegebenen  Gebietes  ent- 
sprechen.** 

Bei  einer  Discontinuität  ster  Ordnung  von  f{x)  ist  also  das  Besiduum: 


m 

oder: 

und: 

8ei  jetzt  a  wieder  eine  beliebige  Discontiniiität,  jedoch  keine  Mehrdeatigkieii   tob 
f(x)y  nnd  nntersnchen  wir  das  Integral: 


f 


welches  sich  erstrecken  soll  über  eine  einfache  geschlossene  Gnrre  Ä^  welcSia  e 
nmgibt  nnd  keinen  zweiten  critischen  Pnnkt  enthält.  Man  kann  dann,  dm  l&r 
alle  diese  Bedingung  erfüllenden  ümi&nge  der  Werth  des  Integrals  der»Blbe  ist, 
demselben  die  Peripherie  eines  Kreises  sübstitniren,  dessen  Mit(el|Muiki  a  und  deasen 
Badius  beliebig  klein  ist.  Man  hat  dann  als  Werth  de«  Integrals,  wenn  ^  der 
Badins  ist: 

^    0 

wo  alto:  /^\ 

*.=Be»„r(«)  4)       r    /(i)4li=8«zBM/(») 

ist.    Führt  man  die  I">tegn»tioii  «tt8,  «o   ^j,  Residuensiumne  «nagedehnt  auf  «11« 
sieht  man  leicht,  dass  alle  Gheden  w«lcba  „„„ehiossenen  Diseontiimit&ten. 
nicht  Ä,  entsprechen,  also  mit  Potenwn       j^;^,  ^^j  .j^^  ^j,,^  ^^^. 

Ton  e^*  hehaftet  sind,  Integrale  geben,       IV.     Erstrecken    sich    di«  Integrale 

die  für  0  und  2>i  gleich  werden,  also    fi'^)  n(ß) 

verschwinden,    wi4  es   bltibt  s«   der'  1     fW'll^,  /     fW^  ft^M'  >▼«>  gP- 

schlossene  einlache  Cnrren  derart,  dass 
.  /*     n    j      Q  •  D  Cnpre  B  ron  Gurre  A  ganz  nnucblosaen 

V/  0     ^  ^"■^»  ■'"'*  '®™®'  ^°  demBInge  zwischen 

ß  und  ^4  nur  Discontinnitftten,  die  nicht 

nf'  Der  Werth  de.  Integrales:  £2"^?  ^"*'*  ""**'  ''"*^*"'   *" 


0 
übrig. 


/    ^W^  5)     / 

ausgedehnt  über  eine  den  Diseontinni*  ,n. 

t&tspunkt  a,  der  jedoch  kein  mehrfacher  P^   i/>\  ji  i  o-:  v  "d*-  ^/-n 

Punkt  ist,  umgebende  geschlossene  Curve,  =J       f  W  <a+»«  •  -T  Bes  f  (x;. 

welche  keinen  zweiten  critischen  Punkt  j^j^  Besiduensumme  erstreckt  sich  über 

enthalt,  ist  gleich  2n%BAs ^f{x).  ^^^  zwischen  Ä  und  Ä   liegenden  Dis- 

Müge  aber  jetzt  eine  einfache  ge-  continnitftten. 
schlossene  Cunre  mehrere  Discontinui-  Diese  wichtigen  Sätze  geben  unter 
taten  umschliessen,  so  wird  der  Werth  Anderm  Methoden  zur  Berechnung  be- 
des  über  sie  zu  erstreckenden  Integrals  stimmter  Integrale.  (Vergleiche  den  Ar- 
gleich  dem  der  Summe  derjenigen  Inte-  tikel:  Quadratur,  analytische, Abschnitt 42). 
grale  sein,  welche  sich  über  Curven  er-  ^  sollen  hier  einige  andere  Anwen- 
strecken,  die  von  der  ersten  umschlossen  düngen  dieser  wichtigen  Theorie  folgen, 
sindi,  und  jede  einen  Discontinui tätspnnkt  Selbstverständlich  kann  die  Function 
umgeben,  also:  fQ^i^  auch  rational  nnd  endlich  sein.    Sei 

f(l)di  über  demnach  gegeben  i-^<,    wo  9»  und  |fr 

eine  einlache  Uurve,    die  mehrere  Dis-  Polynome  bezüglich  rom  mten  nnd  aten 

continuitäten  nmschliesst,  so  ist:  Ckade  sind.    Jeder  Wurzel  der  Gleichnsg 
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^(d?)=iO  «ntoprieht  cbnn  •»  Reiidnvm.  Die  AniaU  denelben  ist  aber  der  An- 
sahl  der  un^eichen  Wurseln  gleich,  also  nar  n,  wenn  diese  Wnraeln  alle  ungleich 
sind.    Die  Snmme  der  allen  Wurzeln  entsprechenden  Eesiduen  ist  nun  offenbar 

1    fW^  (0 
2r-  I       -^rr<U  erstreckt  anf  eine  Cnrre,  die   alle  Wurzeln   Ton  t^(«)=:0  ein- 

1  1     /W^t)^ 

scbliesst;  machen  wir  die  Substitution  A= — ,  so  kommt:  rr—,  |     ^-rrm  er- 

/u.  2ntJ         _     /Iv 

streckt  auf  eine  Gurre,  die  den  Funkt  /u=0  allein  umgibt,  iHr  die  also  auch  ein 
Kreis  mit  abnehmendem  Badius  substitnirt  werden  kann.  Ist  nun  m  kleiner  als 
n,  so  hat  man,  wenn  man  fi= m+ik  setzt: 


ii) 


«1  m 

ää  i       "t"  •  •  •  "T"  A^2/        ■  V 


"•^(7)       ^«(*.+*^+...+-^*)  .W*+W*-»A'+-- 


—  T   •  •    •  T         '  ,'    V 


*"1^^*+'"'^••]• 


wenn  mau,  wie  Ar  abnehmendes  fi  immer  geschehen  kann,  den  Bruch  in  eine 
Reihe  entwickelt,  also  wenn  man  statt  der  Curve  B  einen  Kreis  mit  abnehmen- 
dem Radius  r  nimmt,  und  demgemftss  die  hohem  Potenzen  von  r  Temachlässigt: 

ein  Ausdracky  welcher  Terschwmdet,  wenn  h  grteser  als  1  ist,  und  fftr  Jk=:l 
fibeigebl  in  t .    Also: 

V.    Die  Summe  aUer  Residuen  dei  Bruches  ^y^  ist  gleich  KuH,  wenn^(x) 

ein  Polynom  ist,  das  um  mehr  als  einen  Grad  höher  als  (f>(x)  ist.  Die  Residuen- 
summe ist  gleich  dem  Verh&ltniss  des  CoeKioienten  der  höchsten  Potenz  yon  g,(x) 
zu  dem  der  höchsten  Ton  tff(x) ,  wenn  letzteres  um  einen  Ghrad  höher  ist  als 
ersteres. 

Nach  Formel  3)  ist  noch,  wenn  a  eine  «fache  Wurzel  der  Gleichung 
^(«)=0  ist: 

wo  nach  dem  Differenziiren  «za  zu  setaen  ist.     Für  s=l  ist  noch: 
6a)  R«i     ^^(^-«)yW,jK^,     ^ 

Da  n&mlich  Zlhler  und  Nenner  Null  werden ,  kann  man  dafftr  ihre  Differenzial- 
quotienten  fttr  denWerth  «=:a  substituiren. 

Einer  der  HauptYoriheile  der  Residuenrechnung  ist  der,  dass  sie  oft  dann  all- 
gemeine Ausdrücke  gibt  für  Formeln,  deren  Besdiaffcnheit  sich  ändert,  je  nach- 
dem gewisse  Gleichungen  mehr  oder  weniger  gleiche  Wurzeln  haben. 

Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiele  zeigen,  welches  die  Theorie  der  linearen 
Differenaialgleidiungen  betrifft,  und  zwar  stellen  wir  uns  eine  ganz  allgemeine 
Aufgabe. 


540 


20)  DigresBion  auf  die  linearen  DifferenBialgleiolinngeii. 

„Ein  beliebiges  System  linearer  Differensialgleichangen  ist  gegeben.  Es 
sollen  allgemeine  Ansdrücke  für  die  Integrale  gefunden  werden,  welche  gegebenen 
Anfangsbedingungen  genügen." 

Bekanntlich  h&ngt  die  Gestalt  der  Integrale  bei  Anwendung  der  gewöhnlidieB 
Methode  von  der  Anzahl  der  gleichen  Wurzeln  einer'  algebraischen  Gleichung  ab. 

Sei: 


1) 


dx 

^»    »+,«,, +„«^,+  ...4.„(0     ^        0 

dt       ^       ^       *"  *        «— 1  n— I 


das  Symbol  für  die  n  Gleichungen ;  die  &  nnd  a  sind  beliebige  Constanten  und  för  $ 
sind  alle  Werthe  von  0  bis  n—l  zu  setzen. 
Sei  ferner: 


2) 

Setzen  wir: 

8) 


X  .=  f.    für    1=0. 


*.=4/'^.W*'^*^ 


WO  <f>^,  (pi  .  .  .  zu  bestimmende  Functionen  von  ti  sind,  nnd  die  Grenzen  der 
Integration  nachher  festgestellt  werden  sollen.  Durch  Einsetzen  von  3)  in  1)  er- 
hält man: 

Offenbar  ist  diese  Bedingung  erf&Ut,  wenn  das  Integral  sich  aber  eine  geschlossene 
Curve  erstreckt,  und   das  Argument  eine  beliebige  ganze  Function  von  «,   also, 

da  e^  immer  den  Charakter  einer  solchen  hat,  wenn  s.  B.  der  Aosdmck  in  der 
Eilammer  eine  Constante  ist.    Dies  fahrt  zu  den  Gleichungen: 

wo  die  Grössen  o  zu  bestimmende  Constanten  sind.  Aus  diesen  Gieichongen 
ergibt  sich  sogleich  durch  Elimination: 


^A»)  ^A») 


dA(tt) 


5)  y^(tt)  = 

wenn  man  setzt: 


aa^W+^'i^lö-*-  ••••*•"*-' ^rC^=T) 


A(«) 


6)  A(«)  = 


(n-1)    ^  (n-i)    ^(n-1) 


•   •  • 


« 


n— 1 


(»•-O+i^"-^) 


Um  die  Grossen  c^,  c^^  .  .  • 


c^ I  zu  bestimmen »  wollen  wir  das  Integral  in  3) 

aber  eine  Curre  ausdehnen,  welche  alle  Discontinuit&ten,   d.  h.  alle  Wnrzehi  der 
Gleichung    A(«)=0   einschliesst.    Bemerken  wir  dann,  dass  von  den   Gidssen 
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^W  ^^  y^Q  j0r  sweiten  Ordnung  sind,  wo  t  nnd  <  yerBchieden,  dasi  dagegen 
da  W 

^y  Yon  der  n-*!  ten  Ordnung  ist»  so  neht  man  nadh  dem  am  Ende  des  vorigen 
da.« 


AbBchnittes  Gesagten,  dass  für  1=0  sich  x^  redacirt  aof.den  Ansdmck  j^.      Es 
ist  nftmlich  ^#  *i  •  •  .  *  _ ,  *,j.  i  '  '  •  *«— i*  ^®'  Coefßcient  der  höchsten  Po- 


tenzen Ton 


dA(«) 


-=f-f,  6^*4...  6      ,    der  der  höchsten  Potens  von  A(i»),   das 


VerhUtniss  beider  also  r-.    Den  gegebenen  Aniangsbedingangen  wird  also  ge- 
nikgt,  wenn  man  setat: 

nnd  somit  ist: 


7) 


'$  ~  2ni 


AW 


«•^*s 


das  Integral   anf  eine    geschlossene  Cnrve    besogen,    welche    alle  Wurzeln  der 
Gleachnng  A(«)s:?0  nm^t,  oder  was  dasselbe  ist: 


7«) 


X  =XBe8 


AW 


Diese  Fonnel  mU  noch  Ar  den  Fall  speeMitirt  werden,  das«  «ne  Gleichung  itter 
Ordnnng  gegeben  ist    Dieselbe  sei:  ' 


if-'x  ^-^ 


+  •  •  •  +«,«=0. 


Sie  ist  identisch  mit  dem  System: 

dx  '^i^  **n-^a 


d!fr. 


&-^V«.«+«,ar,+  .  .  .  +«^.^«^.1 


=0. 


In  den  Gleichnngen  7)  nnd  7  a)  kommt  ^s  dann  nur  auf  den  Werth  x^  =:x^  an. 

Femer  ist,  wenn  s  ungleich  n — 1  ist,  a  ^*'=:0  wenn  p  ungleich  f +1  ist,  und 

a«    .  ,=— 1,   A  =1,  aber   «("""*)  =  «  ,     *(***)»*;  dann  ergibt  sich: 

fS  —1,  00  ...  0,  0 
0,  «,  —1,  0  ...  0,  0 

0,    0,    IS    —1     .    e.    0,    0 


AW= 


0,  00,  0  ...  •«,  —  1 


u>  *l»  «t»  ''t 


II— 8»    H— 1 


+6« 
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oder: 


.»— •  .  -.n— » 


Die  ünterdetermimuiten  nehmen  ebenAdlt  eine  ein&ehere  Form   an. 
»ich  n&mlich  sehr  leicht: 


]£•    ergibt 


aA(«i)      _ 


««.  -1.  0 
0,»,  -1 


%_,.%_,+*• 


=  »«*  +  '»„_,«'+«-_3. 


"•-3' «»-2' •«-!+*• 


=  *«*+'»H_l«''+«»,,-+%_3 


Dm  OesetB  des  Forteqlrut^ni   dieter  Aasdrllcke  ist  leicht  enidiilidi.     Man 
erhUt  auf  diese  Weise: 


n— 2 


.«-3 


Diesem  Werthe  l&sst  sich  ein  bequemer  symbolischer  Ansdrnck  geben.    Vertanscht 
mag  n&mlich  die  Index  der  {  mit  Exponenten,  so  kommt: 


^  i  b 


11— 1     „n— 1 


,^l^.^^w^»y»i<WW»-^Wii   ■>       p«   »H       »III      wwiw       n 


>w** 


_  A(««)-  A(D 


Es  ist  also: 
8) 


Kach  der  Entwiekelnng  Ton 


A(«)-A(0 


»-I 


nach   ganien  Potenien  ron  {  sind  die 


Exponenten  mit  Indices  zu  yertanschen. 

Die  Formel  8)  wollen  wir  aber  noch  auf  den  Fall  aasdehnen ,   wo  die  Diffe- 
reasialgleichnog  ein  von  x  unabhängiges  Qlied  entbAl^  also  die  Form  hat: 


dl 


dt 


Setzen  wir  snn&chst  angleiche  Wwrzeln  ViQravB,  and  sei : 

9    9  9 P^^ 

^'(V   da  (^)  ■  ^* 

io  können  die  Grössen  e^,  c,  ,  .  ^  e      |  als  willkürliche  Constanten  betrachtet» 

nnd  der  Variation  der  Constanten  onterzogen  werden.    Dies  führt  zu  den  Olei- 
drangen  t 
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de      u  i  de      u  t  de      u  i 

p  di  ^        p  p  dt  p  p  di 

de      u  t 

PF  •* 

woni«4  sich  Ukshi  ergibt: 


0 
P 


=-Ä%j  /^« 


'a. 


Soll  fttr  f=0  sein: 

dx_        d*x 

so  ist  offenbar  das  Inlegral  in  den  Grenzen  0  und  I  «n  nelimaii,  das«  aber  der 
oonsunte  Werth  Ton  e    an  addiren«  wie  er  sich  Tor  der  Variation  der  Conatan^ 

ergab,  also  mit  Berftcksichtignng  des  Wefflies  Aev  BeiidiiensaBune  (6  a  des  Tori- 
gen  Abschnittes): 

Der  Werth  Ton  9  serftUt  dann  in  zwei  Tbeile,  deren  einer  das  Integralseichen 
enthält,  der  andere  aber  wie  8)  ist,  also : 


9 

oder: 


(eh        dA(«)    «<  1         n  i    g**  -ul     1 


*>  *=2;ri  J W)  ' 

d.  h.; 

9a)  xs^Bes  .        ^,. . 

Um  den  Beweis  för  diese  Formel  sn  lUhren,  wenn  nicht  alle  Wnraeln  ron  A(t«)=0 
ungleich  sind,  bemerke  man,  dass  für  1=0  das  Integral  in  9a)  verschwindet» 
also  derselbe  Ausdruck  wie  in  8)  erscheint,  und  somit  die  Anfangsbedingangen 
Terificirt  sind.  Pie  Differensialgleichung  nter  Ordnung  aber  wird  noch  erllillt, 
wie  man  leicht  durch  Einsetzen  des  Ausdruckes  9)  in  dieselbe  ersieht. 

21)  Allgemeingflitige  Entwickelung  der  eindeutigenFunctio- 
nen  inBeihen,  welche  Fartialbrflclie  enthalten. 

Pie  Formel    4)    des   Abschnittes    19)   wird    angewandt    auf  die    Function 
YZT'y  wo  f(X)  eindeutig  ist    Bian  sieht,  da  sich  ausser  den  Biscontinui täten  von 

"nnkt  »  ioneriMlb  der  Cnrre  A  Hegt,  and  da: 


f(k)  in  dieser  Function  noch  diejenige  befindet,  welche  X  =  i  entspricht,   wenn 
Fl 


fl^r  die  s  umgebende  Cure  ist,  wie  schon  in  den  Mheren  Abschnitten  geseigt 
wurde,  so  hat  man: 
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oder     =  0, 

je  nachdem  Ponkt  s   innerhalb    oder   aasserhalb   des  von  A  begrenzten  Räume« 
liegt.  ->  Die  Reaidnensnmme  geht  auf  alle  von  Ä  omschlossenen  Disconthmitäteii 

von  f(u).    Diese  Summe   ist   positiv  genommen,   da  man  statt  -^^^-^,  ^  ge- 

schrieben hat,  wodurch  die  Function  und  offenbar   auch  die  Residuen  derselben 
das  Zeichen  ändern. 

LiUst  man  die  Curve  Ä  sich  ins  Unendlishe  ausdehnen,  so  ist  die  linke  Seite 
immer  für  jedes  %  gleich  f(z\  also: 

»—u    •  2n%J  A-» 

die  Summe  auf  alle  Discontinuitilten  von  1 

f(»)  erstreckt  ^=-jr»*=""«P 

Beschäftigen  wir  uns  jetufe  noch  mit  .  .     , 
dem  zweiten  Oliede  rechts.  —  Da  i,  im-  "*>  ^^^' 
mer  grösser  als  s  ist,  so  kann  man:  _       1 

A- «  ■*  jl  ^^"^  jl  "^  A«  ■*"  *  •  '^        Dies   ist   die  Gleichung  von  B.    Es  iat 

setzen,  und   dies  Glied  gibt   also  eine  *^*'*  _ 

nach  positiven  Potenzen  geordnete  Reihe.  F  (— *  -f  2«  n)  =  F(— ^), 

Man  kann  nun  statt  der  geschlossenen  also    die    Curve    ebenfalls    geschlossen. 

,?^J^.     (wgleiche  Abschnitt  4),  welche  Da  aber  *  daa  entgegengesetzte  Zeichen 

alle  DiscontinuitMen  umgibt,  eine  andere  von  a>   hat,  so  findet  die  Windung  von 

setzen,  welche  den  Unendllchkeitspnnkt  ß,    also    die   Richtung  der  Integration 

aUem  emschliesst,  oder  genauer  gesagt,  i^  entgegengesetzten  Sinne  von  Ä  statt. 

man  kann  in  P^^  f^  (Ü  fttr  X  setzen  ^l  ^"^'^  also,  indem  man  beide  Inte- 
J  j^_^  »**  *ut  ADowtJu  grationen   im   gleichen  Sinne  vollzieht, 

1         ,  .  setzen: 

— ,  und  da  l  bis  ins  unendliche  wächst,  ,^^ 

wird   fi   unendlich  klein  werden.    Man         MA)  /m   .        n^^^Xu)^^ 
erhält  auf  diese  Weise :  /         j^^  ^^  =  /        uil^tuy  * 

.g.     fi-i-)  indem  man  mit  der  Ümkehmng  der  In- 

/  ^^        du  tegrationsrichtung  das Bünuszeidien com- 

^(1-*^)   '^^  pensirt. 

Ist  die  Curve  A  ein  Kreis,  so  itt  auch 

wo  B  die  neue  Curve  vorstellt  ß   ein  solcher   (vergleiche  Abschnttt  4). 

Was   die  Gleichung  dieser  Curve  an-  Man  darf  aber  nicht  schliessen,  dass  man 

betrifft,  so  läset  sie  sich  leicht  ans  der  immer   für  A  und  B  jede  beliebige  ge- 

von  A  ableiten.     Denn  wie  auch  letz-  schlössen  e   (bezüglich    unendlich   grosse 

tere  beschaffen  sei,  so  lässt  sich  setzen:  und  unendlich  kleine)  Curve  A'  und  B' 

.  setzen  könne. 
z  =  re^,    t*  =  F(7'),  Es  sind  hierbei  nämlich  zwei  Fälle  zu 

wo  s   ein  beliebiger  Punkt  dieser  Curve  unterscheiden : 

ist,  und  <p  von  0  bis  2;f,  wenn  sie  ein-  ^  fi^)  »*  ^«^^  J«^*««  unendbche  s  dis- 

fach  gewunden,  sonst  von  0  bis  2nn  zu  eontinuirlich ,    wie    dies    «•  B.    bis  -i- 

nehmen  ist    Jedenfalla  ist  dann :  J^ 

F  (y  +  2»  ») = F(y ).  der  Fall  ist 

Dies  ist  die  Bedingung,  daas  die  Curve  °)  Af)  "*.""  .^  gewisse  Werthe 

geschlossen   sei.      Für  B   ist    nun    zu  ^o^   »  discontmmrlich.     Z-  »•  ^«  *«« 

wteen:  5gt  ^ies  der  Fall,  wenn  »  =  ^^  n,  und 

w= —  =^0     ,  $zico  genommen  wird;  für  jedes  andere 

*  unendliche  z  aber  findet  noäi  Continni- 

wo:  tat  statt 
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Besch&ftigeii  wir  uiib  mit  dem  leute-  gleich  beide  Bntwickelnagon  oonvergiren. 

reo  Falle  zuerst.    Dann  ist  die  Annahme  Man  sagt  dann  gewöhnlich,  wiewohl  mit 

eines    ünendlichkeitspanktes     eigentlich  Unrecht,  dass  die  Entwickelang  von  der 

gar  nicht  gestattet.     Lässt  man   Cnrre  Anordnung  abhftnge.    Sie   hängt  in  der 

A  sich  in  A'  ändern,   so  befinden  sich  That  von  den  Gliedern  seihst  ab,  die 

«wischen   beiden    Discontinuitäten ,    und  nicht  alle  übereinstimmen, 

damit  eine  Carye  f&r  die  andere  gesetzt  Finde  jetzt  Fall  I.  statt     Da  f(i)  für 

werden  kann,  ist  es  nicht  allein  nöthig,  jedes  unendliche   z    discontinuirlich   ist, 

dass-  das  Besidnum   einer  jeden  einzel-  «,,      ..   ^/1\a.         rv,. 

nen  davon  in  Gleichung  1),  sondern  dass  ^^  ^n^«*  «»*  r\—)  ^  «=0  dies  statt, 

auch    die   Summen  aUer   sich  der   Null  jede  abnehmende  Curve  B  oder  B'y  die 

nähern.    Was  die  Curve  Ä  anbetrifft,  so  ,,=.0   umgibt,    schliesst  also  nur   einen 

werden    sich   die   Discontinuitäten    von  Discontinuitätspunkt,  den  Unendlichkeits- 

f(i)=f(^)  im  Punkte  u  gleich  0  mit  PJ"^^^  «!"»  ^^^  ^^  Vertauschen  beider 

'  ^  ^    '  \u/                          *^  Curven  ist  gestattet.    Also  immer,  wenn 

annehmender  Dichtigkeit  schaaren.  Fall  II.  gilt,  können  wir  für  B  einen 

Um  bei  diesem  wichtigen  Gegenstande  ^f^   setzen,    dessen   Uadins  abnimmt, 

noch    einen    Augenblick    zu    verweilen.  ^^  ««  >8*  ^^  Integral  : 

denken   wir   uns   fKr  A  einen  Kreis  mit  r{^\ 

zunehmendem  Radius,  und  die  darin  ent-  \     /  (^B)    '  Vü) 

haltenen  Discontinuitäten  etwa  nach  con-  ^~~'J           n      '     \  *'/" 

centrischen    Kreisen    geordnet,     in    die  f*\^^*f*) 

Sunune  in  1)   aufgenommen .     Anderer-  ^nf  denselben  auszudehnen.    Der  Werth 

seits  sei  A'  ein  Parallelogramm  mit  zu-  dieses  Integrals  ist: 
nehmenden  Seiten,  und  die  Discontinui- 
täten innerhalb  desselben  etwa  einer  Seite 

parallel    geordnet.      Da   nun  Farallelo-  Res 
gramm  und  Kreis  sich  nicht  decken,  so 

stimmt    ein  Theil  der    Discontinuitäten,  Unter   dieser  Bezeichnung  ist  das  Resi- 

freilich  nur  die  ins  Unendliche  fallenden,  duum    des   eingeklammerten  Ausdruckes 

in   der  Entwickelung   von   f(z)  in  Glei-  für  die  Discontinuität  «  =  0  verstanden, 

chung  1)  nicht  mit  einander  überein,  ob-  Man  kann  aber  immer  setzen : 

V  V  V  ' 

wo  für  s  =  0  eine  Discontinuität  s  ter  Ordnung  vorausgesetzt  ist. 

Keiner  Discontinuität  entspricht  s  =  0,  einer   zweiter  Gattung  s=(x.    Setct 
man  noch,  da  v  abnimmt: 

.    -73 -.  =  i+»  + »*«+»•  «»-h  .  .  ., 

V  (1—  iV)  V  *  '  * 

io  erfallt  man,  indein  man  diese  Entwickelung  mit  der  von  ^1  — )    multiplicirt, 
aber  nur  das  mit  —  behaftete  Glied  nimmt : 

V 


Res 


d.  h.  dieser  Ausdruck  ist   gleich   dem  nicht  mit  negativen  Potenzen    behafteten 
Theile  der  Entwickelung  von  fU\  welche  fui*  wachsendes  s,  d.  h.  für  s  =:  —   in 

V 

der  Nähe  von  v  =  0  gilt. 

Diesen  Theil  der  Entwickelung  bezeichnen  wir  mii  B'    f(i)  und  haben  also: 


CO' 


Res 
0 


\V^J=^'<.f<-'^' 
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Ist  Ar  •::0  ketee  Diseontinsitftt  rorhanden,  so  bMchrlbkt  nA  di6«6r  Ans- 
dniek  auf  eine  Oonitante  ««.    Ist  die  Disoontinvit&t  zweiter  Ottttang,  bo  hat  auni: 

also  eine  unendliche  Reihe. 

Wir  wollen  mach  das  allgemeine  Glied  der  Snmme  in  1)  auf  ahnHcbe  Art 
ansdrficken.  Sei  dasselbe  anf  den  Discontinnitütspunkt  er  besogen,  der  ron  ster 
Ordnung  sein  möge,  so  hat  man  in  dessen  K&he: 

femor: 

JL-       1        ^   1       u^^     (1»^«)« 

Kimmt  man  ans  dem  Prodact  beider  Enkwiekelnngen  das  mit behaftete  Glied, 

so  ergibt  sich: 

also  gleich  dem  mit  negativen  Fotenien  Üebrigena    ist    nach  dem    Maclanrin- 

behafteten  Theil   der  EAwickelnng  ron  sehen  Satze; 

f(t),  welche  in  der  Umgebang  yon  »=«  (0/  \ 

gilt.    Bezeichnen   wir  diesen  Theil   der  b  :z-^ ^. 

Entwickelnng  mit  B  f(t),  »o  kommt:  Q    1*2«.^ 

^«^='„^<*)-  »(*)=(«— )V(*). 

(Die  Zeichen  B   nnd  B'  ergftnsen  also  nnd   fßS^'  der  ^te   Differenaialqnotient 

einander   insofern,   dass    das   erste    anf  ist,  ferner: 

alle  negativen,  das  zweite  anf  alle  nicht  /^\ 

negativen  Potenzen  geht.)  —    V>^*^^(u) 

Ist  die  Discontinniat  a  von  der  ersten  "« *"  1.2...  g 
Ordnung,  so  ist  offenbar: 

Ist  sie  zweiter  Gattung,  so  ist:  ,^  ^^^^^^  .^^ 

^,—  1        *,— a  ^'^^  Gleichung  9)  «nd  a)  folgt  nun: 

Ä  f(8)= +^ r-+  .  .  .  Jede  eindeutige   Function   Iftsst    sich 

a  z  _ «      ^»  — «;  ^    ^^^  ITuiicaoÄ  vermehrt  um  eine 

Man  hat  also  für  jede  eindeutige  Func*  6 

tion,  wenn  FaU  I.  Anwendung  findet:       Anzahl     PaotiAlhrfiche  *         m,«. 

oder:  Jede  eindeutige  Function  hat  entweder 

«.         ^,s         «    lf(v)]  ^*"    Charakter    einer    gansen  Funotion 

?)         /(»)  =  JTEes^-i-^  oder  den  eines  rationalen  Bruches. 

/l  X  Die  Formeln  1),  2)  und  8)^  enthalten 

{^l.l  1  die  Theorie  der  algebraischen  undtrans- 
iLL-y  cendenten    Partialbrüche.        Im     ersten 
v(l— zv)j  FaUe  ist  die  Summe  eine  endliche.    Sie 
In  Jedem  Falle  aber   gilt  Formel  1),  ^"^  "'?   '?    ^«!2P  ^»"«   bekanntiich 
wo   man   die  Besidnensumme  ebenfafls  •"Sl  •"VifS^S™  ^t?*  l^«^«"»«». 
durch  SB  f{»)  ersetzen  kann.  .fV    ??"  "-^^^o^^«»    wir    uns  noch 
«'  ^  ^  Alt  der  Umwandlung  des  von  A  abfalap 
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gigen  Integnls  besch&ftigen.  —  Man  kann  n&mlicliy  da  die  Cnnre  ins  Unendliche 
w&chst,  derModnl  Ton  x  aleo  immer  kleiner  alt  der  ron  l  ist,  die  schon  ange- 
führte Entwickelnng  annehmen: 

Ist  nnn  die  Cnnre  derart,  dass  anf  ihr  f(l)  immer  endlich  bleibt,  wie  dies  in 
dem  beaeichneten  Falle  immer  geschehen  kann,  da  man  nnr  in  ^i  die  Disoonti- 
noit&ten  an  nmgehen  braucht,  so  ist: 

„od/(^)  tM  (.+^+  .  .   .)<.„od/<^)^(.4+  .  .  .). 
wo  a   der  grOsste  Modnl   ist,  den  f(l)  annehmen  kann.    Das  Integral,   dessen 
Modnl  mit  a  nraltiplioirt  ist,  hat  anm  allgemeinen  QÜeda  des  Argnmentea     ■   -  | 

1  «' 

das  Integral  ist ,   ein  Ausdruck,  der  fOr.  eine  geschlossene   Curre   Ter- 

schwindet,  da  Anfaugs-  und  Endpunkt  xusammenfallen.    Man  kann  also  in  diesem 

Falle  das  Integral  in  1)  ersetzen  darch  das  einfachere:  ^— .  /  -^-r — .  Indem 

hier  hingestellten  Falle  wird  die  Reihe  der  Glieder  mit  positiven  Potenzen  sich 
anf  eine  Gonstaote  beschränken.    Also  statt  1)  erh&lt  man : 

Man  ,kann  aber  auch  leicht  entsprechende  Formeln  finden,  die  nnr  f&r  einen 
Theil  der  Ebene  gelten. 

Seien  Ä  und  B  einfache  geschlossene  Cunren,  die  keinen  Windnngspunkt 
einschliessen ,  die  lotstere  gana  innerhalb  der  ersten,  s  ein  zwischen  beiden  ent- 
haltener Funkt,  so  gibt  Formel  S)  des  vorigen  Abschnitts: 

2atJ         A— a         a»»J         A— »  »— »     '^^ 

Die  Summe  geht  anf  alle  zwisdien  A  und  B  liegenden  Discontinuitaten.  Es  tritt 
nftmlich  das  «=«  entsprechende  Besiduum,  welches  gleich  f(i)  ist,  hinzu,  ganz 
wie  oben. 

Ersetzt  man  A  und  B  durch  coneentrische  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  An- 
fangspunkt ist,  so  wird,  wie  in  Abschnitt  17),  sich  das  erste  Integral  nach  posi« 
tiven,  das  zweite  nach  negativen  Potenzen  von  s  entwickeln  lassen,  und  man 
erhUt: 

4)        /(•)  =  -rBes^+il.4-J,.+il,»«+   .  .   .   +^+5l+  .  .  ., 


wo: 

0        • 

Sil 


'.--l-J 


=ref\ 


^*-hf  f^f^'>^'    /»=?«'*• 


r  ist  der  Badins  des  grossem,  q  der  des  kleinem  Kreises.  Es  ist  wohl  an  be- 
merken, dass  man  hier  nicht  wie  in  Abschnitt  17)  r  und  q  mit  einer  zwischen 
ihnen  liegenden  Qrosse  vertauschen,  eben  so  wenig  beide  identificiren  kann,  da 
der  Ring  Discontinuit&ten  enthält,  und  mit  dem  Ueberschreiten  einer  solchen  die 
Integrale  sich  ändern. 

Ist  der  Anfangspunkt  kein  Whidungs«  oder  Discontinuit&tspunkt,  so  lUlt  der 

Ansdrack  I  ^  '  weg,   fär  einen  Raum  bis  tum  nächsten  critischen  Funkte,  und 

man  hat  in  4)  1^  =0. 
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Beispiele. 
L    Sei: 


f(%)  =  -: —  rr  oosec  t. 
^  '     Sin» 


Um    das  Tom  Snmmenseicheii  freie  Qlied  sn  finden ,  denken  wir  swei  Grade  pa- 
rallel der  Axe  der  y,  derea  AbsciMenwerthe  sein  sollen :  «n  -f-^  and    —Ism  +o/* 

femer  «wei  Qrade,  parallel  der  Axe  der  x  und  in  wachsender  Entfernung.     Aof 
beiden  erstem  ist: 

71  1  2 

cosecs=cQsec(+«;i  ±"5r+y») =d"  — — *  =H ^ 

^  -cosyt     -jf^^^-f 

ein  Wenh,  der  immer  eadlicfa  Ueibt.    Für  die  letstem  Qraden  iat: 


st 


cosec  <= oosec  («  4-  W)  =  — r=— -r .  ■-  .  t 

ein  Ansdrack,  der  mit  wachsendem  h  yersehwindet. 

Es  ist  also  hier   /  *        anf  dies  Rechteck  an  erstrecken.    Dies  Integral 

aber  yersehwindet,  da  aweien   Yom  Mittelpunkt  des  BechteckB  ans   symmetrisch 

cosec  X. 
liegenden  Punkten  des  Umfanges  gleiche  Werthe  ron  — r —  eaCspndien,  and  di« 

Integration  bei  beiden  in  entgegengesetster  Richtung  fortsdireitet.    Somit  ist: 

^_       cosec«       ^   n    / 
cosecszzZBes zzS  B  (cosec  s). 

Discontinuitaten  treten  für  n—tn  ein,  und  es  ist: 

cosec(«ii+^)  =  ^jj^. 

Da  nun  -; —  fttr  a=0  sich  der  Null  nihert,  hat  man: 
sin« 

sn'  ^  '      X— f  » 
also: 

.=+co(_l)»     1  .=«0    (_!)• 

wie  man  erh&lt,  wenn  man  je  swei  Werthe,  die  s  =  l,  t=— f  entsprechen,  venint, 

Ersetst  man  z  durdi  sr  ""  h  >o  ttrhUt  man: 

a 

«=+oo  (^/-i        *  =  oo    (gf+lX-l/ 
szz^cDz-^—n       «  =  0   (2fH-l)«^j — »• 

U.    Sei: 

^(z)=cot>. 

Dass  das  vom  Summenseichen  freie  Glied  rcrschwindet ,  ist  wie  im  Torigen 
Beispiele  darsnthun.     Disoontinuit&ten  finden  fUr  z  =  tft  statt. 

cot  (sn-i-fi) = cot  ^, 
und  da: 

14  cot  14=^^; ^ 

•^       *^      sm^ 
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dir  «=0  der  Eüiiheit  nlliert,  m  ist: 


$n    ^        ft — sn 

nnd  wenn  man  s  mit  -q-  —  s  vertaaschi: 

+00             ^  «  =  oo  ^ 

tg»=—   -T      jr-^-r; =2»     -T 


?1±}..  *  =  0     /Q..1N,?»r 


-oo._^^'„.         *=i;  (2,+l) 


Bei  diesen  Beispielen  galt  Eormel  1).     Um  Formel  2)  anzuwenden,   wollen 
wir  noch  das  Beispiel  eines  rationalen  Bruches  nehmen. 

ni.    Sei: 


/w=- 


a  ' 


wo  ^'(t)  eine  ganze  Function   ist.  —  Die  Function   hat  für  2=<v    eine  Unend- 
lichkeit a  ter  Ordnung,  und  somit  ist: 


(•-%)     '  («-«,) 


'f— t  •  *•« 


wo: 


i  =1-^K.-«,)''V(.)] 


Ar  s  =  «  ,  und: 


Bes^ 
0 


(i(i))... ............... 


und: 


i&rz=0. 

s  gibt  an,  um  wieviel  Einheiten  der  höchste  Exponent  des  Zfthlers  von  f(z) 
das  des  Kenners,  also  den  Ausdruck  e^+<^9+  •  •  •  ^c    übertrifft. 

22)  Entwickelung  eindeutiger  Functionen  in  Producte. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  su  untersuchende  eindeutige  Function  f{%)  entweder 
keine  Discontinuit&t  zweiter  Qattung  oder  eine  solche  nur  im  Unendlichkeitspunkte 
habe.  —  Untersuchen  wir  jetzt  den  Ausdruck : 

-    &      '   f(z)' 

Derselbe  hat  im  ZAhler  und  Kenner  dieselben  DiscontinuitiUen,  da  f'(z)  in  jedem 
Gebiete  eindeutig  und  continnirlich  ist,  wo  dies  fUr  f(z)  stattfindet.  Diesen  und 
den  Nnllwerthen  von  f(z)  können  allein  Disoontinuit&ten  von  unserm  Ausdrucke 
entsprechen.    Wir  beweisen: 

37 
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„dMB    für    jede     Kall    und     DiseontinaiUU    von    /(s)    eine    solclie      ▼on 

^~r^  Stattfindet,  und  dass  alle  diese  von  der  ersten^  Ordnung  sind/' 
Denn  sei  a  eine  Discontinuit&t  von  f{t),  so  ist: 

A«)=— •- +-A=i  +  -A=i+  •  •  •  +!^+v  W. 

WO  9'(s)  fOr  z  =  a  continoirlich  ist,  also: 

Der  Aasdmck  in   der  Klammer  wird   ittr   2  =  «   nicht  unendlich,   also  ist  in  der 
That  die  Discontinuitftt  erster  Ordnung,  und: 

a\f{z)  /  «r  f(jt)  t— « 

Sei  femer  ^(£)=0  fUr  ss=/},  so  ist: 

denn  jedenfalls  verseh windet  das  von  z — /f  freie  Qiied.  Ausserdem  mOgen  noch 
n — 1  Anfangsglieder  verschwinden;  wir  sagen  dann,  f{z)  hahe  fUr  2=/}  eine  Null 
von  fiter  Ordnung.    Es  ist  dann: 


.  •  ., 


rw=«%(«-/»r  *+(«»+i)«^^i  (2-/?)-+ 
r(s)^  n  %  +  ^Vi<^-^>+-; 

f{z)         Z-ß      «^+||^_^^(«— /Jj+    ,  .  .      ' 

und  da  der  Ausdruck  in  der  Klammer  fUr  z^ß  die  Einheit  gibt,  so  ist  die  Dis- 
continuit&t erster  Ordnung,  und: 

ß\  f{z)  /    ^       ß  f(z)       z—ß 

Die  Residuen  sind  also  diejenigen  Zahlen,  welche  die  Ordnung  der  Null  oder 
Unendlichkeit  von  f{z)  anzeiget),  im  letztern  Falle  negativ  genommen.  Man  hat 
also : 


WO  der  Ausdruck  U  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe  an- 

rcz) 

gibt,  und  man  hat,  je  nachdem  Fall  I.  oder  II.  für  die  Function  ~~  sUttfindet, 

#  W 
entweder: 

oder: 


2«i/       "7=7" 


d  Iff  f(z) 
Den  eben  gefundenen  Werth  von  — 'j-  integriren   wir  in  den  Grenien  z  und 

s«,  derart,   dass    z«    keiner  Unendlichkeit   und  Null   von  fCz)  entspreche.    Man 
erhält: 


f(«.)      (,,_^)"(,_„)» 

wo  n  das  Prodnct  aller  der  ß  nnd  a  entsprechenden  Ausdrücke  anzeigt.    Hier  ist : 

V'f    Udz; 
es  ergibt  sich  also: 


oder: 


oorfl««»)- 


Setien  wir: 


d\gf{z)d%_  /»— 3^**— 1 


also: 


f— r-H +««+Ä|»+«t«'+    •   •   ., 


^«^^^  =  «.+«i«  +  «««*+    •  •   -t 


SO  ist: 


/ 


jedoch  mit  der  Bemerkung,  dass  in  der  Fotensen  von  s  geordnete  Beihe,  da  der 

Entwickehing    von  IgA(s)    nicht   allein  Differenzialqnotient  (/ von  K  eine  solche 

der  mit   negativen  Fotensen  von  s  be-  war;  es  wird  also  Y  nicht  unendlich  für 

p?    W/N        1,^1    "i*'   Bildung    von  „^.^  unendlich,  also: 

f  <» *«^W  ^^K^^"^*'  f  "^i^^v  ^!^^^  ^^^  eindeutigeFunction/(z).  welche  im 

Ausdruck  kern  constantes  Ghed  hat;  so  Endlichen  keine  Discoiitinuitaten  zweiter 

wira  auo:  Gattung   enthält,   ist  gleich  einem  Fro- 

2}       VziW^\gf{%)'-B'fg^]%f{%;i.  ducte,   das  im  Zähler  alle  Werthe  z— ^, 

Nun  hat  man:  ^'®  ^^^  Nullen,   im  Nenner  alle  Werthe 

(a\     /          \      V  *  —  «9    die    den   Unendlichkeiten    ent- 

iZLff)"  (id!?)*  / ,  sprechen,  als  Factoren  enthält.   Die  Ex- 

Zo+fi/    \t— «/  ponenten    geben    die    Ordnung    dieser 

T-0nTT/*v                     «V«...  N  Nullen  und  Discontinnitäten  an ;   aasser- 

In  Fall  n.  (siehe  vorigen    Abschmtt)  j^m   kann  noch  eine  F^ponentialgrfisse 

kann  man  die  Begrenzung  A  wieder  so  ^^^  j-^ctor  vorkommen,  welche  eine  ganze 

wählen,  dass  Q-/  auf  der  gamen  Cnrve  Function  von  z  im  Exponenten  hat.« 

fW  Ist  2=0  keine  Disoontinuität  oder  Kuli 

A  endlich  bleibt,  nnd  dann  ist:  ron  ^(z),  so  kann  man  auch  z^=0  seteen, 

~  iai  J             l      '  Da  B'go^fi*)  l^«'»  ▼<»'  <  '■'«>'*  ^"^ 

Welchen  Werth  r«ii  K  man  andi  nehm«,  ^^  *<>  ^*  '• 

(o  in  dies  eine  nach  ganaen  p«titiTen  B'Q^lgf(l))=0, 

87» 
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(z\n  Wir  wollen  jetst  den  DiBContinititiUea 

/v  /     V  fweiter  Oattnne  noch  eine  wichtige  Form 

3»;        n')  =  rwa-, frr'  .  geben. 

|1.-.^|  Das    einer   solchen    a    entsprechende 

^        « /  Glied  in  f{z)  ist: 

und  unter  der  obigen  Bedingung:  ^  (t)=^(tf)=:6        u+h        «*  + 


•  •» 


*'■>     M' 


wrm^ 


^fO^  wenn  man  «= — —  setst 

Aus  diesenEntwickelungen  folgen  aber       jy^  q^^^  hi^lso  die  Form   einer 
einige  wichtige  Resultate.  ^^„  Function,  und  indem  man    die- 

v^^,^^^''^TZ'''^''''^^]^^^'^  wlbe    in   ein    Product   verwandelt,    er- 
die  Nullen    und  Discontmuitkten  Yöllig  ^^^  ^„   ^^  p^^^l   3)   dieses    Ab- 

besümmt  ist,  so  folgt  unmittelbar:  .dmittes,  da  eine  Discontinuitat  nur  Tür 

I.    Jede  eindeutige  Function,  die  im  ic=qo  vorhanden  ist: 
Endlichen     nur    Discontinuitäten    erster  g  »  $ 

Gattung  enthilt,  ist  bis  auf  einen  Factor       ^Ju)  =  Hu  («— ^,)  *(•»— /^i)  * 
bestimmt   durch   die  Lage  und  Ordnung 

ihrer  I>iscontinuit&ten  und  Nullen.  Zwei  ,  .  .  e^**^, 
Functionen,  die  in  diesen  Funkten  über- 
einstimmen, sind  also  bis  auf  einen  Fac-  H  ist  eine  Constante,  0,  ^|,  ^^  die  Nullen 
tor  identisch.  Dieser  Factor  ist  con-  von  (f>  («),  V(u)  eine  nach  ganzen  Po- 
stant,  wenn  der  Unendlichkeitspunkt  kein  ^  **  ,  .  -o^tu-.  t^  «.-*». 
Discontinuitatspunkt  ist,  im  andern  Falle  ^'*"  J^"*  "  ^'**!i^°''1.?!i?  Z;  Jl^ 
ist  er  eine  Exponential^össe,  deren  Ex-  d?m  Charakter  der  D«eo«t&t  ,st 
ponent  eine  ganze  Funrtion  ist.  ^^  Entwickelung    entweder  von    der 

*^  Ebenso    lehrt  Formel  I.  und   n.  des   fi>"!  ^^  ^"^X^rl^Zl &v^^ 
Abschnitts  20):  hängig  oder  nicht,  im  erstem  Falle  kann 

IL  Jede  eindeutige  Function  ist  eine  ^  ^W  7?  u'^aÄ^V  mJ^ 
Summe  von  andern  solchen,  deren  jede  T'^^^V'  (vergleiche  Abschmtt  20).  Man 
mit  der    gegebenen    eine  Discontinuitat  '^at  also: 

in    gleicher   Gattung  und  Ordnung   ge-  ,rv  t  \     or        \ — '  /i        *»  V* 

mein  hat,  im  üebrigen  aber  stets  conti-  ^>     y^W  =  ^V«— «;       V"  JZi;/ 
nuirlich  ist.  ^  a    \« 

Offenbar    hat    nämlich    jedes    GUed  (l ii-)'    .  .  . 

BJijk)  diese  Eigenschaft  fÄri»  =  «.  >•       «-^ 

Hieraus  folgt  dann  sogleich*:  ^    |    ^»    j.       ^^      -|-  ,  .  , 

Eine    eindeutige   Function,     die    nur  ^        « — «      (« — «)' 

Discontinuitäten   erster   Gattung  und  in  «  tv 

endlicher  Anzahl  enthält,  ist  gleich  einer   Dagegen     tritt    für   die   Discontinuitat, 
ganzen  Function  vermehrt  um  eine  Bruch-   welche  x=ao  entspncht,  das  Glied  ein: 
reihe,  also    schliesslich  ein  echter  oder  ^.        ,  .      ^^      »  \t,  ,        «  v*. 
unechter  Bruch.  6)    V'  («) = ^»-/»i)  *  (^  -  /».)  ' 

Hat  sie  nur   eine  Discontinuitat   und  Jf^'i'C^^'^c^**-^-'  •  •  • 

zwar  für  z  =  oo,   so  ist  sie  eine  ganze  *  '  * 

Function  (dies  ist  schon  früher  gezeigt).  Für  alle'GUeder,  welche  DIscontinnitäten 
Ist  diese  Discontinuitat  erster  Gattung,  erster  Gattung  entsprechen,  bleibt  die 
so  ist  sie  eine  endliche  Beihe.  Exponentialgrösse  weg,  und  das  Product 

TTT     T>-   T%.        *•     •*••*           •*     n  *  '■*  WÄ  endliches. 

lU.    Die  Discontinmtaten  zweiter  Gat- 
tung   einer   eindeutigen    Function    sind  Man  hat  also  für  alle  eindeutigen  Fono- 
immer    so  beschaffen ,  dass  wenn   man  tionen  jetzt  die  allgemeine  Form : 

a  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  gibt,   7\     ffiS^sZ   9>   (s)-hV'(s) 
derselbe    wenigstens  in  einer  Bichtung  ^    ^ 

bewirkt,  dass  die  Function  unendlich  wird.  ^,         .4,/  vi. 

b  _         b  _  '  +  C(z— e^)  ^(z— g,)  '.>  . 

Denn  das  Glied  -L^+^±^^+  ..  (t-^,)*^(«--^.)**    .  .  . 

welches  dieser  Discontinuitat  entspricht,  wo   das  erste  Glied  rechts  auf  alle  Dis- 

muss,  wie  jede  eindeutige  Function,  doch  continuitäten  zweiter  Gattung  geht.    Das 

einmal  unendlich  werden,  und  dies  kann  Schlussglied  entsteht  ans  allen  Discon- 

nnr  für  2=a  geschehen«  tiniütäten  erster  Gattung. 
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-    Es  bleibt  füx  die  Entwickelang   in  Frodncte  noch  der  Fall  zn  erörtern,  wo 
f(*)  Discontinuit&ten  zweiter  Gattung  fOr  andere  Funkte  als  für  «=ao    enthält. 

Da  in  diesem  Falle  der  Ausdruck :  — sLL-^  =  —tM  noch  Glieder  enth&lt,  welche 

dz  fit) 

diesen  Biscontinuitftten  Ton  ^(t),  die  wir  mit  y  bezeichnen  wollen,  entsprechen, 

und   für  diesen  Fall  die  Betrachtung  ausgeschlossen  ist,  dass  jeder  Unendlichkeit 

Ton  f(z)  eine  solche  erster  Ordnung  von         ^  entspricht,  so  ist  jetzt: 

^}ifM^j.    J5 y.    _S y    (  A  a^  a^  \ 

dz     -"^/J  z-ß       «  «-«      y  V,-y  "^  («_y)«  "*■  2(;-y)«"^  *   *  T 

also: 

also  schliesslich: 

^,  «,,«,..  .   lind  CoMtantm,  die  Abrigen  GrOssen  haben  diecelbe  Bedentong 
wie  in  S).    Wird  f(t)  nidit  discontinuirlicb  für  c=0,  so  ist  noch: 

^  (?i_£j  +  2i_...)  (i-l.)» 


Je  nach  der  Natur  der  Discontinuität,  welche  -rr-r  für  z=y  hat,  wird  Übri- 

gens  der  y  entsprechende  Theil  der  ExponentialgrOsse  sich  auf  eine  Constantc 
redudren,  dann  aber  die  Wahl  derselben  einen  Einfluss  auf  die  übrige  Entwicke- 
lung  ausüben  können  oder  nicht.  Uebrigens  kann  A  auch  unendlich  gross  wer- 
den ;  dann  muss  dieser  Factor  sich  mit  denen  im  Zfthler  derart  vereinigen ,  dass 
ein  endlicher  Quotient  entsteht. 

Beispiele. 

I.     Sei : 

^(t)  =  cosz. 
Es  ist  dann: 

f{z)  cos  2  ^^^* 

und  da  das  vom  Summenzeichen  freie  Glied  V  in  der  Entwickelung  von  tg(z) 
verschwindet  (vergleiche  den  vorigen  Abschnitt),  so  ist  (/=:0.  f(z)  hat  keine 
Unendlichkeiten^  die  Nullen: 

.=(2».+l)|- 
sind  also  von  erster  Ordnung.     Nimmt  man  noch  s^ssO,  so  gibt  da): 

cos  2  =  17 
oder: 
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ms +00 


C08 


mrr+oo   /        4,,         x 


n.    Sei: 


Man  hat: 


/(«)=-r-« 


.-  .  .      ZCOBX  —  Bin»         ^           1 
f    (Z)  = : =  COt» . 

^  '  znnz  z 


(>-^> 


Der  zu  cotz  gehörige  Theil  von  V  verschwindet,  and  da  —  für  z=aD     irer- 

z 

schwindet,  so  ist  dies  auch  mit  dem  übrigen  Theile  der  Fall. 

Die  Kullen  von    sind  erster  Ordnung  und  finden  für; 

z^mn 
statt,  wo  m  jedoch  nicht  gleich  0  ist,  also: 

sin*     ^="*'°^ 

«         m=-oo 

oder: 

msr-fQO    /  j,    N 

sin»  =  2flr  11 r-^l. 

fil=:l  ^        «'»'^ 

III.    Um  noch  eine  Function  zu  betrachten,  die  Discontinuit&ten  zweiter  Grat- 
tung  enthalt,  setzen  wir: 

z — a       ft —  6 

Solche  Discontinuit&ton  finden  hier  für  z  =  a  und  z=ß  statt.    Es  ist: 

z—a  /.  z^a\      .  .    /.  z— a\ 


e-'»=co8(i|— J)-i.in(i!-|). 
/'(2)=:2costiico8to — 2 1  sin  tu  cos  io, 


also: 

wo: 

gesetzt  ist,  also: 

^(z)=2co8it)«'~  ***, 
und  somit  nach  der  vorigen  Entwickelung : 

m=l     ^      (2W  +  1)*»'/ 

Es  lässt  sieb  aber  leicht  zeigen,  dass  diese  Ausdrücke  die  in  8)  angegebene 
Form  haben.    Es  ist  nfitnlich: 

^^2(z-«)^2(z-/jy 


,  (z~n)(s-/g)-(z-d)(s-i>) 
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Jeder  Factor  des  Frodudes  n  lisst  wo  $  eine  der  Zahlen  1  bis  q  anzeigt 
sich  auf  diese  Weise  in  einen  Qnotien-  In  allen  Gebieten,  wo  f^{z)  eindeutig 
ten  von  je  «wei  Factorcn  imZühler  und  .^^^  ^^^^^  Gleiches  mit  </.(y)  statt,  denn 
zweien  im  Nenner  zerlegen.  ^^^^  ^  entspricht  nur  ein  Werth  Ton 

28)  EntWickelung  mehrdeutiger  z,  ntolich: 
Functionen.  n—A-^v^. 

Es  ist  wichtig,  zu  untersuchen,  in  wel-   j,  .  .  " 

eher  Weise    sich    eine  Function  in  der  »e»  jeizi: 
KAhe  eines  Windungspunktes  entwickeln  ji^ 

lasst,  einen  Fall,  den  wir  bis  jetzt  aus-  g 

geschlossen  haben.  z  =  A+r,   also  y  =  r  ^ 

Zun&chst  ist  klar,  dasi  wenn  f  (z)  eine  Aus  den  Belationen  zwischen  A»  ^  •  •  • 
Mdentige   Function   ist,   und    für  einen  f^  ergibt  sich  aber  sogleic*: 
Punkt  A  p  Wcrthe  von  f{%)  gleich  wer-  . 

den,  deshalb  noch  A  kein  Windepunkt  /",  (^+i«^   J=/,(^+0» 

nter    Ordnung    zu   sein    braucht.     Sei 

nftmlich :  welchen  der  Werthe  1  bis  q  auch  $  vor- 

,  ^  steile,  also  auch: 

P=Pi+Pi+  •  •  •  +''s» 

wo  !>„»...  .  ganze  posiUve  Zahlen  /,[^+y(«'"')^l  =  f,  (^  +  A 

sind,  so  können  von  den  ersten  Pi  Wer-  ^^^^ 

then  von  f(i)  bei  jeder  Umkreisung  von  " 

A  jeder  in  den  folgenden,  undderleUte  y  (ye      )By  (y), 

wieder  in  den    ersten  übergehen;   Glei- 

cfaes  kann  mit  den  folgenden  p,  statt-  '     '' ,     ,        __                ^       „    v* 

finden  u.  s.  w.    Der  Punkt  ist  dann  «r  „Bei   einer  Windung  um   den  Punkt 

die   ersten   o,  Werthe  ein  Windepunkt  «=0   Ändert  y(y)    seinen  Werth  nidit. 

von  der  Ordnung  f»i,  fur'^ic  folgenden  Die  Fnnction  ist  also  in  diesem  Punkte 

»,  von  der  Ordnung   p,  u.  s.  w.     Ist  eindeutig." 

»  =1,  so  ist  der  Punkt  fttr  diesen  Werth  Es  Iftsst  sich  also  in   der   Nahe  des 

^                      ,  Windungspunktes  A  die  Function  f(i) 

kein  Windepunkt,  und   ebenso   fUr  die  •  ^              .  .         -o  * 

übrigen  n-p  Werthe  von  f{z),  welche  nach    ganzen    positiven   Potenzen    von 

in  A  nicht  gleich  werden.  J^ 

Es  fragt  sich  nun  noch,  wie  diejenigen  ^-^,„^^9  nach  dem  Taylor'schen  Satze 

Werthe  von  f(z)  zu  bestimmen  sind,  die  entwickeln.     Die  q  Werthe  von  y  geben 

in  der  Nahe  von  A  in  einander  über-  hierbei  die  q  Ausdrücke  f  ^  (z),  f^  (*)... 

•  •  •  iq\*J  *"'  **     r  nerhalb  eines  Kreises  statt,  dessen  Ra- 

werthe,  r  eine  beliebige  Grösse,   deren  ^j^^  gleieh  der  Entfernung  zwischen  A 

Modul  jedoch  kleiner  ist  als  die  Entfer-  ^^^  ^^„^  nächsten  Windungspunkte  ist. 

nung  zwischen  A  und  dem  ihm  nftchsten  £g  ^g^  hierbei  vorausgesetzt,  dass  für 

Windnngspunkte.    Dann  ist:  z  =  il  die  Function  nicht  discontinuirlich 

.  sei.    F&nde  dies  aber  auch  statt,   so  ist 

/•,(i4+re*^')  =  ^(il+0»  leicht  zu  sehen,   dass  die  Werthe  ^^(z), 

/  (A4-  e*"S=^  (A+t)  ^»^*^  •  •  •  ^/*^  '''  convergirenden  Rei- 

ItK    "T'        )    '*v  hen  nach  positiven  und  negativen  ganzen 

9 

J  I  ,  Potenzen  von  ^C*"^-^)  «Qtwickelt   wer- 

den.   Beide  Entwickelungen    gelten  bis 
f        (il+r  e'"*)  =  /   (ii+rV  zu  demjenigen  Discontinuit&ts-  oder  Win- 

'^—1^  9  dungspunkte,    der  A    am   nächsten  ist. 

^  /i  1      2;rix_^  r^  ,    X  Es   gibt  aber   auch  eine   Entwickelung 

'q  ^-^H"  '  *      ;  - / 1  C-* -♦"';•  nach  ganzen  positiven  Potenzen  und  Par- 

q 

S«  Jeto*-  tialbrüchen  von  y=y(z-i4),  wie  in  Ab- 

J_  schnitt  17)  Formel  8)  gezeigt  wurde,  und 

A\q     ^  /  N—    /  \  ^^^^  erstreckt  sich  über  beliebige  Dif- 

y-(»— ii)»  ,  A,W— y(y;,  continutftten,   jedoch  nur  bis  zum  nach- 
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8ten  Windongspankte.  «^  Alle  diese  Ent- 
wickelangen  geben  vermOge  der  yergchie- 

denen  Werthe  von  y(«— il)  alle  q  inein- 
ander übergehenden  Functionen.  In  der 
letzten  Form  der  Entwickelnng  ist  noch 
namentlich  der  Fall  zu  beachten,  wo  A 
selbst  ein  Discontinuit&tspnnkt  ist.  Dann 
sind  in  der  Reihe  der  Partialbrüche  Glie- 
der, die  2/  =  0  entsprechen,  also  von  der 
Form: 


letstoMii  gMic  dMcelbe,  die    Entwkke- 


\(*-A)    \y{*-A) 


\V(t  -AV 


\hr-Ay 


vorhanden. 

Noch  ist  indessen  zu  bemerken,  dass 
alle  diese  Betrachtungen  für  den  Fall 
illusorisch  werden,  wenn  die  Function 
unendlich  vielwerthig  ist,  und  der  Win- 
dungspunkt derart,  dass  der  erste  Werth 
in  den  zweiten,  der  zweite  in  den  drit- 
ten und  so  fort  ins  Unendliche  übergeht. 
Dergleichen  Windungspunkte  kann  man 
als  solche  von  der  zweiten  Gattung  be- 
zeichnen, während  wir  die,  wo  die  Func- 
tionen wieder  nach  einer  Anzahl  Win- 
dungen auf  den  anfUnglichen  Werth  zu- 
rückkommen, als  erste  Gattung  bezeich- 
nen. —  Ist  ^  für  9  Werthe  ein  Win- 
dungspunkt ^ter  Ordnung,  für  r  andere 
ein  solcher  rter  Ordnung,  so  gilt  für  die 


lung  findet  nach  Potenzen  von   l/(«  — A) 
statt. 

24)  AllgemeingüItigeDars  tel- 
lung  derjenigen  mehrdeutigen 
Functionen,  welche  nicbt  nn- 
endlich  viel  Werthe  haben- 

Wie  die  Windungspunkte  kOfuien  auch 
die  mehrdeutigen  Functionen    seibat    in 
zwei  Klassen  gebracht  werden ,     von  de- 
nen die  erste  alle  umfiasst,    wel<sbe  eine 
bestimmte    endliche  Anzahl  Wertbe   für 
jeden  Punkt  haben,  die  zweite    die  un- 
endlich vieldeutigen.  —  Die  erate  KlaHwe 
nun  ist  einer  für  den  ganzen  Baum  g:fil- 
tigen  Darstellnngsweise  fUiig.  —    Seien 
nänüich  «i,  n,  .  .  .  n     die   n  Werthe 

der  fi  deutigen  Function  «=/(«),  so  ist 
leicht  einzusehen,  dass  jede  rationale 
Verbindung  der  Grössen  «,)  a^    .  .  .  « 

nur  insofern  mehrdeutig  sein  kann,  ala 
man  zwischen  diesen  Grossen  beliebige 
Vertauschungen  kann  eintreten  laaaen. 
Diese  Vertauschungen  bringen  aber  keine 
Aenderung  hervor,  wenn  die  Fanction 
von  «^,  u,  ...  u     eine  symmetriadie 

ist,  d.  h. : 

I.  „Jede  symmetrische  und  rationale 
Function  der  n  Werthe  einer  adentigea 
Function  f{x)  ist  eine  eindeutige  Fanc- 
tion von  «." 

Betrachten  wir  sonach  folgende  ein- 
deutige Functionen  von  x'. 


1) 


»..  =  a,  «2   •   •    •  *«» 


io  sind  a,,  tf,  .  .  •  a    bekanntlich  die  Wurzeln  der  Gleichung : 


2). 


M'*-«,a"'"'-|-r,a*'~^-  .  .  .  ±e  =0, 


deren  Coefficienten  also   eindeutig  sind,   v^  .  *  .  ^     der  Gleichung  2)  noch  niiher 
.Also  * 
II.'    „Die  n  Werthe  einer  ndeutigen  ««  untersuchen.  

»  eJnd,  also  den  Charakter  ganier  Func  '"8»'«»?  eine  der  FuBctaonen  «,.  »,  ... 
Honen' oder  rationaler  Brttehe  haben.«       "«  '"  «•""«•»>«»  P»»*»«  ««•»«•«»'  '»«^ 
Bt   i(t  nOthig,   die  Coefficienten  Vi,  and  darani  folgt  der  Sati: 


557 

•  ^^"^•^*  'l***^*^^,?^'^!?  T'  Nenner  einen  Factor  (*-«)*,  wo   t  in 

wenigstens  eumal  nnendbch  werden/'  v^;«««  ^o*..iiv^«  ^k^L^  «u  .  c^.;«  v.««i 

•ETltot    sich    aber  anch    Folgendes  Jjinem  derselben  gr^^ 

beweisen  i  '•  *  Man  setae  dann . 

IV.  „Wenn  in  irgend  einem  Punkte  nr: « 

einer   der  Werthe    ron  f(x)  unendlich  (x  —  a)'* 

wird,  so  mnss  dies  anch  mit  einem  der 

Coeffidenten     der   Gleichnng    2)    statt-  nnd   die   Gleichung  2)    nimmt  die  Ge- 

finden."  »talt  an: 

Denn  angenommen,  es  würde  «|  nn-       n  vs  ,,11— i 

endlich,  w&hrend  «4,  •,  .  •  .  »^  endlich  «/  -»^  (ar-ur)    U 

blieben.     Es  könnte  dann  die  letzte  der  ^i^^^g^af  (1^"^+  .  .  • 

Gleichungen  1)  nur  dann  stattfinden,  wenn  ^^ 

gleichseitig  ein  anderer  Factor  u     der  i*||(*~*)    > 

Null  gleich  würde.    Ist  dieses  aber  der  nnd    es   werden    die    Coefficienten   der 

Fall«    so   wird  die  Yorletste  Gleichung  neuen  Gleichung: 
die  Gestalt  annehmen: 

«i,«l,M,    .   .   .  %_,=•-_.»  ...  »,(«—«)   ,         »,(*—«)         .    .    . 

ind«m  «no  »ndera  GUeder  renchwiBden.  J«>«»f«"»  den  P««or  «-«  nicht  m«br 

B.  «.«  .Uo.  wenn  •..^  .ndUch  -In  ""^"»"„SÄL  T WnnMion  k«n 

soll,  ein  Factor  ti^_    verschwinden.  Man  die   Gleichung  2)   auf  eine  Gestalt  ge- 

hat  dann:  bracht  werden,   wo  jede  beliebige  Dis- 

continuit&t   aus    den   Coeffidenten    rer- 

u^u^  .  .  .  '•j|_.^=«^_2'  schwindet,    also    schliesslich    auf  eine 

,  ,  "  solche,   wo   dieselben  ganse  Functionen 

also  auch:  ^j^^^^  j^j^    ^^^^    ^.^   Coeffidenten   für 

«  ^^^^  endliches     x    Discontinuit&ten     zweiter 

Gattung  enthalten.*' 
u.  s.  w.,   so  dass   schliesslich  die  Glei-       Neben   dieser   allgemeinen  Form   fftr 

^^^U  *  die  ndeutigen  Functionen  geben  wir  nodi 

n^^tf^-j-  .  .  .  +«  =«|  dne  andere  Form,  welche   in  der  Um- 

^  gebnng  der  Windungspunkte  gilt.    MO- 

sich  Terwandelt  in:  gen   in  Punkt  Ä  die  Functionen  ii|,  n, 

n  -.9  .  .  .  «     in  einander  fibergehen,   so  ist 

also  ttj  mflsste  endlich  sein,  was  der  wie  oben  su  zeigen,  dass  die  symmetri- 
Annahme  widerspricht.  sehen  und  rationalen  Functionen  dieser 
Es  ist  also  jede  Discontinuität  der  p  Grössen  in  der  Umgebung  von  A  ein- 
Functionen u  durch  eine  Discontinuit&t  deutig  bleiben,  d.  h.  so  lange,  bis  kdn 
in  den  CoefBcienten  der  Gleichung  iiten  «weiter  Windungspunkt  fiberschritten 
Ghrades  angedeutet.  Da  nun  ganze  Fnno-  wird ,  wo  eine  Function  aus  der  Bdhe 
tionen  nur  für  x=ao  discontinnirlich  ««i,  «,  .  .  .  w  in  eine  andere  11  ,  die 
werden,  so  ergibt  sich :  ni^^  d^j^  enthalten  ist,  übergehen  kann. 

V.  „Wenn   in  der    Gleichung  nten  Es  wird  sich  also  eine  Gleichung  bilden 
Grades,  welche  die  Function  u  definirt,  lassen: 

alle  Coeffidenten  den  Charakter  ganzer  ^  ^^^  p^2 

Functionen   von  «  haben,  so  kann  kd-  3)     «''+«1«^      +ffa««'^ 
ner  der  Werthe  von  u  Ifir  endliches  x  _ 

discontinnirlich  werden."  +  •••+«^-0, 

Mögen  jetzt  die  Coefficienten  f&r  end-  .»    ^. 

lidies  X  nur  Discontinuitäten  erster  Gat-  ^"^   «'»  «t  .  •  •  «^  Funcüonen  von    « 

tnng  enthalten,   so  lassen  sich  dieselben  sind,  welche  eindeutig  bleiben,   so  lange 

immer  durch  Formel   1)^  Abschnitt  18)  kein  zweiter  Windungspnnkt  überschritten 

darstellen.     Finde  z.B.  für  ar  =  a   eine  wird.  Ist  der  Windungspnnkt  nicht  gleich- 

solche  Discontinuit&t  statt,  die  in  einem  zeitig  ein  Discontinuitfttspunkt ,  so  wer- 

oder  mehreren  Coeffidenten  vorkommen  den  innerhalb  des  Gonvergenakreises  um 

kann,   aber  in  keinem  von  einer  hohem  Punkt  Ä  sich  diese  Coeffidenten  nach 

als  von  der  sten   Ordnung  sein  möge,  ganzen  pontiven  Potenzen  von  x  enl- 

Die  Coeffläentea  V  erhalten  dam  im  wickeln  lassen.    D.  h.: 


u 
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VII.    „Die  p  Functionen  ti^,  «,  .  .  .  d^ffu.    \ 

t  .  welche  in  der  Nähe  eines  Windangs-  Dagegen  mvss  —        ^^  einen  tob  Kall 

pnnktes  in  einander  üheiigebeD,  sind  die  ß^ 

Wnrzoln   einer  Gleichung  pten  Gradea.**   verschiedenen  Werth  haben.      Setsen  wir 

Indess  ist  es  offenbar  besser  und  be- 
quemer, sich  diese  p  Functionen,   wie  2=11+«,    u:=ß+h, 
oben   gezeigt  wurde,  als  Reihen  vorzu-   so  Yerschwinden,  wenn  man /(m,  »)  nach 

p Potenzen  von  «  und  ß  entwickelt,    die 

stellen,  die  nach  Potenzen  von  y(ii-il)   „5^  fi\  ß,  ß*  .. .  ß^''^     mnltipücirten 
fortschreiten.  Glieder,  deren  Coemeienten  aber : 

25}    Untersuchung    der   mehr-  .  aP^^  r 

fachen  Punkte  einer   ndeutigen  /(u,  «)    — ,  .  .  .   - - 

Function    vermittels    der   Glei-  ^'  dw'  '  *  '   ^p — 1 

chung   iiter    Ordnung,    welcher 

sie  genttgt.  "i^d«  ^^^  inan  hat: 

Wir  geben  in  diesem  Abschnitte  einen  ^n  Aß^-}- JSBß^m^ssO^ 

Auszug  der  schtoen  Arbeit  von  Pniseux, 

welche   sich   damit  beschäftigt,  ans  den  wo  in   allen  Gliedern,  in  welchen  r  =  0 

algebraischen    Gleichungen    die   Anzahl  "t,  9  grösser  als  p  sein  muss.    —     Wir 

und  Art  der  mehrfachen  Punkte,  welche  ««*«•«  J«*«*  «och  voraus ,  dass  die  Glei- 

die  ihnen  genügenden  Funcüonen  haben,  chnng  f{u,  »)  =  0  irreductibel   sei,    dus 

zu  ermitteln  (Liotmlle,  Jounwl  4e  Ma^  «•  "»»thin  auch  keinen  Factor  u^X  ent- 

ikemaiiqmes  etc*  Tome  XV.)  halten,   wo  X  constant  ist,   welcher  «ich 

gei:  übrigens   leicht  würde  absondern  lassen. 

-,       . ^  Unter  dieser  Voraussetzung  moM  wc- 

/  W  •;     ^  nigstens  in  einem  Gliede  von  Gleichung  1), 

die    gegebene    Gleichung.      Wir    setzen  jn  welchem  q  gleich  Null  ist,  r  von  Null 

voraus,   dass    die    Coeffidenten  der  Po-  verschieden    sein,   da  sich  sonst  Factor 

lenzen  von  u  den  Charakter  ganzer  Fnnc-  ß  —  u^b  absondern  liesse. 
tionen  haben,   was  sich  ja,  wie  wir  ge-       Möge    zunächst    in  dem  betreffenden 
sehen  haben,   durch  Transformation  er-  ^Z*    .  ,^     ,      ^t  »,    ,  •  «. 

reichen  Iftsst.    Es  wird  dann  u  für  cnd-  Pnnkte  a  —  nicht  der  Null  gleich  sein ; 

liebes  s  niemals  unendlich  werden,  ^,   „^^^g   ^^^^  in  1)  ein  Glied  Ä«  vor- 

In    Punkt  a   mögen    die   Functionen   kommen.     Sucht  man  also   die  Glieder 

«1,  «,   .  .   .11      einander    gleich    und  niedrigster  Dimension  in  Gleichung   1), 

gleich  *  werten:  ">  ^*^^°  ">'*•«  "*'*  ^*'™  = 

Die  Bedingungen  dafür  sind  :  Aß^^B  a, 

d^(i«,  «)  ^'  /^  (^  ^)  „^  A  ^^'^  ^®"°  ™*'*  ^  ^^^  somit  auch  ß  ins 

St» — ~   *         Si^       ^     *  *  '  Unendliche  abnehmen  lässt,  ergibt  sich: 

■         —V, 

wenn    man   u=6   setzt.     Denn  da  das  '^^'7''    * 

Glied    links    der   Gleichung   f(u,  »)=0  „  ,.         ^ 

die  Form  annimmt :             »      ^      '  ^^^  ^i,^  ^eh  in  diesem  Falle  ß  oder 

,         V .          V           ,          .  11-  6  in  eine  Reihe  nadi  ganzen  posici- 

—     F^ 

so  wird  man,  falls :  ^^n  Potenzen  von  « '^  =  V(«  -  «)    «°*- 

«,=1»,  .  .  .   =iip=6  JL 

ist,  dafür  setzen:  wickeln  lassen,  wo  das  mit  «^     multi- 

,^n,  -  ,  .  pliclrte  Glied  nicht  verschwindet.*' 

("-^r  («-•«p+l)  •  •  •  (*•-%)'  _^ 

und  die  p-l  ersten  Differenzialquotion-  j^^^^  in  jedem  Falle  wird  4«''  «loch 

ten    dieser  Grösse  nach  w   genommen,  il 

geben    den  Factor  11— A ,    verschwinden  das  erste  Glied  der  Entwickelung  von  f 

also  in  Punkt  a,  wenn  man  11=6  seUt.  sein.  *Naoh  dem  in  Absduütt  21)  Ge- 


die  Combinaüonon.   in   denen   9   gnd   r   naie    cinra   PnokWi    M.    (Fig.   82),   »o 
vorkommen,   10  iit  nur  ta  nehmen  2,1  * 

Fig.  82. 


Mgten    kaoB    ftl>eT   «    lich    nnr    n«^  p,  j, 

I, V  °  ■ 

Fotenieti  von  V(»  — b),  wo  j  niohi  grtW- 

MF  ftli  p  iit,  entwickeln  I»»»en.      Wäre   """■ 

nnn   f  von  p    venchieden,   lo    mfiiite,  p    q 

fslli  ein«  Entwickelang  nach  gunien  Po-  A  fi  'it  ^ 

—  Ewm  Cnieder  niedrigtler  Ordamig,  uDd  i»l; 

tencen  von  a  "    stattf  ndea  »oll : 

1         ,  ,  />  =  "^^ 

—  =  —i  F=-^>  so  hat  man: 

P       9  • 

ond  I  eine  ganse  ZaU  mId,  wasDiimOg-  fPf+1f=/'Pg+1gi 

lich  ist,  wenn  ,  kleiner  ali  p  iiL  und  för  jede»  «n.lere  Glied: 

HEge  nnn  ^  beliebig  «ein,  und  racben  p    ^ 

wir  in  Oleichting  1)  die  Olieder  niedrig-  -^A^     "    > 

«tcr  Ordnnng.      Zn   dem  Ende   londern  /'1>i+C,>ud-4-o, 

wir   den  Theil   dei  Äuidruckea  link»  in  f''k^''l,'=fl'f^9f 

1)  ab,  wo  die  Exponenten  q  und  r  die  Um  dieien  Bedingungen  Anschanlich- 
ani  den  kleinsten  vorkommenden  Zah-  Veit  in  geben,  gebraachte  Pnijeni  fol- 
len  bettebenden  Combinationen  bilden,  gg^ja  iianreidie  Constnction.  o,  und 
Diesen  Theil  nennen  wir  i.    Sind  aleo  .      ^    „.-...  .^  * 

~.  2,1-1,2-1,3-3,4-3,1-8.0  5*  •"*"  beaüglicb  Abiciue  und  Ordj- 
Combinaüoni 
vorkommen,   10 

—  1,  2  —  3,  0,  da  in  allen  übrigen  ent- 
weder beide  Zahlen  der  Combination 
grOMer  sind,  ale  in  einer  der  hier  vor- 
kommenden Verbindungen,  oder  die  eine 
gleich  der  entnprechendcn ,  die  andere 
grOiaer  iit. 

Der  Theil  X  entUlt  dann  jcdenfatU 
alle  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und 
wenn  die  lu  ihnen  gehörigen  f  eine  nb- 
•ieigende  Reihe  bilden,  bo  werden  die  r 
eine  anfateigende  bilden,  weil  ja  sonst 
In  einem  Qli»de  beide  Exponenten  grosser 
sein  würden  als  in  dem  vorhergehenden, 
dies  Glied  also  nicht  «u  Jl  gehörte.     Rs 

l=Ap>'+A,fi''^»'i'+A,ßl''B^*  j„s  Punfet  M,  auf  der  Abscissenaxe, 

,                ,    .     fi  M.  auf  der  Ordinatenaxe ,   alle    übrigen 

'  Funkte  M,   aber  innerhalb  des  von  den 

Die   Beihe   p,  f„  p,  .  ■  -   p^_^    ftllt,  p„giiiven  TbeJlen  beider  Aien  gebadeten 

während  die  Bwhe  f  i,  9,  ...  f.  iteigL  Winkels  liegen.     Auch  werden  die  Ver- 

„       ,                                 „,.   *  bindungslinien   jeder    swei    Punkte    M, 

—  Man  bat  nun,  um  die  Glieder  nie-  <>  <  ^ 
drigsler  Ordnung  in  bilden,  nichts  in  <">^  ^^  ^><Ib  ^^^°  ■of  ^^'^  positiven 
thun,  aU  aas  1  solche  Blassen  von  Qlie-  gei„n  schneiden,  und  »war  ans  dem 
dern,und  iwar  auf  alle  möglichen  Arten  Qmnde,  weil,  wenn  p.>p.  ist.  g.<q. 
la  bilden,  welche  von  gleicher  und  iwar  *  *  '•  * 
niedrigerer  Ordnang  als  die  andern  sind,  sein  muss.  Mache  nun  Linie  0*^  den 
wenn  ß  als  eine  {ganze  oder  gebrochene)  Winkel  *  mit  der  Axb  der  i.  dann  ist 
Polen»  von  «  betrachtet  wird.  Eine  jje  proiection  von  OM.  auf  OM.  gege- 
Boldie  Klasse  Irt  dann  der  Nnll  gleich  '  *  •  ° 
n   Mtien,  da   f&r  nnendlidi    kleines   a  ben  durch  die  Formel: 

die  (^oichBnc  1)  deTtelbea  n  identifl-  p.co»9+f.»\n9, 

Sind  nun;  oder  wenn  man  : 
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cot9  =  ^ 

V(l +/*■)' 

El  drOckt  «Ito  die  Oleichnng: 

ani,  dMi  OM.  nad  OM  auf  irgend  einer  Linie  OL  gliche  Projectionen  haben, 
oder  WH8  duselbe  ist,  du*  die  Terliindntig*liiiie  ^rH^  *iä  OL  B«ii]ur«cht  «Übt. 
Die  BedentuDg  der  Ungleiclibeit : 

aber  i»t,  diH  die  FrojMüon  von  OJf^  grOuer  all  die  too  OJf.  oder  glei«lt  eei, 
d.  b.  dMi  der  Funkt  W^  in  Being  aof  O  jenseiu  '#^„  eder  auf  dieaer  Linie 
»elbit  liege. 

Man  mnBi  alao  antor  den  Funkten,  welcbe  den  Gliedern  von  Jl  entaprecben, 
anf  alle  mOgUebe  Weise  twei  ermitteln,  ivelche  so  bes<^aSen  sind,  daes  ihre  Ver- 
bindnogelinie  alle  nicht  in  ihr  enthaltenen  Funkte  M  vom  Anfaagspnnkta  O  trennt 
Die  aaf  dieier  Linie  enthaltenen  Jf «  if  ,  JVj^,  M^  .  .  .  geben  dann  mittele  der 
FoTvel: 

die  Qlieder  iü«drig«(«T  Ordnung,  und  die  QleicbuDg: 

'''fr+irffs+jg 

^b(: 

leigt  alio  an,  von  welcher  Foteni  von  n  die  OrOiee  ß  propoilion«!  1*1,  wenn  mwi 
K  aoendlich  klein  annimmt. 

Die  Art,  wie  verfabren  werden  mugi,  damit  keine  der  KlaBsen  K  anageaehlouen 
werde,  iit  die  folgende. 

In  Fnnki  V,  (Fig.  63)  wird  eine  Linie  angenonmen,  die  anlänglich  mit  der 
Abfciuenaxe   iniammrnmit.     Diese   dreht   mnn  um  M^  so,    dasi  sie  inuner  die 


poaitive  Bcne  der  Ordlnatenaxe  schneidet,  bie  «le  durch  einm  andern  der  Pnnkie 
M  geht.  Sie  kann  gleicbieiiig  durch  mehrere  jr,J(.,Jtf  gehen.  In  diesem  FbUb 
sei    M    der  von  Jf,  entfernteste,  U^,M  ,M.,M    bilden  dann  die  erst«  KlMse  K. 
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Nnn  dnht  man  die  Linie  um  If  ,  bis  eie  wieder  einen  oder  mebrere  Punkte  M 
aufnimmt;  diese  in  Verbindnng  mit  M  bilden  die  zweite  Klasse  K  u.  s.  w.,  bis 
man  snm  letsten  Funkte  Jf .  kommt.    Man  hat  also  die  Klassen : 

P    9  P    9 

Kt^Aß^+A  ß  *«*+...    -hA  ß''a  '', 

K,=  Ä^ßW  aJ'\^^+_  .  .  .  +a/'J', 

p    g  P    9  '  Pi  9i 

A',  =  A^ß  *a  *  +  \ß  *«*+...  -i-Aj^ß  ^a  * 


P    9  9 

Das   erste  Glied  der  ersten  Klasse  enthält  kein  «v,   das  letzte  der  letzten  Klasse 
kein   ß.     Das    letzte  Glied  einer  jeden  Klasse  ist  das  erste  der  folgenden.    Der 

Werth^  =  ^       zeigt  die  Potenz  von  ß  an,  wo  man  »  ,  p-,  q  *  q^  irgend  zwei  Glie- 

dem  von  K^,  K^  •  •  .   entnimmt.    Also  in  Kf   ist  ß  Ton  der  Ordnung  —-^ — » 

P    P^ 

in  K^   Ton  der  Ordnung u.  s.  w. 

Zihler  und  Nenner  dieser  Brüche  sind  ganze  Zahlen,  der  Nenner  gibt  also 

an,  wieviel  Werthe  die  Bruchpotenz  ß=xa^  hat,  und  somit  ergibt  die  erste 
Klasse  p— »    Werthe,  die  zweite  p  ^p    •  .  .,  also  im  Ganzen: 

SO  dass  sich  auf  diese  Weise  alle  Wnrzelwerthe  fdr  die  dem  mehrfachen  Punkte 
benachbarten  ergeben.  Gegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  muss  die  in  der 
letzten  Figur  construirte  gebrochene  Linie  convex  sein,  und  dies  zeigt,  dass  in 
cot^=^  also  der  Winkel  ^,   welchen  die  auf  M^M    senkrechte  Linie  mit  der 

Axe  OX  macht,  abnimmt,  so  dass  fi  immer  wächst,  woraus  dann  folgt: 

< •'< <  .  .    . 


also: 

„Jede  der  Klassen  gibt  immer  Werthe  von  /f,  die  von  einer  hohem  Ordnung 
sind  als  die  vorhergehenden.'* 

Betraehten  wir  jetzt  eine  der  Gleichungen,  etwa : 

i8:,=o, 

oder: 

wo  die  Ordnung  der  Werthe  von  ß  abo  ist : 

u- 

P  "P 
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Mögen  Z&hler   and  Kenner   den    gFosaten    gemeins^aftlichen  Factor  ^   haben, 
und  8ei : 

r 

Alle  Glieder  der  Gleichvng  sind  ferner  von  derselben  Ordnung,  also: 
oder  wenn  man  mit  «  multiplicirt : 

Jeder  der  gleichen  Ausdrücke  ist  also  dnrch  i  theilbar,  also  aachs.  B.  r(p^—p^y, 
nnd  da  r  nnd  s  keinen  Factor  gemein  haben,  anch  P^-^P^'    ^^' 

— — =v, 

wo  also  t//  eine  ganse  Zahl  ist;  man  hat  dann: 

rf^+s(^^— 9^)  =  rsy, 

also: 

nnd  die  Gleichnng: 

verwandelt  sich  in  eine  ron  der  Form: 

Setsen  wir  hierin: 

so  ergibt  sich: 

2)  A  x^'-\-  A  x^+  .  .  .  +il  =0. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  es  mOge  diese   fachen  Funkte  gefunden  werden   kann, 

Gleichung  nur  ungleiche  Wurzeln  haben,    durch   eine  Reihe,   die  nach  ganxen  po- 

Sie   sind   sämmtlich   von  Null   verschie-  1 

den,  und   seien  x.,  x^  .  •  ,  x  .    Setzt     .  .        ^  T"     - 

7'  sitiven  Potenzen  von  a        fortadireitet. 

man  z.  B.  die  erste  Wurzel  «|  ein,  so  1 

ergibt  sich :  ^  -y 

,  und  (Xi«  )      ist  eben  das  erste  Glied 

—  der  Entwickelung.^' 
/?  =  («,«•*)  ', 

.      A .  -;i-«^v        *i  i.           i»r  _au  1   *        Letzteres  ist  nämlich  an  sich  klar,  da 

om   ▲•»driick.   welcher  *   Werthe  ha»,      .,  j,,  Abnrf.me  von   «  .Ue  ftbrigmi 

ßhr.  ^^rJL'l.i.Z.TJ  "  ^^"   G««d«'   vewchwindeB.      Entere«    fdgt 

fahrt,  hat  man  schhe»hch:  ^^^^^^  ^^  nothwendig  ß  nach  Boten- 

Werthe.     So    mit  jeder  Klasse   verfah-  zon  von  i!"^  entwickelt  werden  kann  (ver- 
rend,  ergeben  sich  alle  p.  gleiche  Abschnitt  21),  wo  m  kleiner  als 

„Diese     angenäherten    Werthe     von  P  ^^l  8^«^«^  P,"'-     Die  verschiedenen 
j  den  K  entsprechenden   Klassen  kOnnen 

—  nun    wegen    der    Gleichung   A    hOch- 

^=  (x  (K^)  '    zeigen,   dass    die  entspre-  stens  aus  p—fiip  —p^  n.  »•  w.  Wer- 

chende  Gruppe  von  Wcrthen  ß  anch  iiir   then  bestehen,   da  sonst  ihre  Gesamrot* 
endliche  EnUfemungen   von  dem  mehr-  zahl  p  fiberschreiten  würde. 
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Es  itt  «Ito  in  Beiiig   aaf  die  einer  J_ 

Oleiehnng,  etwa:  $      ^  m     r  ,  ^ 

\  n  1.  •  xtr»  ^*  ergibt  sich  dann  eine  Gleichung  iwi- 
entaprechenden  ß  der  Punkt  ein  Win-  ^^^^  «,  und  ^, ,  die  der  Gleichung  1) 
dunggpunkt  tod  höchstens  p^—p^   oder  g^„^  ^^^^^  j^^.  ^.^  ^^  ,,  nnendUoh 

aster  Ordnung.  kleine  Werthe  Ton  ß^  geben,  denn  zu 

Da   aber  in  den  Entwickelungen  der  jedem  jt,   gehören  ja  s  Werthe  ron  ß^ 

ßy  die  hierhin  gehören ,  die  Coefficienten  die  Ordnung  dieser  /9^  aber  muss  höher 

1  als     die    rte    sein    in   Besug   auf   er,. 

"^  Diese  neue   Gleidiung    ^>ird    gans   wie 

der  Anfangsglieder  x^       ron   einander  Gleichung   1)   behandelt,   fahrt  also  an 

▼erschieden  sind  (es  war  angenommen,  Gleichungen,  die: 

dass  diese  ungleich  seien),  so  theilt  sich  ^t^O,  ÜT,  =0  .  •  • 

^ese  Klasse  wieder  in  y.  Gruppen,  und  ^^^^^   ^.^^      y^^  leUteren  aber  sind 

ftr  jede  derselben  kann  der  mehrfache  n„  die  tu  berück  sichtigen,  welche  Werthe 

Punkt  höchstens  ein   Windepunkt  iter  ^^^  ^     ergeben,  die  in  Beaug  auf  «. 

Ordnung  sein.    Das  ist  er  aber  auch  in  ^^^  j^^j^^^^^  Ordnung  als  der  rten  sind. 

der    That      denn   ;^*ro,  dies    nicht  der  j^  ^j„^  ^.^^^^  Gleichungen  K'=0  wird 

Fall,   so  mfissten  sich  die  s  sngehöngen  ^^^^  gesetzt : 

Werthe  you   ß  noch  in  andere  Gruppen 

zerlegen  lassen.    Möge   eine  solche  aus  ßi'^^'^J^^n 

•  Grössen  ß  bestehen ,  wo  $'  also  klei-  ^    ^.._^j  ^  -ui* t  x.\^^ 

ner   als    .ist,    so  Ande  Entwickelung   ^.^^  ^^^  «•»*5  ^•"•"^«1 
'  ,  ^   und  S|  ganz  wie  oben,   und  man  erhilt 

----  die  der  Gleichung  2)  analoge: 

nach  Potenzen  von«    statt,  und  es  mfisste  „.  j   »Vi  .   d  t.0i  •  a 

r  1  **/         -«i«     +*»|{      +  •  •  •    =ü. 

-  ein  Vieüaches  Ton  ^  sein,  also:  y^^   ^j^,^,  ,^^^^^  ^.,  ^^^^^  ^j^  ^^^ 

,  halte   keine   gleichen  Wurzeln,  und   sei 

JL:^A,  {^    eine    derselben,  so    hat    man    wie 

•       »  oben : 
was,  da  r  und  s  keinen  Factor  geiheln  i      f  ^ 

haben,  nur  möglich  wäre,  wenn  p—mr^  "-"     •—• 

»'zzms  w&re,  also  s'  grösser  als  #,  was  'i=li   ^«i   ^> 

der  Voraussetzung  widerspricht.  also: 

„Es    zeigt   unsere   Betrachtung    aho.  i  ^       *'i  ^     ^ 

dass  der  mehrfache  Punkt  in  Bezug  auf  T     r         «"      t"        "TT 

je  y   der  Gleichung  A'jZzO  entsprechen-  /'=*i     «fi  +5i    '  «i   *^=*i     « 
den   Wurzel  werthe    ein    Windungspunkt  ^      f. 

ster  Ordnung  ist.  Er  ist  für  alle  diese  Wur*        ^  — -  ■— 

zeln   ein   Windungspunkt   von   Ordnung        *"  +{1   *a     '• 

P^  —  P^y  wenn  y=:l  ist;  er  ist  gar  kein  ^  fl^defc  also,  da: 

Windungspunkt  in  Bezug  auf  diese  Klasse  r       r « ^ 

der  ß,  wenn  «  =  1  ist.    Gleiches  gilt  für  "^  —  yp 

alle  übrigen  Klassen.**  ^ 

Es  ist  aber  jeut  noch  der  Fall  zu  un-  "»»   »"  ^«'  That  em  Fortschreiten  nach 

tersuchen,   wo    einige   der  Wurzeln  der  

Gleichung  2)   gleich   sind.     Möge  sie  *  Potenzen  you  a"«    statt,  und  ß  muss 

gleiche  Wurzeln  x^  haben.  „ach  dem  Tajlor'scfaen  Satse  nach  dle- 

Dann    gibt  jeder  Yon  ihnen  herruh-  ^^^  q,^.,^  entwickelt  werden.    Man  er- 

rende    Ausdruck     t    Werthe     Yon    ß:  ^^^  ^„£  ^iese  Weise    wegen   der  Viel- 

i  1 

(»yy^^rch    dieselbe   Niherufl|sfor.  deutigkelt  Yon  u*^^  1 1,  Werthe /J;  eine 

mel.     Diese    entsprechenden   *   Werthe  ^^^.*  ^^^  ^^„^^  Gleichungen: 

Yon  ß  können  sich  also  nur  in  dem  fol-  

genden    Gliede    der    Entwickelung   Yon  ^  ='0 

einander  unterscheiden,  und  es  muss  zu  wird  sf,  Werthe  ß  geben,  so  dass: 

diesem  Yorgeschritten  werden.    Man  setzt  .j««j.  jlm  t 

somit  in  die  Gleichung  1);  n-t»t+  •  •  •  -^'n"' 
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ist  Denn  da  alle  übrigen  Wnneln  beetimmt  tiod,  so  bleiben  nnr  nodi  j  I  ILbrig. 
Der  Windongspnnkt  ist  also  in  anserm  Falle  von  der  Ordnung  SM^,  —  Hfttte 
auch  Gleichung  3)  gleiche  Wnneln,  so  wire  das  eben  gegebene  Verfahren  m 
wiederholen;  man  erhielte  in  der  Entwickelnng  der  ß  ein  drittes  Glied,   und  es 

1 

würden  sich  t  i^i^  Werthe  Ton  ß  nach  Potenien  von  a"*'^  entwickeln  lassen« 

Beispiele. 
I.    Sei  gegeben: 

ii"»_(,-a)(«-a,)(»-«,)  ...  =0, 

wo  «,  «.,  a.  ungleich  sein  sollen.    Für  szra  ergibt  sich  ein  mfacher  Pnnkt,    wo 

df 
«1  =  0  ist.    Da  für  diesen  Werth  aber  t^  nicht  verschwindet,  bilden  alle  m  Werthe 

einen  Cydos.     Der  Punkt  ist  ein  mfacher  Windepunkt,  in  dessen  Nihe  u  sich 

1 

nach  gansen  positiven  Potensen  von  (»—«)*'*   entwickeln  lAsst. 
IL    Sei  gegeben: 

!*"*-(• -o)'(»-«i/*  (»-«,/•   .  .  -  =0, 
wo  ebenfalls  a,«|, «,  .  .  .  ungleich,  und  /  grösser  als  Eins  ist.    Für  s=a  findet 
ebenfalls  ein  mfacher  Pankt  statt,  aber  -^  verschwindet  in  diesem  Falle.     Man 
setst  also: 

und  erhalt: 

P^-a(M  —  a,  +  «)'*  («  —  «,+  «/■    ...  =0. 
Die  Glieder  i,  welche  in  nehmen  sind,  beschrinken  sidi  auf: 

wenn  man  setst: 

Es  ergibt  sich  also  auch  nur  eine  Klasse: 

m 
Ist  f  der  grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  m  und  f,  is — ,  so  hat  man 

also: 

Die  Werthe  von  u  zerfallen  in  <f  Systeme  von  je  t  Wnraelwerthen .  die  sich  inner- 

1 

halb  des  Convergenskreises  nach  Potenxen  von  (s — a)'  entwickeln  lassen. 
III.    Sei  gegeben: 

«•— H  +  iaiO. 

2  1 

Diese  Gleichung  hat  f&r  «  =  q«;7  eine  doppelte  Wnnel  «==75  vnd  eine  einfache 

öfo  pro 

«= — ^;  es  findet  also  ein  Doppelpunkt  statt. 

Der  Punkt  iit  »lio  Ar  cwei  Werthe  u^  «,  ein  doppelter  Windepunkt,  Ar  «, 
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keiner,  nnd  die  beiden  erstem  lassen  sich  nach  Potenzen  von  Iz — qTo)^     ent- 
wickeln.     In  der  That,  setst  man: 

so  ergibt  sich: 

oder  wenn  man  a=aj',/}  =  a^v  annimmt : 

Wird  : 

hierin  eingesetzt,   und  die    Coefficienten   der  yerschiedenen  Potenzen  gleich  Nnll 
genommen,  so  bekommt  man: 

-1.1  5i        ,        1       ,  , 

yS      ^  24V3»  ^"^ 

für  v^  denjenigen  Werth,  welcher  entsteht,  wenn  man  «mit — i  vertauscht.    Also: 

y^    Yb"    3V3/     6V    sya/      24 V3«^     ^y^'     ■■■' 

ti,  wird    hieraus   gewonnen,    wenn    man   das  Zeichen   von  t  ändert.  —   Nur  für 

2 
:»  =  — ^T-^   findet    noch  ein  mehrfacher  Punkt  statt.     Die  Entwickelung  gilt  also 

so  lange,  als  der  s  enlsprechende  Punkt  innerhalb  des  um  den  Doppelpunkt  mit 

Badius  ^^^  geschlagenen  Kreises  liegt.    In  demselben  Gebiete  kann  w,  nach  gan- 

2 

zen  Potenzen  von  >~qvq  entwickelt  werden.    Man  erhält: 

"•  ~    V3  ■"  3  V     3y3/  "*"  9y3  V      3V3/       81 V     3 V3/ 
IV,    Sei  endlich  gegeben  die  Gleichung: 

^(a-A)»+Ä(„-.6)»(5-a)+C(ii-Ä)*(z-«)*+D(tt-6)*(2-«)» 

wo  die  Coefficienten  A,  B^  C,  />,  £,  F  nicht  gleich  Null  sind.    Für  2=<t  ergeben 

offtg  *^ 
sich  sieben  gleiche  Wurzeln  «=:^,  und  es  wird  für  diese  Werthe  -^^^ — ^  der  Null 

gleich.    Somit  ist  zu  setzen: 

»  =  «-}-(?,     tl=:A+^, 

wo  sich  dann  ergibt: 

Das  Polynom  A  aber  besteht  ans  den  Gliedern: 

Aß'»+Bß*  a-^-Cß^a^-hDß^tt^-^Eßa^-hFar 

Denkt  man  sich  die  gleichen  Gliedern  gehörigen  Exponenten  von  ß  und  a  bezüg- 
lich als  Abscissen  X  und  Ordinalen  y,  so  ist: 

X=l,  5,  4,  2,  1,  0 

r=0,  1,  4,  5,  7,  9 

zu  setzen. 

Wenn  man  in  der  angegebenen  Weise  die  mit  der  Abscissenaxe  zusammen- 
fallenden Linien  um  Punkt  (7,  0)  dreht,  so  wird  man  zuerst  auf  Punkt 
(5,  1)  kommen.  Es  ist  nämlich,  wenn  X^,  F^  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes 
sind,  durch  welchen  die  gedachte  Linie  zuerst  geht,   die  Tangente   des  Drehongs* 

38 
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Y  T 

Winkels  gleich  3^— y~'  °°^   ^^'^  OrOsse  11 1  so   klein  als  möglich  m  nehmen. 

Für  Pankt  (5,  1)  ist  sie  gleich  j^;  dies  ist  der  kleinste  Werth,  da  in  der  Reihe 
der  Y  alle  Werthe  wachsen,  in  der  Reihe  der  X  ahnehmen. 

Um  den  n&chsten  Pankt  zu  finden,  müssen  X.,  F.  so  gew&hlt  werden,  dass 

Y    —  Y 

■=^ -^  möglichst  klein  wird.     Dem  genügt  Punkt  (2,  5),  wo  diese  Orösse  | 

Jki  —  Xj 

hetr&gt;   es  folgen   dann  gleichseitig  die  Punkte  (1,  7)    und  (0,  9),   denn  beide 

Y   Y 

geben  den   Werth   — r ~^=2.    Es  sind  also  drei  Klassen  K  rorhanden: 

X,      Xg 

Für  K^  hat  man : 

«=2,    ^  =  1, 
nnd  die  Gleichung  2)  wird: 

Ax+BziO. 
Es   entsprechen  ihr  zwei  Functionen  u^  und  «„  welche  sich  nach  Potenzen  ron 
^p — ix)s  entwickeln  lassen.  —  Für  K^  ist: 

Die  Gleichung  2)  giht: 

Es  entsprechen  ihr  3  Functionen  «„  «4,  ii^,  die  nach  Potenzen  von  (t — my 
fortschreiten.    Endlich  gibt  die  dritte  Klasse  iC, : 

<  =  1,     ^>  =  2. 
Man  erhält: 

Wenn  diese  Gleichung  zwei  ungleiche  Wurzeln  hat,  so  entsprechen  ihr  zwei  Wur- 
zeln iif,  tf,,  die  nach  ganzen  Potenzen  Ton  z — a  entwickelt  werden  können.  — 
Hat  dagegen  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  ist  in  die  Gleichung  1)  zu 
setzen:  a=a',  ßz=:za'*'{-ß'.     Bringen  wir  dieselben  zuvor  auf  die  Form: 

und  berücksichtigen,  dass,  wenn  Gleichung: 

DÄ*+E«-f-F=:0 
zwei  gleiche  Wurzeln  hat, 

2Dx+E=0 
sein  muss,  so  ergibt  sich: 

D/8'«a»+il(jr»a»*-f  .  .  .)-hÄ(«*«>*+  ...)+€•(**  o'*4- ..  O+Ö («•«'•+.. .) 
Die  Klassen  K'  rednciren  sich  auf  eine  einzige : 

wenn  /  nicht  gleich  Knll  ist.    Man  erh&tt: 

r,  =5,    «1=2,    ^1  =  1, 
nnd  es  wird  die  Gleichung: 

die  nur   eine  Wurzel  hat.     Da  «t|^=2   ist,  so  vereinen  sid^  in  diesem  Falle  die 

Wurzeln  «,  und  t»,  zu  einem  System,  und  sind  beide  nach  Potenzen  von  (s— a)^ 
zu  entwickeln.  —  Ist  dagegen  /  gleich  Null,  so  hat  man: 
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K^  =  Dß'*  a*  +Bx*  a^  ^  allgemeine  Entwickelbarkeit  der  Fanctio- 

r=:3,s=l     a>=2  "^^  ^°  Reihen,   den  Besiduencalcul  und 

'             L      >    y  i      )  anderes  dahin  Gehöriges ,  womit  eigent« 

^^^  *  lieh  der  Fnnctionentheorie  erst  eine  feste 

D^'^-^'Bx^ziOf  Gmndlage  gewonnen   ist.     Die  frühere 

,     .    ,       _,                     _  Anwendung  z.  B.  der  Taylor^schen  Reihe, 

eine   quadratische   Gleichung    in   Bezug  gewöhnlich  ohne  Rucksicht  auf  das  Ima- 

auf  ^,  und  wegen :  gin&re,  hat  selbst  bedeutende  Mathema- 

SS  1=1  tiker  zu  Trugschlüssen  und  falschen Re- 

würden  u,  und  ti,  Yon  einander  getrennt  «"^^*^»  «f^^It;    unter  den  Anwendun- 

und    nach   ganzen  Potenzen  von   *-«  gen  und  Ausführungen  dieser  Theorieen 

•ntwickelbar  erscheinen.  "*  besonders   zu  beachten  die  von  Pm- 

seux    herrührende  Anwendung   auf  die 

26)    Historische   Betrachtun-  ^eorie  der   algebrais^en  Gleichungen, 

g  Q  Q^  die  hier  Abschmtt  23  bis  25  berücksich- 
tigt ist,  femer  die  auf  die  Eigenschaften 

Die  allgemeinere  Anwendung  der  ima-  der  Integrale  mit  complexen  Variablen 

ginären  Quantitäten   in  der  Functionen-  gestützte  Theorie  der  elliptischen  Fnnc- 

theorie,  namentlich  in  der  Differenzial-  tionen  von  Briot  und  Bouquet  (theorie 

und  Integralrechnung  haben  in  neuester  des  fonetions  doublement  penodiques  eU), 

Zeit  diese  Disciplinen  derart  umgestaltet,  worin   sich  auch   eine   gut  geschriebene 

dass    es  unthunlich   ist,    dieselben   von  Theorie  der  Functionen  mit  complexen 

einander  und  von  der  Theorie  des  Ima-  Variablen   befindet.     Als  Gründer  dieser 

ginären    abgesondert    vorzutragen.      Es  Betrachtungsweise  der  elliptischen  Func- 

war  daher  nöthig,    einestheils  die  Ele-  tionen  ist  wohl  Liouville  anzusehen.   Na- 

mente   der  Differenzialrechnung   mit  in  mentUch  ist  zu  beachten  die  Riemann*sche 

dieser  Abhandlung  zu  geben,  andererseits  Arbeit :   Grundlagen  für  eine  allgemeine 

auf  die  Abhandlong:  „analytische  Qnadra-  Theorie  der  Functionen  von  einer   ver- 

turen"  Öfter  zurückzuweisen.  änderlichen  complexen   Grösse.     Haupt- 

Was  die  Geschichte  dieser  Theorie  s&chlich  der  Schlusssatz,  das  von  Rie- 
anbetrifft,  so  hat  namentlich  die  Theorie  mann  so  genannte  Dirichlet'sche  Prinzip 
der  elliptischen  Functionen  Veranlassung  (hiermitgetheiltin  der  dritten  Abhandlung) 
gegeben,  sich  in  allgemeinerer  Weise  als  ist  darum  von  so  grosser  Wichtigkeit  ge- 
bis  dahin  geschehen,  mit  den  Functio-  worden,  weil  Riemann  es  seiner:  „Theorie 
nen  complexer  Variablen  zu  besch&fti-  der  Abel'schen  Functionen**  (ans  Crelle's 
g^n.  Da  nämlich  die  elliptischen  Funo-  Journal  auch  besonders  abgedruckt)  zu 
tionen  zunächst  aus  der  Integralrechnung  Grunde  gelegt  hat.  Es  ist  hier  mit  einiger 
hervorgegangen  sind,  und  die  Umkeh-  Ausführlichkeit  auf  die  Functionen  von 
mögen  von  Integralen  bilden,  welche  imaginären  Variablen  und  auf  die  ver- 
unendlich viel  Bedeutungen  haben,  so  schiedenen  Theorieen  des  Imaginären 
führte  dies  auf  die  Betrachtung  der  Mehr-  selbst  eingegangen ,  weil  dieser  Gegen- 
den tigkeit  der  Integrale,  welche,  wie  wir  stand  mit  dem  Fortschreiten  der  Wissen- 
gesehen haben,  von  den  Betrachtungen  schaft  immer  wichtiger  wird,  und  in  der 
der  Wege,  auf  welche  sich  die  Integrale  Analysis  eine  Epoche  herbeizuführen 
erstrecken ,  unzertrennlich  sind.  Dieser  scheint,  die  sich  eben  nur  mit  den  durch 
Punkt,  sowie  die  Theorie  der  homoge-  Erfindung  der  höheren  Analysis  gesche- 
genen  Functionen,  welche  den  Betrach-  henen  Fortschritten  in  den  verschiedenen 
tungen  über  Functionen  mit  complexen  Theilen  der  Mathematik  vergleichen  lässt, 
Variablen  zu  Grande  liegt,  ist  haupt-  und  deren  sorgfältiges  Studium  daher 
sächlich  von  Caucby  erledigt.  Ihm  dan-  Jedem  unentbehrlich  ist,  welcher  sich 
ken  wir  auch  die  Betrachtungen  über  die  überhaupt  mit  der  Mathematik  beschäftigt. 
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